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AVERTISSEMENT. 


Dans  cette  deuxième  édition,  comme  dans  la  première, 
on  donne  le  texte  des   Leçons  de  M.  Navier  conforme 
à  celui  des  feuilles  lithographiées  distribuées  aux  élèves 
de  rÉcole  polytechnîqxie.   Il  n'appartenait  pas  à  l'Édi- 
teur d'y  rien   changer.    Cependant  quelcpies  améliora- 
tions ont   été   introduites.   On  avait  déjà  profité,  dans 
la  première  édition  ,  des  corrections  laissées  par  l'au- 
teur dans    ses    papiers.    Cette  fois  on   a  conféré  les 
rédactions    successives    qu'il    avait   faites  d'année   en 
année;    et    quand    elles   se   sont  trouvées  dilOFérentes , 
on  a  choisi  celle   qu'on  a  crue  la  meilleure,  fût-elle 
plus  ancienne.    On   a   été   ainsi  conduit  à  des  change- 
ments de  détail  qui  ne  sont  pas  sans  importance. 

Les  Notes  que  M.  J.  Liouville  avait  ajoutées  à  la 
première  édition  se  retrouvent  ici,  corrigées  et  augmen- 
tées. Les  Notes  I,  IV,  VIII,  IX  sont  nouvelles. 

Les  épreuves  ont  été  revues  avec  soin  par  M.  Ernest 
Liouville ,  sous  la  direction  de  son  père. 
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I.    DBS   VONCTIONS    EN    G^ffiRAL.    DBS  FONCTIONS  D^iviss 
BT    DBS    DIFFi£rENTIBLLBS. 


i.  L'analyse  algébrique  considère  les  relations  qui  existent 
entre  des  quantités  connties  et  des  quantités  inconnues^  rela- 
tions qui  sont  exprimées  par  des  équations.  Elle  a  pour  ob- 
jet principal  de  trouver  les  valeurs  déterminées  des  inconniips 
qui  satisfont  à  des  équations  données.  En  général,  chaque 
inconnue  prend  une  valeur  unique  lorsque  les  équations  sont 
du  premier  degrés  ou  plusieurs  valeurs  différentes  lorsque 
les  équations  sont  d'un  degré  plus  élevé  :  mais  ces  valeurs 
sont  toujours  des  quantités  déterminées  réelles  ou  imagi- 
naires. 
L'analyse  différentielle  et  intégrale ,  et  toutes  les  parties 
i**ÀimtfB.  1 
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des  mathématiques  qui  en  dépendent^  considèrent  les  rela- 
tions qui  existent  entre  les  quantités  constantes  (c'est-à-dire 
qui  conservent  toujours  une  même  valeur)  et  les  quantités 
variables.  Ces  relations  sont  toujours  exprimées  ou  censées 
exprimées  par  des  équations.  Mais  le  nombre  des  quantités 
appelées  variables  étant  plus  grand  que  celui  des  équations  , 
ces  quantités  peuvent  prendre  une  infinité  de  valeurs  diffé- 
rentes^ qui  sont  seulement  assujetties  à  satisfaire  aux  équa- 
tions données. 

2.  Admettons  que  la  question  dont  on  s'occupe  comporte 
n  équations,  et  qu'il  y  ait  un  nombre  m  de  variables  plus 
grand  que  n.  Gomme  n  équations  ne  peuvent  déterminer  que 
n  inconnues^  il  y  aura  m  —  n  variables  dont  les  valeurs  de- 
meureront arbitraires.  Mais  quand  on  aura  fixé  ces  valeurs 
à  volonté,  celles  des  n  autres  variables  se  trouveront  entière- 
ment déterminées.  C'est  ce  qu'on  exprime  en  disant  que  ces 
dernières  variables  sont  fonctions  des  premières.  En  géné- 
ral, on  distingue  dans  chaque  question  :  i*"  les  variables  in- 
dépendantes  auxquelles  on  peut  attribuer  des  valeurs  quel- 
conques 'f  ^  les  variables  dont  les  valeurs  sont  déterminées 
quand  on  s'est  donné  celles  des  premières,  et  qui  en  sont 
des  fonctions.  On  peut  choisir  à  volonté  celles  des  variables 
qui  seront  indépendantes  ^  mais  les  formes  du  calcul  exigent 
que  ce  choix  étant  fait,  rien  ne  soit  changé  à  cet  égard  dans 
le  cours  de  l'opération  3  ou  du  moins  un  tel  changement 
exigerait  des  précautions  et  des  transforaiations  particulières. 

Pour  fixer  les  idées,  considérons  deux  variables  a:,  y, 
entre  lesquelles  il  existe  une  seule  équation.  La  valeur  de 
l'une  de  ces  variables ,  de  x  par  exemple ,  peut  être  prise 
arbitrairement;  mais  à  cette  valeur  arbitraire  correspondra 
toujours  une  valeur  déterminée  pour  y.  Ainsi  x  sera  la  va- 
riable indépendante,  et  y  une  fonction  de  x. 
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Si  l'on  avait  ttois  variables  ar,  y,  a,  et  ima  seule  équation 
entre  ces  variables,  on  pourrait  regarder  a?  et  y  comme  in- 
dépendantes, et  M  serait  fonction  de  a;  et  y.  Mais  s'il  existait 
deux  équations  entre  a?,  y  et  *,  la  seule  variable  œ  serait  in* 
dépendante,  et  les  variables  y  et  4r  seraient  chacune  fonction 
deâ;. 

Ces  notions  s'étendront  facilement  aux  cas  où  Ton  aurait 
im  plus  grand  nombre  de  variables  et  d'équations. 

3.  On  exprime  qu'une  quantité  y  est  fonction  d'une  autre 
quantité  x  (c'est-à-dire  que  y  doit  prendre  une  valeur  dé- 
terminée quand  on  donne  à  œ  une  valeur  arbitraire)  en  écri- 
vant 

yssf(a:)  ou   y  =  F(i»),etc. 
Lorsque  m  est  fonction  de  deux  variables  x,  y,  on  écrit 

^  =  /{a?,y)   ou   z  =  F(x,y); 

et  ainsi  de  suite. 

Une  expression  analytique  formée  d'une  manière  quel- 
conque des  variables  œ,  y,  z,  et  d'autres  quantités  constantes^ 
s'exprimera  donc  par  F(a?,  y,  ^),  en  sorte  qu'une  équation 
quelconque  entre  les  variables  x  ^  y,  js  est  représentée  par 

F  (^  »  y.  ^)  =  0. 

Si  cette  équation  est  résolue  par  rapport  à  z,  elle  prendra 
laformejr  =  /'(a?,  y). 
4.  Soit  la  relation  donnée  y 

admettons  que  l'on  attribue  à  la  variable  indépendante  x 
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toutes  les  valeurs  possibles  depuis  —  oo  jusqu'à  +  oo  ,  et 
considérons  les  valeurs  correspondantes  que  prendra  la  fonc- 
tion y.  La  géométrie  donne  le  moyen  de  se  représenter  faci- 
lement la  succession  de  ces  valeurs.  On  peut  prendre  x  pour 
une  abscisse  comptée  à  partir  d'une  origine  fixe  sur  un  cer- 
tain axe ,  et  y  pour  Tordonnée  correspondante  comptée  sur 
un  axe  perpendiculaire  au  premier.  Les  valeurs  de  y  corres- 
pondantes à  celles  de  x  dans  Téquation  donnée  yz=f{x) 
appartiendront  à  une  ligne  MN  (Jig.  i) ,  dont  la  figure  indi- 
quera la  marche  des  valeurs  dont  il  s'agit.  D  est  nécessaire 
d'avoir  toujours  présent  à  l'esprit ,  non  pas  telle  valeur  par- 
ticulière de  0?  et  la  valeur  correspondante  de  y ,  mais  l'en- 
semble des  valeurs  correspondantes  de  ces  deux  variables. 

5.  Parmi  les  propriétés  que  peut  offrir  la  fonction 
y^=zf{x),  ou  la  ligne  qui  représente  cette  fonction^  la  plus 
remarquable,  celle  qui  est  l'objet  principal  du  calcul  diffé- 
rentiel,  et  dont  la  considération  se  reproduit  constamment 
dans  toutes  les  applications  de  ce  calcul  à  la  physique  et  aux 
arts ,  est  le  degré  de  rapidité  avec  lequel  la  fonction  varie 
lorsque  la  variable  indépendante  x  vient  à  varier.  Ce  degré 
de  rapidité  de  l'accroissement  de  la  fonction ,  quand  on  fait 
croître  la  variable^  peut  différer,  non-seulement  d'une  fonc- 
tion à  une  autre,  mais  encore  pour  la  même  fonction^  sui- 
vant la  valeur  attribuée  à  la  variable ,  à  partir  de  laquelle  on 
suppose  que  l'accroissement  de  cette  variable  a  lieu.  Pour 
nous  former  des  notions  précises  sur  ce  point ,  attribuons  à 
X  une  valeur  déterminée  représentée  par  OP,  à  laquelle 
correspondra  une  valeur  également  déterminée  y:=f(x), 
représentée  par  MP.  Supposons  ensuite  que  x  augmente  à 
partir  de  cette  valeur  d'une  quantité  quelconque  que  nous 
désignerons  par  ^x ,  et  qui  sera  représentée  par  PQ.  La  fonc- 
tion y  variera  en  conséquence  d'une  certaine   quantité , 
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que  nous  désignerons  également  par  Ay,  en  sorte  que  Ton 
aura 

ou 

Ay  =  f{a>  +  Aa?)  —  f{x). 

La  nouvelle  valeur  affectée  par  la  fonction  y  est  représentée 
dans  la  figure  par  NQ,  et  NR  représente  Ay  ou  la  variation 

subie  par  cette  fonction.  Le  rapport  ^  de  raccroissement  de 
la  fonction  à  celui  de  la  variable  y  dont  l'expression  est 

^y  _f{ps'\-à^)—f{x) 

est  représenté  par  la  tangente  trigonométrîque  de  Tangle 
NMR  formé  par  la  sécante  MN  avec  l'axe  des  x, 

Av 
6.  n  est  visible  que  te  rapport  ^  est  l'expression  natu- 

reOe  de  la  propriété  dont  nous  avons  parlée  c'est-à-dire  du 
degré  de  rapidité  avec  lequel  la  fonction  y  croît  quand  on 
&it  croître  la  variable  indépendante  x  :  car  plus  la  valeur  de 
ce  rapport  sera  grande ,  plus  raccroissement  de  la  fonction 
sera  considérable  quand  on  fera  croître  la  variable  de  la 
quantité  donnée  ax.  Mais  il  est  bien  important  de  remarquer 

que  la  valeur  de  ^  (à  l'exception  du  seul  cas  où  la  ligne 

MN  serait  une  ligne  droite)  dépendra  non-seulement  de  la 
valeur  attribuée  k  x,  c'est-à-dire  du  point  M  où  l'on  s'est 
placé  sur  la  courbe,  mais  encore  de  la  grandeur  absolue 
attribuée  à  l'accroissement  A^.  Si  nous  laissions  cet  accrois- 
sement arbitraire  y  nous  serions  dans  l'impossibilité  d'assi- 
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gner  au  rapport  -r^  dont  il  s'agit  aucune  valeur  précise^  et 

îl  est  absolument  nécessaire  d'adopter  une  convention  qui 
fasse  disparaître  à  cet  égard  toute  indécision. 

Supposons  qu'après  avoir  donné  à  Aj?  une  valeur  quel- 
conque,  à  laquelle  répondra  une  certaine  valeur  pour  Ay  et 
une  certaine  direction  de  la  sécante  MN ,  on  diminue  pro- 
gressivement la  valeur  de  ^x ,  en  sorte  que  cet  accroisse- 
ment finisse  par  devenir  égal  à  zéro.  L'accroissement  cor- 
respondant ày  variera  en  conséquence,  et  tendra  également 
en  général  à  devenir  égal  à  zéro.  Le  point  N  tendra  à  se 
confondre  avec  le  point  M ,  et  la  sécante  MN  à  coïncider 
avec  la  tangente  MX  menée  à  la  courbe  au  point  M.  Quant 

Ay 
au  rapport  ^  des  deux  accroissements^  il  s'approchera  éga- 
lement d'une  certaine  limite ,  qui  est  représentée  par  la  tan- 
gente trigonométrique  de  l'angle  TMR  formé  par  la  tangente 
MT  avec  l'axe  des  abscisses. 

Si  la  variation  àjc  était  négative  et  diminuait  Tabscisse  x 
au  lieu  de  l'augmenter^  on  pourrait  faire  les  mômes  remar- 
ques. A  mesure  que  la  valeur  absolue  de  cette  variation  serait 
supposée  plus  petite  et  s'approebant  davantage  de  zéro ,  h 
variation  correspondante  ^y  de  l'ordonnée  approcherait  éga- 
lement de  zéro.  La  sécante  menée  par  les  deux  points  de  la 
courbe  correspondants  aux  abscisses  x+à:eQix  tendrait  de 
plus  en  plus  à  se  confondre  avec  la  tangente  menée  au  point 
M  correspondant  à  l'abscisse  x.  Enfin  la  valeur  de  rapport 

T~  des  deux  variations  s'approcherait  indéfiniment  de  la  li- 
mite dont  on  a  parlé  ci -dessus,  c'est-à-dire  de  la  tangente 
trigonométrique  de  l'angle  compris  entre  la  tangente  de  la 
cgurbe  et  l'axe  des  abscisses. 
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7.  On  voit  que  lorsque  raooroissement  àx,  ^  par  consé* 
qoent  raocroissement  correspondant  Ay,  diminuent  progrès*- 

sivement  et  tendent  à  devenir  égaux  à  zéro,  le  rapport  — 

deœs  aocroisseoients  s'approche  en  général  d'une  limite  dont 

la  valeur  est  finie  et  déterminée.  Or  la  valeur  du  rapport  ^ 

correspondante  à  cette  limite  doit  être  considérée  comme 
donnant  la  mesure  véritable  et  précise  de  la  propriété  dont 
il  a  été  question  n"*  5^  c'est-à-dire  de  la  rapidité  avec  laquelle 
la  fonction  varie  quand  on  fait  croître  la  variable  indépen- 
dante :  car  il  ne  reste  dans  l'expression  de  cette  valeur  rien 
d'arbitraire  ;  elle  ne  dépend  plus  des  valeurs  absolues  des 
deux  accroissements  aj?  et  Ay,  ni  de  la  figure  de  la  courbe  à 
une  certaine  distance  finie  de  part  et  d'autre  du  point  M.  Elle 
dépend  seulement  de  la  direction  de  la  courbe  en  ce  point , 
c'est-à-dire  de  l'inclinaison  de  la  tangente  sur  l'axe  des  ab- 
scisses. Le  rapport,  ainsi  déterminé,  exprime  ce  que  New- 
ton nommait  la  flttxion  de  l'ordonnée.  Quant  à  la  manière 
d'en  trouver  dans  chaque  cas  particulier  la  valeur,  il  est  vi- 
sible qu'il  sufSt  de  considérer  l'expression  générale 

Ay  __  f(x  +  ^)  ~  fjic) 
Ai  ""  Aa?  • 


et  de  voir  quelle  est  la  limite  dont  cette  expression  s'approche, 
à  mesure  que  Aa?  prend  des  valeurs  de  plus  en  plus  petites 
et  tend  à  devenir  égale  à  zéro.  Cette  limite  sera  une  certaine 
fonction  delà  variable  indépendante  a?,  dont  la  nature  dé- 
pend de  celle  de  la  fonction  donnée  f(x). 

8.  Il  est  nécessaire  de  distinguer  le  cas  où  l'on  regarde 
ainsi  l'accroissement  Aj?  de  la  variable  indépendante  comme 
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s'approchant  indéfiniment  de  zéro  y  ou  ayant  une  valeur  in- 
déterminée plus  petite  que  tout  nombre  donné.  Cet  accrois- 
sement est  dit  alors  infiniment  petit.  L'accroissement  corres- 
pondant Ay  a  aussi  alors  en  général  une  valeur  plus  petite 
que  tout  nombre  donné ,  ou  infiniment  petite,  dont  le  rap- 
port avec  Aj?  est  déterminé.  Ce  rapport  doit  être  regardé 
comme  s'approchant  indéfiniment  de  la  limite  dont  il  a  été 
question  ci -dessus ,  ou  différant  de  cette  limite  d'une  quan- 
tité moindre  que  tout  nombre  donné. 

La  considération  de  la  limite  dont  il  s'agit  étant  très-im- 
portante j  les  géomètres  lui  ont  affecté  des  dénominations  et 
des  signes  particuliers.  Les  variations  Ax  et  Ay  sont  appelées 
en  général  les  différences  de  la  variable  x  et  de  la  fonction  y, 
parce  qu'on  considère  Aj;  comme  la  différence  de  deux  va- 
leurs consécutives  de  x ,  et  Ay  comme  la  différence  des  deux 
valeurs  correspondantes  de  y.  Mais  si  Aa;  et  Ay  sont  suppo- 
sées infiniment  petites,  ces  différences  sont  alors  appelées  les 
différentielles  des  variables  a;  et  y  ;  et  pour  distinguer  ce  cas 
on  emploie  la  caractéristique  d  à  la  place  de  A ,  en  écrivant 

Ay 
dx  et  dy,  La  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport  ~  ,   à  me- 

sure  que  Ax  diffère  de  moins  en  moins  de  zéro  ^  est  exprimée 

par  ^.  La  fonction  de  x  qui  donne  la  valeur  de  la  limite  ~ 

est  appelée  coefficient  différentiel  ^  ou,  d'après  Lagrange, 
fonction  dérivée ,  parce  qu'elle  dérive  de  la  fonction  primitive 
f{x)y  et  peut  se  déduire  de  cette  fonction  par  des  opérations 
déterminées. 

En  considérant  sous  ce  dernier  point  de  vue  la  limite  dont 
il  s'agit,  Lagrange  représente  la  fonction  dérivée  de  y  ou  /"  [x) 
par  y'  ou  par  f  (x)y  notations  qui  sont  fi*équemment  employées 
par  les  géomètres. 
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9.  Remarquons  que  la  distance  NR,  qui  représente  la  dif- 
férence Ay ,  est  composée  de  deux  parties  TR  et  NT,  qui  toutes 
deux  tendent  à  devenir  nulles  quand  Aa:  approche  d'être  égal 
à  zéro.  Comme  l'angle  TNR  a  pour  tangente  trigonométrique 

la  limite  de  ^ ,  ou  ^,  on  a  TR  =  ^  A^.  Quant  à  la  ligne 
NT,  puisqu'elle  devient  nulle  en  môme  temps  que  Ao?,  on 
peut  la  représenter  en  général  par  wAa: ,  w  désignant  une 
fonction  de  x  et  Aj?.  Nous  écrirons  donc  également 

^=(g  +  ")^.  ou  11  =  1^... 

Tant  que  les  accroissements  Ao:  et  Ay  conserveront  des  va- 
leurs subsistantes ,  aussi  petites  qu'on  le  voudra ,  la  quan- 
tité c»  conservera  elle-même  une  valeur  semblable;  mais  si 
l'on  pose  Ajj  =  0,  on  aura  ci>=0,  puisque,  dans  cette  hy- 
pothèse, le  rapport  ^  devient  égal  à  -^. 

Si  donc  on  veut  indiquer  que  Ton  considère,  non  pas  la 
valeur  véritable  du  rapport  -^ ,  mais  la  limite  vers  laquelle 

tend  cette  valeur  lorsque  Lx  et  Ay  tendent  à  devenir  égaux  à 
zéro ,  ce  que  Ton  fait ,  comme  on  Ta  dit  ci-dessus ,  en  rem- 
plaçant bjx  par  dx  et  Ay  par  dy  ,  il  faudra  supposer  (»  nulle, 

dy 
et  écrire  simplement  dy='^T-dx,  G  est  ce  qu'on  exprime  en 

disant  que  la  différentielle  de  la  fonction  y  est  égale  au  pro- 
duit de  la  différentielle  dx  de  la  variable  indépendante  par  la 

limite  -^  du  rapport  ^  des  différences  correspondantes  des 
deux  variables  ;  et  c'est  par  cette  raison  que  cette  limite  -^ 
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Mt  nommée  eaeflicimU  différentieh  Le  principe  dont  il  s'agit 
ett  mis  en  évidence  par  la  nature  de  la  notation  que  nous 
présentons  ici  et  que  les  géomètres  ont  généralement  adoptée 
diaprés  Leibnitz. 

10.  En  résumant  les  notions  précédentes  et  considérant 
une  fonction  quelconque  y  d'une  seule  variable  indépen- 
dante X ,  on  doit  se  représenter  la  variable  x  comme  crois- 
sant progressivement  depuis  —  oo  jusqu'à  -}-  oo  ,  et  prenant 
successivement  des  valeurs  dont  chacune  surpasse  la  précé- 
dente de  la  quantité  (ij:  supposée  infiniment  petite,  c'est-à-dire 
pliis  petite  que  toute  grandeur  donnée.  Cette  quantité  dx, 
exprimant  la  différence  de  deux  valeurs  consécutives  de  x , 
peut  être  supposée  à  volonté  constante  ou  variable  dans  toute 
l'étendue  de  la  série.  Mais  quand  il  s'agit  d'une  variable  indé- 
pendante, il  est  plus  simple,  et  dans  l'esprit  du  calcul  diffé- 
rentiel ,  de  supposer  la  différentielle  dx  constante.  A  me- 
sure que  Ton  passe  ainsi  d'une  valeur  a  de  x  k  une  autre 
valeur  A ,  par  un  nombre  infini  de  termes  intermédiaires 
séparés  par  l'intervalle  constant  dx  y  on  passe  également 
de  la  valeur  6  de  la  fonction  y,  correspondante  à  la  va- 
leur a  de  a;,  à  la  valeur  B  correspondante  à  la  valeur  A. 
Chaque  fois  que  x  croît  de  la  différentielle  dx,  y  varie  de  la 
différentielle  correspondante  dy,  qui  peut  être  positive  ou  né- 
gative. Nous  regardons  la  différentielle  dx^  qui  est  arbitraire, 
comme  constante ,  et  nous  lui  attribuons  toujours  la  môme  va- 
leur, quelle  que  soit  x.  Mais  x  et  dx  étant  données ,  dy  dé- 
pendra delà  nature  de  la  fonction.  On  reconnaîtra  cette  dep-> 
nière  différentielle  quand  on  aura  déterminé,  en  fonction  de 

la  variable  jf,  l'expression  de  la  limite  ^  du  rapport  ~ , 
puisque  l'on  a  toujours  dy^=n^dx.  Cette  limite  ^  exprime 
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etmesupe  la  rapidité  avec  laquelle  la  valeur  de  la  fonction  va- 
rie  dans  les  diverses  parties  de  son  cours,  à  mesure  que  la  va- 
riable varie  elle-même. 

41.  Nou»  n'ajouterons  ici  qu'une  remarque  dont  l'évidence 
est  bien  frappante.  C'est  que  les  différentieUes  indiquées  ci- 
dessus  par  dx  et  dy  représentent  toujours  des  quantités  de 
même  nature  que  les  quantités  représentées  par  les  variables 
X  ety.  Ainsi  dans  la  géométrie,  lorsque  a?  représente  une 
ligne,  une  aire,  un  volume,  la  différentielle  dx  représente  elle- 
même  une  ligne ,  une  aire  ou  un  volume.  Les  diflférentielleî 
sont  des  quantités  censées  plus  petites  que  toute  grandeur 
donnée  ;  mais  cette  hypothèse  n'altère  point  la  nature  de  ces 
quantités  :  dx  et  dy  sont  toujours  bomogènes  avec  x  et  y , 
c'est-à-dire  présentent  toujours  le  même  nombre  de  dimen- 
sions de  l'unité  au  moyen  de  laquelle  les  valeurs  de  ces  varia- 
bles sont  exprimées, 

II.    DIFVVRBNTIATION   DBS   FONCTIONS  SIMPLIS  D'ONS 
raUU   VARIABLN. 


42.  Différentier  une  fonction,  que  nous  désignons  toujours 
par 

y  —  f(x)f 

c'est  chercher  Fexpression  de  sa  différentielle  4y,  ou  de  la  va- 
riation inSpiment  petite  que  subira  y  lorsque  la  variable  in- 
dépendante œ  croîtra  de  sa  différentielle  dx.  D'après  ce  qui 
a  été  dit  dans  Tarticle  précédent,  cette  recherche  se  réduit  à 
considérer  le  rapport 
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dy 
et  à  déterminer  la  limite  -j^,  dont  la  valeur  de  ce  rapport 

s'approche  indéfiniment  à  mesure  que  Ax  approche  de  de- 
venir égale  à  zéro.  On  aura  en  effet  pour  la  différentielle 
cherchée 

Or  il  existe  dans  l'analyse  un  petit  nombre  de  fonctions  sim- 
ples ou  élémentaires  pour  lesquelles  l'expression  de  la  limite 
dont  il  s'agit  exige  une  recherche  spéciale.  Quand  on  l'aura 
effectuée  pour  ces  fonctions ,  une  fonction  quelconque ,  qui 
sera  toujours  composée  des  premières^  ne  présentera  plus  de 
difficultés. 

13.  Ces  fonctions  simples  sont  :  l^^la  fonction  x^^  c'est-à- 
dire  la  variable  élevée  à  une  puissance  marquée  par  l'expo- 
sant m,  lequel  peut  être  un  nombre  constant  quelconque^  entier 
ou  fractionnaire^  positif  ou  négatif. 

2»  La  fonction  logarithmique ,  ou  log.o?.  On  sait  que  l'on 
entend  par  log.rr  l'exposant  de  la  puissance  à  laquelle  on 
doit  élever  un  certain  nombre  constant,  appelé  la  base  du 
système ,  pour  obtenir  le  nombre  x  ;  en  sorte  que  a  désignant 
cette  base ,  on  a  rf**»*  =  x.  Par  conséquent ,  en  donnant  la 
fonction  log.x,  il  faut  toujours  donner  la  base  a  du  système 
auquel  appartient  le  logarithme. 

3<*  La  fonction  exponentielle  a*,  dans  laquelle  la  variable 
est  l'exposant  de  la  puissance  à  laquelle  un  nombre  constant 
doit  être  élevé. 

A^  Les  fonctions  trigonométriques  sm.x  et  cos.x,  dans 
lesquelles  x  désigne  un  arc  quelconque  compté  d'une  origine 
fixe  sur  la  circonférence  d'un  cercle  dont  le  rayon  est  égal  à 
l'unité. 
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Nous  allons  considérer  successivement  ces  diverses  fonc- 
tions. 


l«  Fonction  y  =  ac^,  m  &éëtgnmut  one  eontuint^. 

14.  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  l'exposant  m  est  un 
nombre  entier  positif.  Il  est  très-facile  alors  de  trouver  la 
différentielle  de  la  fonction  y.  La  formule  générale ,  rappe- 
lée n*  12  y  donne 


ou  en  développant  le  terme  (x  +  Aj?)*  par  la  formule  du  bi- 
nôme de  Newton  ,  qui  est  démontrée  dans  les  éléments  d'al- 
gèbre pour  le  cas  de  l'exposant  m  entier  et  positif, 

Or,  quand  Ao?  tend  à  devenir  nulle,  tous  les  termes  du  second 
membre  tendent  également  à  devenir  nuls,  à  Texception  du 

premier.  La  limite  du  rapport  -^ ,  c'est-à-dire  le  coefficient 

différentiel  ou  la  fonction  dérivée  de  x'',  est  donc 

et  Ton  a  par  conséquent ,  pour  la  différentielle  de  cette  fonc- 
tion, 

dy  =  wwc"^* .  dx* 


I 
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45.  Cette  fiirmule  donne  également  raxpressîon  de  la  dif- 
férentielle demandée  9  quelle  que  soit  la  constante  m.  Pour  le 

démontrer,  observons  que  Ton  a  (a? + Aa:)*  =  M + "^)   •  "^"*> 
d'où  il  suit  que  la  quantité  ^  peut  être  mise  sous  la  forme 


^  Ax 


Soit  fait  pour  abréger  —  =  « .  On  voit  qu'il  s'agit  de  trouver 

la  limite  dont  s'approche  indéfiniment  le  rapport  ^^ — 

lorsque  la  quantité  a  tend  à  devenir  égale  à  zéro.  Or,  a  étant 
supposée  infiniment  petite ,  on  peut  écrire  évidemment 

6  étant  également  une  quantité  infiniment  petite  qui  devien- 
drait nulle  en  même  temps  que  a.  L'expression  précédente  de 

^  devient  alors 

9  —  _     /«a»— 1  . 


a 


en  sorte  que  tout  se  réduit  à  trouver  la  limite  du  rapport 
16.  Pour  y  parvenir,  considérons  l'expression 

(1 + «)« 
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et  proposons-nous  de  trouver  la  limite  vers  laquelle  tend  sa 
valeur  lorsque  <x  tend  à  devenir  égale  à  zéro;  a  étant  regar- 
dée comme  pouvant  prendre  une  valeur  quelconque,  pourvu 
qu'elle  soit  plus  petite  que  toute  grandeur  donnée ,  on  peut 

écrire  «  =  -^ ,  en  désignant  par  •  un  nombre  entier  plus  grand 

que  tout  nombre  donné.  L'expression  dont  il  s'agit  devient 
alors 

et  en  la  développant  par  la  règle  du  binôme ,  on  a 
oa,  ce  qui  est  la  même  chose , 

Vy.,.,'-^,(-O('-0,('-?)H(-?), 

Mais  quand  on  suppose  que  i  augmente  indéfiniment,  les 
numérateurs  de  chacun  des  termes  de  ce  développement  ten- 
dent tous  à  devenir  égaux  à  l'unité.  D'où  l'on  conclut  que  la 
limite  dont  s'approche  indéfiniment  l'expression  proposée 

(i  ^  a)"*  ^  lorsque  a  tend  à  devenir  nulle»  est  exprimée  par 
la  série 


etc. 
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Cette  série  est  évidemment  convergente,  c'est-à-dire  qu'en 
prenant  un  nombre  de  termes  de  plus  en  plus  grand ,  les 
résultats  approcheront  continuellement  d'un  certain  nombre 
irrationnel  qui  ne  sera  pas  dépassé.  En  effet ,  tous  les  termes 
étant  positifs ,  leur  somme  augmente  progressivement  à  me- 
sure que  Ton  en  prend  un  plus  grand  nombre,  et  Ton 
distingue  facilement  deux  limites  entre  lesquelles  cette 
somme  est  comprise.  Sa  valeur  est  plus  grande  que  2 ,  et 
plus  petite  que  2  augmenté  de  la  progression  géométrique 

i       1       1       1 

â  +  T  +  g  +  Tg  +  etc.  La  somme  de  cette  dernière  pro- 
gression étant  égale  à  Tunité  quand  on  la  suppose  prolongée 
à  rinfini ,  on  voit  que  la  valeur  de  la  série  est  comprise  entre 
2  et  3.  Le  calcul  en  est  facile,  et  en  se  bornant  à  six  déci- 
males on  trouve 


1+1+ 5  +  2^3 +  2;|;-4+ etc.  =2,718282. 

Ce  nombre  étant  d'un  grand  usage  dans  l'analyse ,  les  géo- 
mètres le  représentent  par  la  lettre  e. 

j 
Il  résulte  donc  de  ce  qui  précède  que  l'expression  (1  +  a)* 

a  pour  limite,  lorsque  a  tend  à  devenir  égale  à  zéro^  un  cer- 
tain nombre  représenté  par  e ,  dont  l'expression  est 

,=1+1+  .;  +  ^g  +  _|_  +  etc.  =2i^m25 

et  l'on  peut  remarquer  que  cette  proposition  subsiste  égale- 
ment lorsque  et  est  négative.  Car  on  peut  écrire 
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"°«<I"*n«té  infiniment  petite  qui  devient  nulle  en 
môme  temps  que  a  ;  d'où  l'on  tire 


(*■—')     •  =  (!+«)•  (l+i): 

la  limite  du  second  membre  étant  le  nombre  e,  ce  nombre  est 
Cernent  la  limite  du  premier  membre, 
n.  Cda  posé,  revenons  à  l'équation  écrite  n»  15 

(!+«)•  =  !+«. 

En  prenant  des  deux  parts,  dans  un  système  quelconque,  le 
logarithme,  il  viendra 

mlogi(l+«)  =  log.  (1+6),      d'où    !°f-;y|  =  ,n. 

lOg.  (l+a) 

Mais  en  supposant  «  et  6  infiniment  petits,  on  a  à  la  limite 


a+a)»=e,     (l+6)«  =  «, 
et  par  conséquent 

Jlog.(i+a)=logr.«,      I  log.(l+6)=log.e,     d'oùM±?|=*. 

Donc 

6 

-  =m. 


Ainsi  l'on  trouve  en  général  pour  le  coefficient  différentie 
dy 
jj  l'expression 


fîW?""*'  , 


1"  ANNÉE. 
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qui  avait  été  obtenue  dans  le  n*  14  pour  le  cas  de  l'exposant 

m  entier  et  positif^  et  d*oii  Ton  conclut 

d[x^')  =  mx^'^t  dx, 

18.  Nous  remarquerons  deux  cas  particuliers,  qui  se  pré- 
sentent fréquemment  et  que  Ton  doit  avoir  présents  à  la  mé- 

i 

moire.  V  Lorsque  m  =  ^  »  ^^  formule  précédente  donne 

-  ^        dx 

d.  \x  =:  d[x^)  =  — -  . 

2sjx 

2*  Lorsque  m  =  —  ï^  elle  donne 

d.-=d(ar')  =  ---,. 


f  Fonction  logmrimmlqne  y  =  log.  œ, 
49.  La  formule  générale  du  n*"  42  donne 

^y  ^  log»  (^+  ^)  —  log'  a?  ^  ^^^'  V  "^  t) 
Mais  d'après  ce  qu'on  a  vu  n*  46,  on  a,  lorsque  Arr  devient 

/  AjyX         AuC 

extrêmement  petit ,  log.  1 4  +  —  )  =  ~  log.«. 
Donc 

^=-log.6,        et       dy  =  _iog,e. 

20.  Le  logarithme  est  supposé  pris  dans  un  système  quel- 
conque ;  si  on  le  prend  dans  le  système  dont  la  base  est  le 
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nombre e,  log.  «  ss  i,  et  Ton  a «mpleinent 

X 

Ce  dernier  système  est  celui  des  logarithmes  appelés  ou  hy- 
perboliques, ou  népériens  y  du  nom  de  Neper^  inventeur  des 
logarithmes,  et  qui  sont  généralement  employés  dans  l'ana- 
lyse. Nous  les  désignerons  simplement  par  la  caractéristique 
/,  afin  de  les  distinguer  des  logarithmes  dans  un  système 
quelconque  qui  seront  désignés  par  la  caractéristique  log. 
Ainsi  on  aura 

d.  log.j? log- g  .        (Llx  _  1 

5S  X  dx  ^  X 

PoncUon  exponenUelle  y=z^^  m  déslgiiaDt  une  eonituite 

21.  Nous  avons  ici ,  d'après  la  formule  du  n^  i2, 

Aa?  Aa?       ~"      Ao?        * 

Soit  fait  Ax  =  a  ;  nous  pourrons  écrire 

6  étant  considéré^  aussi  bien  que  a,  comme  une  quantité  qui 
peut  approcher  indéfiniment  de  zéro.  Donc 

Al/      6^ 

A.r       a 
et  il  s'agit  de  connaître  la  limite  vers  laquelle  tend  le  rap- 
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port  -  lorsque  a  et  6  tendent  à  devenir  nulles.  Prenant  des  deux 

parts  ;  dans  un  système  quelconque,  les  logarithmes  dans 
l'équation 

on  a 

alog.«  =  log.(i+6), 
et  par  conséquent 

Or,  d'après  le  n"  47,  la  limite  de  ——g  est  log.c. 

Donc  à  la  limite 


ç  _  log.  « 

a  ~  loff.C  ' 


d'où  Ton  conclut 


''y  =  ^^.n',        et       d.ar  =  ^^?±.a^<Ur. 
dx      \og.c  log.e 

22,   Si  les  logarithmes  sont  hyperboliques  ou  népériens  , 
log.e  =  i,  et  l'on  a  simplement 

d.a'  =  la,aFdx, 
Donc  lorsque  la  constante  a=e  (  voyez  ci-dessus  n»  16) , 
d.e'  =  €^dx, 
La  fonction  e*  se  reproduit  par  différentiation  ,  le  coeifi- 


—  21  — 


FMCUODS  lrlffoiioiMtrl«oe«  y=Biii.«  et  ,r=c 

23.  En  posant 


y  =  sin.  X 


nous  aurons 


^^  8iD.(a?  +  Aj;)  —  sin,  j?  _  sin.  jAr 


Aa; 


Aj7 


sin.IAr         /        1      \ 


lorsque  ^  approche  indéfiniment  de  zéro,  le  rapport  de 
sm.  1  Aar  à  l'arc  i  Aa?  tend  vers  l'unité ,  qui  est  sa  limite  :  la 


limite  de  ^  est  donc 


dy 
^=cos.ar; 


d'où  ion  conclut  que 

iLsin,  a;  =  ces.  x.dx. 
De  même  en  posant 

y  =  COS.  X , 

on  a 


^y  _  C08.(«-f-  Ax)  —  co&o;  sin-I^Ao?   .    /        i  .    \ 
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dont  la  limite  est 


^  =  —  sin-  x;       d'où       d.cos.x  =  —  sin,x,dx. 


Ainsi  la  fonction  dérivée  de  sin.x  est  cos.ir  ;  et  réciproque- 
ment^  la  fonction  dérivée  de  cos.â;  est  sin.op^  mais  pris  avec 
le  signe — . 

D'ailleurs,  la  différentielle  de  sin.o;  étant  connue,  on  en 
déduit  immédiatement  celle  de  cos.x.  C'est  ce  qu'on  verra 
au  n°  33. 


m.    DIFFÉRENTIATION    DES    FONCTIONS    COSIPOSÉES    OU    FONCTIONS 
DE  FONCTIONS    d'uNE    SEULE   VAllIABLE. 

24.  Les  fonctions  dont  on  vient  de  s'occuper  doivent  être 
regardées  comme  les  éléments  simples  dans  lesquels  se  ré- 
solvent toutes  les  expressions  de  l'analyse  (du  moins  tant 
que  l'on  ne  considère  pas  la  partie  de  cette  science  qui  est 
du  ressort  du  calcul  intégral).  En  effet,  toute  formule  est 
composée  des  fonctions  dont  il  s'agit ,  combinées  entre  elles , 
soit  par  le  moyen  des  signes  qui  indiquent  les  opérations 
ordinaires  de  l'algèbre ,  soit  par  l'usage  des  caractéristiques 
log.,  sin.,  COS.,  que  l'on  peut  regarder  comme  indiquant 
d'autres  opérations  plus  compliquées ,  et  dont  l'exécution 
a  été  facilitée  par  la  construction  des  tables.  La  recherche  di- 
recte de  l'expression  de  la  différentielle  de  trois  fonctions  x" 
log. a?  et  sin.ar,  a  dû  nous  occuper  d'abord  :  on  peut  y 
ramener  la  détermination  des  deux  quantités  d.a',  d  .  cos.a: 
que  nous  avons  obtenues  tout  à  l'heure  par  des  procédés 
particuliers.  A  l'égard  des  autres  fonctions  plus  composées , 
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il  existe  des  règles  faciles,  par  le  moyen  desquelles  on 
réduit  la  recherche  de  leur  différentielle  à  leur  recherche  de 
la  différentielle  d'une  fonction  plus  simple  contenue  dans  la 
première.  En  appliquant  ces  règles,  on  parvient  progressive- 
ment  aux  derniers  éléments  dans  lesquels  la  fonction  pro- 
posée peut  se  résoudre  ,  et  qui  se  trouvent  toujours  (en  ex- 
ceptant certaines  expressions  dont  on  s'occupera  en  traitant 
du  calcul  intégral  )  l'une  des  fonctions  simples  qui  ont  été  le 
sujet  de  l'article  précédent.  Sachant  donc  différentier  ces 
fonctions,  on  sait  également  différentier  toutes  les  autres. 

Pour  faire  connaître  les  règles  dont  on  vient  de  parler, 
soit  en  premier  lieu 

V  désignant  une  fonction  quelconque  de  a?.  11  s'agit  d'avoir 
la  différentielle  de  la  variable  y,  qui  est  ici  ce  que  Ton 
nomme  une  fonction  de  fonction  de  la  variable  indépen- 
dante a?,-  c'est-à-dire  la  variation  infiniment  petite  que 
subit  y  lorsque  x  augmente  do  la  quantité  infiniment 
petite  dx.  En  revenant  toujours  au  principe  énoncé  n»  12,  et  ' 
désignant  par  àv  l'accroissement  de  la  fonction  v  correspon- 
dant à  l'accroissement  ao?  de  o?,  on  aura 


Ay     ,  f(v  +  ^v)—f(v) 


qui  peut  s'écrire 


Supposant    ensuite     que    Ax.  s'appr.cîid    indiifiniiiiont    dr 
zéro,   on    devra    à    la    lin-i'e    rcmjîKiccr  —,  par  ^--,    vi 
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^Jî±^?l:z/W  par  ^.  Donc 

dy 

Ainsi  le  coeflScient  différentiel  demandé  —-  s'obtient   ici 

dy 
en  prenant  d'abord  le  coeflScient  différentiel  j- ,   comme    si 

V  désignait  une  variable  indépendante,  puis  multipliant 

par  —- ,  qui  est  le  coeflficient  diflférentiel  de  la  fonction  v  pris 
dx 

par  rapport  à  la  variable  indépendante  x, 

dv  dy  dv 

A  cause  de  ^  da?  =  dt?,  l'équation  ^^  =  5^-  5^  '  ^  "^ 

vient  à  celle-ci  dy  =  -p  dt?  dont  la  forme  est  la  même  que 

si  V  était  la  variable  indépendante.  En  posant  ^  par  exemple , 
j^  =  t?"*,  et  se  rappelant  la  formule  du  n"  17,  on  en  conclut 
•   que  d  (t?*)  =  nwr''^dv ,  quelle  que  soit  la  fonction  v. 
25.  Si  Ton  avait 

y=m. 

p  étant  fonction  de  t?  et  t?  fonction  de  x,  on  aurait  d'abord , 

dy       dy  dp 
d'après  la  règle  précédente,  ^  =  7"  "F  •     Mais    d'après 

,    dp       dp  dv     , 
cette  même  règle  ^  =  ^  ^  :  donc 

dy_dydpd^     et    dy  =  ^^^dx 
dx      dp  dv  dx'  ^      dp  dv  dx      ' 

Et  ainsi  de  suite. 
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26.  Soit  en  second  lieu 

ueiv  désignant  deux  variables  qui  sont  elles-mêmes  des 
fonctions  de  la  variable  indépendante  x  :  il  s'agit  toujours 

de  trouver    le   coefficient    différentiel  g.  Remarquons  que 

la  différence  Ay  ou  f{u  +  Au,  v  +  ^v)-f  (u,v)  de  la  fonc- 
tion proposée  est  identiquement  égale  à 

f(u  +  Att,v)  —  f(u^v)  +  f(u  +  Att,v  +  ^v)  —  f(u  +  Am,v). 
Donc 

Ay  ^  f(u-\-^u^v)  —  f(u,v)       f(u  +  ÛLU,v  -4-  Ai;) ^ /-(if  -^  Az/^i;) 

Quant  à  la  limite  vers  laquelle  tend  cette  expression  lors- 
que Ajî  tend  à  devenir  égale  à  zéro,  celle  du  premier 
terme  est  évidemment ,  d'après  ce  qu'on  a  vu  ci-dessus 

dy  du 

^  5-.  La  limite  du  second  terme,  si  Au  était  constante, 

.,  d./(u -4- Aw.t?)  dv  .  ,    . 

serait  — i-i — ^ i— ^  .3—  .•  mais  comme  Au  devient  nulle  en 

av  ax 

même  temps  que  Aa:,  cette  dernière  quantité  ne  diffère  point 

de  ^J}^  ^,  ou  %  ^.  D'après  cela 
éo       dx^        dv  dx 

dx      du  dx       dv  dx^  ^       \du  dx^  dv  dx) 

On  voit  donc  que  le  coefficient  différentiel  demandé  s'obtient 
en  prenant  successivement  les  coefficients  différentiels  par 


—  26  — 

rapport  aux  deux  fonctions  u  et  v  ,  c'est-à-dire  en  regardant 
successivement  u  seule  comme  variable^  et  v  seule  comme 
variable^  et  ajoutant  les  résultats. 
27.  Si  Ton  avait 

y  =  f{t,  u,  v\ 

les  trois  variables  I,  u,  v  étant  des  fonctions  de  la  variable  in- 
dépendante X,  une  méthode  semblable  (*)  conduirait  à 
l'expression 


dx~~dii  dx      du  dx      dv  dx* 


d'où 


,         /dy  dt      dy  du      dy  dv\    . 

^y-yiii^duTv^dSdi)'^'^ 

et  ainsi  de  suite  s'il  y  avait  un  plus  grand  nombre  de  fonc- 
tions dépendantes  de  la  variable  x. 

Usage  des  règles  précédentes. 

28.  Les  seules  règles  qui  viennent  d'être  exposées ,  réunies 
aux  résultats  présentés  dans  l'article  II ,  suilisent  pour  trouver 
la  différentielle  d'une  expression  analytique  quelconque. 
Nous  ajouterons  ici  quelques  remarques  propres  à  faciliter  ce 
genre  d'opérations. 

Lorsque  la  fonction  est  composée  d'une  autre  fonction 
combinée  avec  une  constante  par  addition,  soustraction  ou 

(•)  Il  faudrait  observer  alors  que  la  dilicrciice  ^y  est  identiquement 
égale  à/'(H-A«,u,«)-f(t,u,r)  +  /'(r  +  A«,tt  +  Aw,i')-/-(e4.Af,w,r)-f 
f{t  -f  Ar,u  +  Au,r  +  Ar)  -  fit  +  A^tt  +  Au,r). 
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nuKipJjcaiiOD,  la  notion  seule  de  la  difiérentielle  suffit  pour 

idi'quer  le  résultat  Ainsi 

y  =  «  -f  »       donne        dy  =  dv 
y  =  a  —  v  dy  =  —  dv 

y  =  ao  dy  =  adv. 

I  a  déjà  vu  (n»  24)  que 

d{v^)  =  rmf^^.dv  ^ 

t  une  constante  quelconque. 

iOrsque  la  fonction  est  composée  de  plusieurs  fonctions 

entre  elles ,  multipliées  ou  divisées  les  unes  par  les 

6  résultat  se  déduit  de  la  règle  des  n'^^'  26  et  27.  Dési- 

jjours  par  t^  u,  v  des  fonctions  de  la  variable  indé- 

i  +  V      donne      dy  =  du  -{-  dv 

w  dy  =  vdu  -f  udv 

w  dy  =  uvdt  H-  tvdu  -t  tudv 

du      udv  _  vdu  —  udv 


expression    s'obtient  en  observant  que   d. 
dv 


I 


\t   que    la    différentielle  dy  soit   exprimée  au 

différentielle    dx  de   la   variable   indépen- 

dt   ^      du    , 
placera,   dl^   du  et  dv  par  -j-  aa:,  ~  dx,  et 
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30.  Nous  considérerons  maintenant  les  combinaisons  les 
plus  simples  auxquelles  donne  lieu  Tusage  des  fonctions 
logarithmiques^  exponentielles  et  trigonométriques ^  que 
les  géomètres  appellent  communément  fonctions  transcen- 
dantes. 

La  marche  à  suivre  pour  obtenir  la  différentielle  consiste 
toujours  à  mettre  la  fonction  proposée  sous  des  formes  sem- 
blables à  celles  des  fonctions  générales  qui  ont  été  considérées 
dans  les  n"  24  et  suivants,  c'est-à-dire  à  distinguer  les  quan- 
tités que  Ton  regardera  comme  fonctions  les  unes  des 
autres  y  jusqu'à  ce  qu'on  pai-vienne  aux  fonctions  les  plus 
simples.  Soit 

Cette  formule  revient  à 

y  =  /u  ,      et  Ton  a      v  =  lx. 

Donc ,  d'après  les  n°«  20  et  24, 

dy  _i        ^  _  i 
dx  "  V*       dr  "  a;' 


d*où 

:m.  Soit 
qui  revient  à 


dy  __    1  f     ^   _^   dx 

dx  "~  x.lx  ^  ~~  xJx' 


y  =  a*' , 


y  =  a* ,    en  posant    tj  =  6*. 

D'après  les  n"**  23  et  24 ,  on  aura  donc 
dy      I  dv      ,.  . 
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et  dy  =  ia.lb.af>'.ff.dx. 


IX  fonctions  de  la  variable  indépen- 
la  règle  du  no  26 ,  c'est-à-dire  différen- 
>ar  rapport  à  u  seule  et  par  rapport  à  v 

^^      *  5Ï  ~  '"•  •*'•  ^^^9  en  ajoutant 


=  uy 


(^  du  +  lu.dvY 


a?  +  i  ^),  7t  désignant  la  demi-circon- 
le  rayon  est  4  :  en  posant  t?  =  ar  -f  |  tt, 

dy  dv      , 


=  —  siD.o;,    et    dy  =  —  sin.xdx. 

Tz  est  égal  à  cos.  x.  Nous  retombons 
jà  démontrée 

jos.a?  =  —  sîn.a;ilr. 

ur 

_  sin.  g?  .   _    €lx 

~~  cos.â;*  cos,*j? 

C0S.2;  .  dx 

=   — ; ay  = : — r- 

sin.a:  '^  sin.*j? 
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1  .         Btii,X.dX 

1  cos..T.rf.r 

y  =coséc.a:=  ^^         dy  =  ^  -^^- 

34.  En  supposant 

^        rf.  sin.  a;       cos.  x  .^         dx 
y  =  Um.x,  ontidy  =  -^^~^  =  iïrT^  ^^  =  î^^^x 

d.cos.x  sin.j?  ._  dœ 

2/  =  /cos.x,  ày=^-^^^^=-^^^dx^--^^^> 

35.  Les  géomètres  appellent  fonction  inverse  de  la  fonc- 
tion f(v)  la  fonction  de  u ,  que  Ton  obtient  en  résolvant  par 
rapport  à  »réquationu=/'(r).  Ainsi  la  fonction  arc.  sin. a:  est 
inverse  de  la  fonction  sin.  a*.  On  obtient  facilement  la  diffé- 
rentielle de  la  fonction  inverse  quand  on  connaît  celle  de  la 
fonction.  En  effet,  supposons 

î/=arc.  sin.iT, 

et  proposons-nous  de  trouver  la  différentielle  dy.  On  a  donc 

a:  =  sin.  2/; 

et  prenant  les  coefficients  différentiels  de  part  et  d'autre  (*), 

(•)  Quand  deux  fonctions  f(x),  F  (a?),  sont  égales  entre  eUes,  soit 
pour  toutes  les  valeurs  de  x ,  soit  dans  une  certaine  étendue  des  valeurs 
de  cette  variable,  leurs  dérivées  (et  par  suite  leurs  différentielles)  sont 
aussi  égales  entre  elles  dans  cette  même  étendue,  puisque  des  deux 
équations 

f(«)  =  F(»),  r(«  +  A«)  =  F(a;+A«), 

on  tire 

/■(g  4-  Ag)  —  f{x)  _  F  (g + Ax)  —  F  (%) 
àx  "'  Lx 

d'où  résulte,  en  passant  à  la  limite  ,/*(«)  =  F' W  »  G.  Q.  F.  D.  On  aurait 
encore  /'(it)  =  F'(»),  si  la  différence  f{x)—  F(x),  au  lieu  d'être  nulle, 
était  exprimée  par  une  constante  G. 
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e  second  nombre  y  comme  une  fonction 
la  règle  du  n*  24 

1  =  COS.  y .  -^. 
dx 


p      COS.  y       ^1  __  jA 

même  manière  sur  les  autres  fonctions 
1  trouve 

dx        .  ,  dx 

dx  dx 

arc.  cot.  x= — -- — t,  cL  arc.  coséc.  x=- 


es  fonctions  inverses  pourrait  servir  aussi 
*che  de  la  différentielle  de  a'  à  celle  de 
'équation  y  =  o*  on  conclut  log.  y  = 
renant  la  différentielle  des  deux  membres 

og.a.cb?,    ou    dy  ==  y^  •  û^rfa?. 

ivoîr  présentes  à  la  mémoire  les  expres- 
3S  très-simples  que  nous  réunissons  dans 


dx 
=  coSmX.dx  «•  arc*  sln.  x  = 


:^ — sin.x.dx       rf.arc.cos.j?=- 


dx 


v/1— a;* 


dûp  j        j.  dx 

:         ,  rf.arctaDg.a:  =  j— -^ 
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d.\Jx  =  — p.         rf .cot  x  = r-ï-  d.arc.cot.x?=— ^ 

. ,  ,       dx      ,     ,  sîn.x.dx  ,  .  dx 

a.log.a?=log.e —    d .  séc.  x  = ^~  rf.arcsécj;  =  — — — ^-. 

X  cos.*a:  ^Jx'^ 1 

d.c^  =  Icuc^dx       d,coséc.x  = J-i —     rf.arc.  coséca:  = :_ . 

séc.*a;  ^yx^—i 

Quant  aux  différentielles  des  fonctions  plus  composées ,  on 
doit  les  former  d'après  ce  qui  a  été  dit  n^  30. 
37.  Soit  par  exemple 

y  =  (or»  +  6)"  : 

on  décomposera  cette  fonction  comme  il  suit  : 

y  =  u%        u  =  ca)  +  bf        v  =  a:"». 

Appliquant  les  règles  précédentes ,  il  viendra 

dy  =  nM**~*dtt ,        du  =  adv ,        dv  —  mx^-^dx  ; 

et  en  substituant 

du  =  a.mx'^'^dx 

dy  —  Tiiaod^  +  b)'''Kamx^^^dx. 

Mais  l'usage  du  calcul  montrera  bientôt  qu'il  est  superflu 
de  poser  ces  équations  ^  et  que  Ton  peut  opérer  immédia- 
tement sur  les  quantités  contenues  dans  la  fonction  proposée. 
Ainsi  Ton  diffêrentiera  d^abord  par  rapport  à  ax»  +  &  ?  ce  qui 
donnera 

dy  =  niaaf'  +  6)*"^  d(aa^  +  à). 

Puis  pour  former  la  difiTérentielle  d  (oa?"*  +  6))  on  diffêren- 
tiera par  rapport  à  a:*»,  ce  qui  donnera 

diax"^  +  6)=  cudix"^). 
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ssive  de  ces  valeurs  conduit  à  celle 


8in.  ^ 


règles  énoncées ,  on  doit  donc  écrire 


eu;  r  m 


3nction  proposée  dans  les  fonctions 
ntenues^  fonctions  dont  on  connaît 
èrentîelles.  On  aurait  ainsi 


—  ax.du     .        dv       .  .«  ^ 


a\xdx 


adx 


uations  précédentes  ^  on  peut  opérer 
fonctions  contenues  dans  la  fonction 

•entiant   par    rapport   à    .  -^ 

a 


-  :u  — 
ont 

Ck)nsidérant  ensuite  ■  comme  une  fraction  de  la 

forme-,  on  a 

V 


On  remarque  ensuite  que 


et  enfin  que 

d  (1  —  a'j;')  =  —  a\  'îxdx. 

bonc  en  substituant  chaque  expression  dans  Texpression  pré- 
cédente ,  il  vient 

à*x(Lr 

(ax      \  __       tfrfx 

dv  =a  COS.  ■- .       — —-■  • "s- 

Soit  encore 

e  désignant,  comme  on  l'a  indiqué  n"  16,  la  base  des  loga- 
rithmes népériens .  et  u,  f  deux  fonctions  de  la  variable  in- 
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întiant  en  premier  lieu  par  rapport  à 
1  a 


nv- 


»*-+-»• 


.rf(a««.tang.^.). 


,  _, — 5  étant  différentié  par  rapport 

*  et  tang.  -r— ; — -,  il  vient 

*"    u*  +  r* 


et     dtang.jjr:p-j^= ;?i~; 


eoi. 


(w«  +  v«)« 


■  t 


ésultat  dans  l'expression  précédente,  il 
n«      _  luv{wiu—udv) 


j 
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dy  =  e  «•+•'  .2a  /  tang.  jjrn?f •  "^^  + '- ^y-  \  . 


Afin  que  la  différentielle  demandée  dy  soit  exprimée  au 

moyen  de  la  différentielle  dx  de  la  variable  indépendante , 

du 
on  mettra  ensuite  à  la  place  de  du  sa  valeur  3—  dx^  et  à  la 

dx 

place  de  dv  sa  valeur  —  dœ. 

CLX 

Les  exemples  précédents  suffisent  pour  faire  connaître  la 
marche  de  l'opération  dont  il  s'agit ,  opération  qu'un  fréquent 
usage  rend  très-facile. 


rV.    DIFFéaSimATlON   DES   FONCTIONS   DB   PLUSIEURS 
VARIABLES   INDEPENDANTES. 

38.  Nous  concevons ,  en  revenant  aux  notions  présentées 
dans  le  no  2*  qu'il  existe  une  seule  équation  entre  plusieurs 
variables.  Toutes  les  valeurs  de  ces  variables  sont  alors  arbi- 
traires, à  Texception  d'une  seule.  La  variable  dont  on  suppose 
la  valeur  déterminée  par  l'équation ,  après  que  Ton  s'est 
donné  arbitrairement  les  valeurs  de  toutes  les  autres^  est 
fonction  de  ces  dernières,  qui  sont  les  variables  indépen- 
dantes. Cette  relation  s'exprime  en  écrivant 

z  —  f{u,v,x,y,...). 
Il,  Vy  Xyy,...  désignant  les  variables  indépendantes ,  et  jc  la 
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>n  des  autres.  On  doit  donc  imaginer 


riables    u 


^^  ^»  Vy-"  sont  attribuées 


prises  entre  —  oo  et  +  oo ,  et  se  repré- 
Bs  valeurs  correspondantes  que  prendra 

ables  indépendantes  sont  au  nombre  de 
Je  l'on  a 

^  =  f(^f  y). 

ncore  le  moyen  de  se  représenter  d'une 
iccession  des  valeurs  de  la  fonction  x. 
»ace  trois  axes  qui  se  croisent  à  angles 
fig.  2.  On  regardera  les  variables  indé- 
me  deux  abscisses  dont  les  valeurs  ar- 
en  op  et  oq  sur  les  premiers  axes ,  et  z 

dont  la  valeur  déterminée  par  la  rela- 
ortée  en  or  sur  le  troisième  axe.  Les 
ïes  k  X  et  y  déterminent  un  point  m 

xyy  et  en  élevant  au  point  m  une  per- 
les xy,  dont  la  longueur  tnM  soit  égale 
oint  M  sera  telle  qu'il  aurait  respective- 
>  sur  chacun  des  axes  les  points  ;>,  q^  r, 
nune  intersection  de  trois  plans ,  dont  le 
>ar  le  point  p  parallèlement  au  plan  des 
»oint  q  parallèlement  au  plan  des  xz ,  le 
,  r  parallèlement  au  plan  des  xy.  En  at- 
\  les  valeurs  possibles  depuis — «jusqu'à 
ndra  toutes  les  positions  possibles  dans 

xy.  Les  valeurs  de  z  détermineront  les 
mtes  du  point  M,  et  l'ensemble  de  ces 

surfoce  dont  la  figure  fera  juger  de  la 


—  38  — 

uiitura  de  la  fonotton  t=^f{Xyy)y  et  de  la  luarghe  progres- 
sive de  ses  valeurs. 

Lorsque  le  nombre  des  variables  indépendantes  surpasse  3, 
il  n'est  plus  possible  de  trouver  ainsi  dans  la  géométrie  une 
image  sensible  de  la  nature  et  des  propriétés  de  la  fonction. 
Diverses  recherches  de  physique  donnent  lieu  à  considérer 
trois  et  même  quatre  variables  indépendantes  )  mais ,  lorsque 
le  nombre  de  ces  variables  est  plus  considérable,  les  ques- 
tions n'appartiennent  plus  qu'à  l'analyse ,  dont  rien  ne  res- 
treint la  généralité ,  et  qui  embrasse  toutes  les  combinaisons 
auxquelles  peut  donner  lieu  la  considération  des  gran- 
deurs. 

40.  La  diffârentiation  des  fonctions  de  plusieurs  variables 
indépendantes  dépend  des  mêmes  notions  qui  ont  été  pré- 
sentées dans  les  articles  précédents.  Chaque  variable  indépen- 
dante tt,  Vj  x,y^,.,  est  supposée  croître  progressivement  par 
différences  infiniment  petites  duy  dv,  dx,  (fy,...  dont  chacune 
conserve  une  valeur  constante,  mais  qui  n'ont  entre  elles 
aucuns  rapports  déterminés.  La  variable  z  varie  en  consé- 
quence de  la  quantité  infiniment  petite  dz,  dont  la  valeur 
s'obtient  toujours  par  la  considération  de  la  limite  du  rapport 
des  accroissements  de  la  fonction  et  de  chaque  variable  indé- 
pendante. Soit  la  fonction 

^  =  f{xty)' 

En  supposant  que  a?  et  y  croissent  respectivement  des  quan- 
tités quelconques  âj?  et  ày,  la  variation  correspondante  Az  de 
la  fonction  pourra  se  décomposer  en  deux  parties ,  lune  pro- 
venant de  la  variation  de  x  seule,  Fautre  de  la  variation  de  y  ; 
en  effet  on  peut  écrire 


rapport- 


—  W  — 
ne, 

^  5^ ^' 

que  les  différences  àx  et  ày  s'appio- 
zéro,  le  rapport^^î±.^^JI^M) 
armement  à  ce  qu'on  a  vu  dans  Tar- 

,  /T^  +  ^*y + ^y)-f{oB+^fy) 
ày 
rès  le  mémo  raisonnement  qui  a  été 

,    '  ■  ■ .  L'expression  de  la  différentielle 


dy  dy 

isi  : 

àz,   ,     .    Az  . 

3posée  contenait  trois  ou  un  plus  grand 
on  lui  appliquerait  les  mêmes  considé- 
posant 

z  ^  Av,  ^.  y)f 


d.r(v,x,y)        ,  d.f{v,x,y) 
anière  plus  simple 
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Et  ainsi  de  suite  s'il  y  avait  un  plus  grand  nombre  de  va- 
riables. 

Remarquons  que,  dans  cette  formule ,  le  terme  j-  dv  re- 
présente la  différentielle  de  la  fonction  proposée  que  Ton 
trouverait  en  regardant  v  comme  seule  variable;  c'est  ce  que 
Ton  nomme  la  différentielle  partielle  de  la  fonction  z  prise 

dx  dx 

par  rapport  à  v.  De  même  les  termes  -j-  cb-  et  —  dy  repré- 
sentent les  différentielles  partielles  de  la  fonction  x  prises 
respectivement  par  rapport  kxeiky.lA  somme  de  ces  diffé- 
rentielles partielles  forme  la  différentielle  totale  dx.  Les  frac- 
tions -T  j-j-  ^T  ^°*  ^^^  ^®*  signes  analytiques  qui  repré- 
sentent respectivement  les  coefficients  différentiels  de  la 
fonction  x  pris  en  regardant  v  seule  comme  variable ,  :r  seule 
comme  variable,  y  seule  comme  variable.  Le  dx  qui  est  au 
numérateur  représente  la  différentielle  partielle  de  x  prise  par 
rapport  à  v,  à  j;  ou  à  y,  et  ne  doit  pas  être  confondu  avec 
le  dx  qui  est  dans  le  premier  membre  de  l'équation  y  et  qui  re- 
présente la  différentielle  totale  de  la  fonction  x. 

Remarquons  que,  d'après  l'indépendance  des  valeurs  des 
variables  v,  x,  y,  rien  n'oblige  à  supposer  qu'elles  varient 
toutes  à  la  fois.  Ainsi  celui  qui  demande  la  différentielle  de 
la  fonction  x  =  f(v,  x,  y,)  indiquera  si  cette  différentielle 
doit  être  totale,  auquel  cas  elle  est  exprimée  généralement 
par  la  formule  précédente^  ou  bien  si  elle  doit  être  prise  par 
rapport  à  une ,  ou  à  quelques-unes  seulement  des  variables. 
On  supprimerait  alors,  dans  la  formule  dont  il  s'agit,  les 
termes  relatifs  aux  variables  qui  seraient  censées  ne  point 
subir  d'accroissements. 

43.  La  différentiation  des  fonctions  de  plusieurs  variables 


—  ^1  — 

lenée  ,  d'après  ce  qui  précède^  à 
ir  rapport  à  une  des  variables  seule, 
2ulté  y    dans  chaque  cas  particulier, 

l'article  précédent. 
on    proposée  ne  contient  que  deux 
,   comme 

a  différentielle  totale 

dix  "^^  dy  ^ 

la  géométrie  ,  conformément  à  ce 
m  (fig.  3)  le  point  du  plan  des  rry, 
>P,  oq  représentent  x  et  y,  et  M  le 
jeté  en  m,  dont  l'ordonnée  or  repré- 
onction  z.  Les  accroissements  ^x  et 
par  m^i.'  et  miJ^"-  Soit  m'n  la  projec- 
de  la  courbe  d'intersection  de  la  sur- 
P^ï"  le  point  M  parallèlement  au  plan 
^V  la  projection  sur  le  plan  des  yz 
^^i^n  de  la  surface  P^r  un  plan  mené 
^^^^ent  au  plan  des  »^.  "  est  visible 
^^^«aiionquesu*>i'-^^^*^''^^^^^^^ 

'^^MeJou^l-^^^*r  Tk" 
suKî   .  Xme  ordonnée  si  Tab- 

^e>'^^,'"^rvariation  totale  de 

ibft  y  ou  mfA  -  ^         ,     raccroissement 

e  . '«868,  est  repris  ^^^face  qui  se  pro- 

^  •  Point  M  de   1»  ^^^  surfa^  qui 

'iu  point  débatte»» 
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se  projette  en  n.  Lorsque  les  accroissements  sont  supposés 
infiniment  petits,  nV  exprime  la  partie  —  dx  delà  diffëren- 

tielle  totale ,  et  le  coefficient  diftérentiel  —  pris  par  rapport 

dûC 

à  X  est  représenté  par  la  tangente  trigonométrique  de  l'angle 

dz 
n'mY,  De  même  nV  représente  la  partie  —  dy  de  la  diffé- 

dz 
rentielle  totale,  et  le  coefficient  différentiel  —  pris  par  rap- 
port à  y  est  représenté  par  la  tangente  trigonométrique  de 
l'angle  n"m'Y'.  On  voit  que,  dans  le  cas  des  accroissements 
infiniment  petits,  la  variation  de  l'ordonnée  z ,  lorsqu'on 
passe  du  point  de  la  surface  projeté  en  m  au  point  projeté 
en  n ,  est  toujours  la  somme  des  variations  qui  out  lieu  res- 
pectivement quand  on  passe  du  point  projeté  en  m  aux  deux 
points  projetés  en  (ji'  et  ^".  On  reviendra  dans  la  suite  sur  ces 
considérations ,  auxquelles  il  sera  donné  un  plus  grand  dé- 
veloppement. 


V.    DIFFÉRENT! ATION    DES  FONCTIONS   IMPLICITES. 

44.  Une  fonction  est  appelée  explicite  lorsque  son  expres- 
sion analytique  est  donnée  au  moyen  des  quantités  constantes 
et  variables  dont  dépend  sa  valeur.  Ainsi  l'on  dit  que  la  fonc- 
tion s  des  deux  variables  x,  y  est  explicite ,  ou  que  cette 
fonction  est  donnée  explicifement ,  si  Ton  a  l'équation 

2  =  f{x,y}, 
Mais  si  la  fonction  z  est  engagée  avec  les  variables  x,  y  dans 
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rapport  à  z^  cette  fonction  est 
l'on  dit  que  sa  valeur  est  donnée 
ar  oette  expression  que  la  valeur 
léterminée  quand  on  a  fixé  celle 
»oÎTit  représentéQ  par  une  expres- 
es  variables.  On  peut  diffërentier 
r>i  facilement  que  le&  autres,  c'est- 
de  la  différentielle  de  la  fonction 
EiTis  laquelle  elle  est  engagée. 
li  ont  été  présentées  dans  le  n^  2. 
.on  détermine  toujours  le  nombre 
lie  les  relations  qui  existent  entre 
5  par  des  équations.  Le  nombre  des 
nnbre  des  équations  étant  n,m — n 
jantes;  les  n  autres  variables  sont 
^n  a  distingué  celles  des  variables 
;  indépendantes ,  et  celles  qui  en 
e  distinction  subsiste  dans  tout  le 
lucun  changement, 
d'abord  le  cas  simple  d'une  seule 
il  de  la  fonction  y  y  entre  lesquelles 

subsister,  quelle  que  soit  la  valeur 
deiiinnent 

•  Ay  te  variation  de  la  fonction  y , 
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correspondant  à  l'accroissemeut  ^x  attribué  à  x.  On  aura 
donc  aussi 

f{x  -h  ^,y  -h  ^y)—f{x,  y)_^ 

équation  qui  subsistera ,  quelle  que  soit  Ax ,  et ,  par  coDsé- 
quent ,  qui  aura  lieu  pour  la  limite  vers  laquelle  tend  le  pre- 
mier membre  9  lorsque  ^x  tend  à  devenir  égale  à  zéro.  Or, 
cette  limite  n'est  autre  chose  que  le  coefficient  différentiel 

''\  ^^'  du  premier  membre  de  l'équation  proposée^  dont 
dx 

l'expression  est  ici ,  d'après  le  n**  36  et  en  remarquant  que  y  est 
fonction  de  la  variable  indépendante  x,  ^'^'^^+^'^^'^^-$- 
On  a  donc  l'équation 

d^fjx.y)      d.f{x,y)  dy^^ 
dx  dy       dx        • 

que  Ton  écrit  souvent  pour  abréger 

df_,dl^   dy_ 
di^  dy  cù-""' 

en  indiquant  seulement  par  la  lettre  f  la  fonction  proposée 
f[x,y)f  et  dont  on  déduit 

df 

dy  __      dx 

dy 

pour  l'expression  du  coefficient  différentiel  ou  de  la  fonction 
dérivée  de  y. 
Nous  remarquerons  d'ailleurs  que  ce  coefficient   diffé- 
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é   au   moyen  des  deux  variables 

'est  autre    chose  que  la  différen- 

on  a  supprimé  le  facteur  constant 
îgale  à  zéro  ,  et  il  est  évident,  en 
=  0  devant  subsister  pour  une  va- 
Pressioa  d'une  variation  finie  ou 
*a  fonction  fi^,y^>  P""  l'^^'^*  <1'"° 
"™em  petit  attribué  à  or,  doit  être 
•n  ^~_Q  f  dési£rnant  une  fonction 
"ables,  entraîne  toujours  l'équa- 
i^f  <*/Ia  différientieMe  de  la  fonc- 
*"  partielle. 

''^«t  le  cas  général  où  l'on  aurait 
"Sieurs  variables  inaépendantes- 
^''^t  équations 

enldesvariable*  indépendantes, 
utîs  van»*'    ...^«licitement  par 

e -.,  données  ..^Pj.Jp 
'"elles  des  deux  *<>»  ^^  ,^^^„ 
»  qui  vient  d'être  ^»^  '^^^^  ,^  ^_ 

'  a«s  règles  e*P**  ^„t  fonctions  de 
•pelant  que  y  et  ^  «*'• 

W  +  rfy^       ^  ^>=o. 
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Dans  chacune  de  ces  équations  »  Ton  peut  supposer  sépa- 
rément du  =  0,  o\xdx=0.  Elles  équivalent  donc  à  quatre 
équations  distinctes  qui  déterminent  les  valeurs  des  quatre 

dy  du   dz  dz 
coefficients  différentiels  partiels  -r^,  -7^,  -j-,  -r-.    Ces    coeni- 
'  dv  dx  dv  dx 

cients  différentiels  se  trouvent  exprimés  au  moyen  des  quatre 
variables  i?,  a?,  y,  z. 

Les  valeurs  des  coefficients  difï'érentiels  partiels  des  fonc- 
tions y  ei  z  étant  ainsi  obtenues ,  on  formera  les  différen- 
tielles totales  de  ces  fonctions,  en  substituant  les  valeurs  dont 
il  s'agit  dans  les  expressions  générales 

Ces  considérations  s* étendront  facilement  au  cas  où  il  y 
aurait  un  plus  grand  nombre  de  variables  et  d'équations. 


VL    DIFPéRERTIELLES   DKS   DIVERS  ORtRBS  POUR   LKS    FONCTIONS 
DUNE    SEULE   VARIABLE. 

46.  Nous  considérons  en  premier  lieu  une  seule  variable 
indépendante  x  et  la  fonction  y  dépendante  de  cette  variable, 
en  écrivant  toujours 

y  =  f(^)\ 

et  pour  rendre  les  notions  plus  sensibles  nous  supposons  que 
l'on  ait  sous  les  yeux  la  représentation  géométrique  de  la  fonc- 
tion ,  conformément  à  ce  qui  a  été  dit  n»  5.  L'abscisse  OP  , 
fig.  4,  représente  x ,  et  l'ordonnée  PM  représente  y. 
Gela  pofié,  admettoDi  que  x  croisse  de  la  quantité  quel- 


'^^  ï^prosentée  par  PM',  et  MQ 

^         ^    Aar,  qui  sera  représentée  par 

-^Jl^     "^    <*e  y,  que  nous  désigne- 

^-eràtee  par  P"\f"    ^»  wri- 

K*"   t  iH  ,  et  Al  Q  .rcprescn- 


-y- 


^y^ 


y*~y,. 


,^      prolonge  la  sécante  MM'  jusqu'en 

*  y-  Comme  on  a  représenté  par 

lit  •■   ^''^  *^®y  ^I"'  répondent  à  a?  et 

.   '^présenter  par  AAy  ou  par  A'y  la 

^^ qui  répon<lent  à  x  et*  +  ax. 

Pius  nette  dos  quantités  que  nous 
*"**  fe  tab/eau  suivant  : 
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Nous  ajouterons  que  les  géomètres  nomment  ày  la  diffé- 
rence première  ou  la  différence  du  premier  ordre  de  la  fonc- 
tion y  ;  et  A^y  la  différence  seconde  ou  la  différence  du  second 
ordre  de  cette  même  fonction. 

47.  Admettons  maintenant  que  la  différence  àx  de  la  va- 
riable indépendante  diminue  progressivement,  et  tende  à  de- 
venir égale  à  zéro.  Les  deux  points  M',  M"  tendront  à  se  con- 
fondre avec  le  point  M  5  les  deux  valeurs  y^  et  y,  à  devenir 
égales  ày;  et  les  trois  différences  Ay,  Ly^,  et  A*y  à  devenir 
en  même  temps  égales  à  zéro.  Mais  il  est  bien  important  de 
remarquer  que  la  différence  seconde  A't/ diminuera  beaucoup 
plus  rapidement  que  les  différences  premières  Ay  et  Ay,  ;  en 
sorte  que  Arc ,  Ay  et  Ay^  étant  devenues  très-petites  par  rap- 
port à  Tunité ,  A*y  sera  devenue  très-petite  par  rapport  à  Ax, 
Ay  ou  Ay,. 

Pour  s'en  convaincre»  il  suffit  de  remarquer  que  l'expres- 
sion de  A*y  peut  s'écrire  ainsi 


'■'=(£■-£:)'- 


Or,  en  supposant  que  Aa;  décroisse  et  tende  à  devenir  nulle , 

Ay      Atf 
les  quantités  —  et  —s'approcheront  toutes  deux  de  la  même 

dy 
limite,  qui  est  -r^.  Donc,  la  valeur  de  A*y,  formée  de  deux 

facteurs  qui  ont  pour  limite  commune  0 ,  diminuera  beaucoup 
plus  rapidement  que  l'un  de  ces  facteurs ,  et  quand  tous  deux 
seront  très-petits ,  sera  elle-même  très-petite  par  rapport  à 
l'un  ou  à  l'autre. 
48.  La  même  expression  de  A*y  peut  aussi  s'écrire 

^yj  _  ^y 

..         Ai        ir..    ,, 
A«y= ^- (Aj;)«. 


4«  -> 

îeu  *  d'*''**'^*  ^^  '^  ®*  '^«^'«nt  plus 

*iffére  **"°^'  *®*1"®  °<*"8  exprimons 

nce  par  dx,  diacune  des  quantités 

«  I«  eoeiBcient  difiKrentiel  g;  etlerap- 

linoite  le  coefficient  différentiel  de  la 

"^ 

ire   -    **^     A-    . 

^jjjp   •   Ainsi,  en  représentant  par 

y  lorsque  àx  devient  <te ,  on  a 

^ïî  ^f^f^^  *^  ^r<>i»rf  or Jré?  de  la  fonction 
'^  «'ai/ieurs  que  l'on  est  dans  Tusage 
>int  à"  ^'  '^''^  exprimer  le  carré  de  ao; 
^éveJ^^'^^^  que  l'expression  <te«  soit 
*)   nn  '^^^®  de  Ja  fonction  x\  qui  serait 

^^  K,  .         eïi    écrivant  ^. 
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c'est-à-dire  qu'elle  est  égale  au  produit  du  carré  de  dx  par  le 
coefficient  différentiel  du  second  ordre  de  la  fonction  propo- 
sée ;  ou  par  la  fonction  que  Ton  trouverait  en  prenant ,  con- 
formément aux  règles  de  l'article  III,  le  coefficient  différen- 
tiel de  y,  puis  le  coefficient  différentiel  de  celui*ci. 

Lorsqu'on  exprime  d'après  Lagrange  le  coefficient  diffé- 
rentiel ou  la  fonction  dérivée  du  premier  ordre  par  y'  ou  par 
f'{x) ,  on  exprime  de  même  le  coefficient  différentiel  ou  la 
fonction  dérivée  du  second  ordre  par  y"  ou  par  f'{x). 

49.  Il  est  évident,  d'après  ce  qui  précède,  que  Ton  obtien- 
dra la  différentielle  du  second  ordre  de  la  fonction  proposée 
en  diiférentiant  deux  fois  de  suite  cette  fonction,  la  difiéren- 
tielle  dx  étant  regardée  dans  la  seconde  différentiation  comme 
un  facteur  constant. 

50.  Nous  pouvons  supposer  le  tableau  du  n°  46  continué 
en  considérant  quatre  valeurs  consécutives  de  x  séparées  par 
l'intervalle  constant  Hx,  ce  qui  donnera 


VALEURS 

de  X 

VALEURS 

dan  tes 
dey. 

DIFFÉRENCES 

premières. 

DIFFIÎRENCES 

secondes. 

DIFFIÎRENCES 

troisièmes. 

X 

y 

jj-fAjj 

Vi 

^2/ =2/1— 2/ 

.r+2iVr 

y% 

%=yi— 2/i 

^hj  =:\y^^^ij 

x+ZXx 

Vz 

^yt^Ui—Vt 

^*2/i='^2/t-^2/i 

lhJ=^%^ù^y 

On  remarquera  également  que  quand  Ar  tend  à  devenir 
nulle,  les  valeurs  de  y,,  y^,  y^  tendent  à  devenir  égales  à  y, 
et  que  les  diflférences  premières,  secondes  et  troisièmes  ten- 
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enir  nulles.  Mais  de  même  que  A*y 
s  rapidement  que  Ay,  il  est  facile  de 
eaucoup  plus  rapidement  que  A'y.  En 
^y  peut  s'écrire 


id  à  devenir  égal  à  zéro  les  deux  termes 
'approchent  tous  deux  d'une  môme  li- 

ic  la  valeur  de  A'y  est  formée  de  trois 

limite  commune  0^  et  par  conséquent 
is  rapidement  que  A'y,  qui  est  seule^ 
X  facteurs  ayant  0  pour  limite.  Ainsi , 
•etite  par  rapport  à  l'unité,  à}y  sera 
rt  à  Ay,  et  A'y  très-petite  par  rapport 

lleurs  A^y  sous  la  forme 

r Aa?\ 

Ax* 

Liant  et  devenant  plus  petite  que  toute 

At/« — A]/,      At/. — Atf 

acune  des  quantités     ^^2     «*    1  i 
icient  différentiel  du  second  ordre  ^^^ 
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^y«— ^yi     ^yi— ^y 

et  que  le  rapport a  pour  limite  le  coef- 

ficient  différentiel  de  la  fonction  -r-^ ,  c'est-à-dire  — ; — .  On 

dx*  doc 

a  donc,  en  représentant  par  d^y,  ce  que  devient  A'y,  lorsque 

Aj;  devient  eZo;^ 

expression  qui  s'écrit  d'une  manière  plus  simple 

d^y  est  ia  différentielle  du  troisième  ordre  de  la  fonction  pro- 

d^ 
posée  y,  et  la  fonction  — —  ou  -t~  est  le  coefficient  diffe- 

CLX  CLOC 

rentiel  du  troisième  ordre  de  cette  même  fonction.  La  diffé- 
rentielle du  troisième  ordre  est  égale  au  produit  du  cube  de 
dx  par  le  coefiicient  différentiel  du  troisième  ordre. 

Le  coefficient  différentiel  du  troisième  ordre  s'exprime 
également  par  y'"  ou  par  /"'  [x). 

52.  On  obtiendra  évidemment  la  différentielle  du  troisième 
ordre  d'une  fonction  proposée  en  différentiant  trois  fois  de 
suite  cette  fonction  y  la  différentielle  dx  étant  regardée  dans 
la  seconde  et  dans  la  troisième  différentiation  comme  un  fac- 
teur constant. 

53.  Si  l'on  considérait  cinq  valeurs  consécutives  de  la  va- 
riable indépendante,  et  les  cinq  valeurs  correspondantes  de 


—   S3   

iontT''   '^"^"'*  ^  '«  différence  du 

àlZ^^^"'   ^    ^«''«"i' nuls  lorsque 

le     ,  '^^""•""«e.  Cette  différence  qua- 

^^^^lorsque  .v^  approcherait  de  zéro , 

trois  X"!  '*  «^'^érence  troisième,  qui 

s  tacteurs  ayant  zéro  pour  limite. 

4ue  devient  A*y  lorsque  a^  prend  la 

«s'gnée  par  rfa?,  on  aurait 

^^^ïit  différentiel  du   quatrième  ordre 

aat^^^^^'^'r®  le  résixlt^t  que  Ton  ob- 

I   UiT  ^^^^  ^®  ^"**^    cetto    fonction ,  rfx 

facteur  constant,     puis  divisant 

^^siri  ' 

ces  çj,  ^^^^t  un  plus  s^stixdL  nombre  de 

ai  j^   ,^^^rdreplus  élôvo- 

rcïé^^^^e  qu'une  fonotion  quelconque 

e^tieil^'^e  donnant  naissance  à  une 

^"^ '^présentées  pa^ 


^^n 


^=^-^- 


etc. 


'^U. 


"^  ^V^"*»^  "««me  et  les    o»f  «  ^^  «"'«s 


'*'^U>«P^lée^difféVe«ti»*'?°-  I-'^^- 
\ftA  ^  ihn.  .,  ...      „c    *»r»    évidence  la 
^^Vij     ^'  d'ailleurs    **■* 


.flSoients  diffé- 


eu       '  Poisque  les  ct>^ 
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variabto  Xy  s'y  trouvent  multipliés  pu*  des  puissances  de  plus 
en  plus  élevées  de  la  quantité  infiniment  petite  dx.  Cette  sub- 
ordination existe ,  bien  que  toutes  les  différentielles  dy^  d^y, 
d^y,  etc.  )  soient  également  regardées  comme  des  quantités 
qui  diffèrent  de  zéro  moins  que  toute  grandeur  donnée.  En 
effet,  la  supposition  que  dx  diffère  de  zéro  moins  que  toute 
grandeur  donnée^  ou  que  dx  est  infiniment  petite,  entraine 
celle  que  les  rapports  de  d^y  à  dy,  de  d'y  à  d*y,  etc.,  diffè- 
rent aussi  de  zéro  moins  que  toute  grandeur  donnée  ;  c'est  ce 
que  l'on  exprime  en  disant  que  ces  quantités  sont  infiniment 
petites  les  unes  par  rapport  aux  autres,  ou  qu'elles  forment 
une  suite  d'infiniment  petits  d'un  ordre  de  plus  en  plus 
élevé. 

55.  Nous  remarquerons  qu'en  supposant  la  fonction 
y=f(x)  représentée  par  l'ordonnée  d'une  courbe  dont  x  est 
l'abscisse,  la  direction  de  la  courbe  et  le  côté  de  la  figure 
vers  lequel  elle  présente  sa  convexité  sont  déterminés,  dans 
une  étendue  fort  petite  de  part  et  d'autre  du  point  m,  par  le 
signe  seul  des  deux  différentielles  du  premier  et.  du  second 
ordre  dy  et  d*y,  c'est-à-dire  par  le  signe  seul  des  coefficients 
différentiels  ou  fonctions  dérivées  du  premier  et  du  second 

dy    d*y 
ordre  -p ,  -7^.  Les  diverses  combinaisons  qui  peuvent  exis- 

CtX     CLX 

ter  à  cet  égard  sont  indiquées  dans  les  figures  5,  6,  7,  8,  9^ 
10, 11  et  13. 
Fig.  5  et  fig.  6,  les  coeflScients  différentiels  sont  positifs  ; 

fig-  -^  ®^  Afl'-  ^J  2^  ®^*  négatif  et  ^  est  positif;  fig.  9   et 
fig.  40,  ~  est  positif  et  ^  est  négatif;  fig.  il  ei  fig  i%  les 

deux  coefficients  différentiels  sont  négatifs.  On  voit  que  *--^ 

dx* 
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t>e  présente  sa  convexité  au  bas  de  la 
la  courbe  présente  sa  concavité  au 
►ose  ici ,  suivant  l'usage  ordinaire,  les 
s  en  haut. 

Ivcrs  ordres  «es  foncttODS  tlmples. 

îs  les  notions  précédentes  aux  fonc- 
i    différentiation  est  l'objet  de  l'ar- 

n     premier    lieu,    la   fonction    a:"», 


n — 1)  (m— 2)  (m— 3)a-«-  ^ ,  i 

i 
I 

its   différentiels  se  prolongera  à  l'in- 
t  négatif,  ou  si,  étant  positif,  il  est  ; 

ent  fractionnaire.    Mais  si  m  est  un  t 

on  a 

—1)  (m—2)  (w— 3) 3.2.1. 

it  réduite  à  une  constante,  les  coeflS-  f. 

vants  sont  alors  nuls.  b 

,  Xj\b  logarithme  étant  pris  dans  un  l 
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système  quelconque,  ou  dans  le  système  des  logarithmes 
népériens,  donne 


d.log.a; 

log.e 

dx 
d}.\og.x 

'     X     ' 

log.e 

dx^     " 
rf'.log.a; 

X*  • 
2.log.e 

rfMog.a; 

""     x»     ' 
2.3.1og.<? 

dx' 

X* 

ou 


d.lx 

dx  " 

1 
'x' 

dKlx 

1 

dx*  ' 

"      x^* 

dKlx 
dx'  - 

2 

d'.lx 

2.3 

dx'  " 

-       x'  ' 

d.'^lx 

2.3.Zi 

da^  ~ 

"    x^    ♦ 

dMog.x_  2.3./i,log.g 
dx*     ""        X* 
Etc.  Etc. 

58.  Les  fonctions  a*  et  cr*  donnent 

-— -=to.a',  --7-- =.—la.cr' ^ 

dx  dx 

Etc.  Eta 

Et  si  le  nombre  a  devient  e .  ou  la  base  des  logarithmes  né* 
périens;  on  a 

dx  ~'^'  ^ÛT ^    » 

d«.^_  _  d«.^* 

-  —  €r  ^ 


da^         '  dx« 


dx«  ~     •  dx»   ""     *"     ' 

Eta  Etc. 

La  différentiation^  comme  on  Ta  déjà  remarqué  n""  22  ^  re- 
produit constamment  la  fonction  e*,  et  plus  généralement 
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5    présente  cette  propriété.  Lorsque 
affecté  du  signe  — ,  la  fonction  pri- 
)roduite  y  mais  les  coefficients  diJfé- 
lent  négatifs  et  positifs. 

;  fonctions  trigonométriques  sin,  x  et 


c\       d.cos.a7  .  /       7:\ 

>)^    --5^=-sin.^cos.^:r+2J, 


2 


\    '  2/'  . 

d'.cos.a; 


+-  7t) ,  — d^ ~  —  COS.X  =  COS.  (j?  -f-  7c), 

3t:\  rf'.C0S.x         ,  /        3::\ 

27'  -^^r-  =  sm.a:  =  cos.  (^^+^-j' 

^     ,  rf*.cos.a7  ,        ^   , 

) .  — ^^ —  =  cos.a?  =  COS.  (x  +  23t) , 

5t:\  d'.cos.a: 
2\ 

Etc. 


)d'.cos.a:  .  /       5:;\ 

•    -^«-=-sin..T=cos.(^x+yj, 


reviennent,  après  deux  différentia- 
e  — .  Après  quatre  différentiations , 
r  signe. 

3ntes  à  l'esprit  ces  propriétés  remar- 
it  utile  de  connaître  la  figure  des 
les  fonctions  simples  dont  il  s'agit  : 
courbes  l'expression  des  coefficients 
îmîers  ordres  donne  de  grandes  faci- 
e  qui  a  été  dit  n^  55. 

(ix 
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La  courbe,  dont  x  est  Tabscisse  et  y  l'ordonnée^  présentera 
diverses  tigares ,  suivant  la  nature  de  l'exposant  m.  Nous 
supposerons  d'abord  cet  exposant  positif  et  plus  grand  que 
l'unité. 
1**  Si  m  est  un  nombre  entier  pair,  y  est  positive  quel  que 

dy  d*V 

soit  le  signe  de  x,  -^  change  de  signe  avec  x ,  -j-^  est   tou- 
jours positif.  La  courbe  est  représentée  par  la  fig.  13. 
2®  Si  m  est  un  nombre  entier  impair,  y  change  de  signe 

dy  i^  d^y 

avec  X,  -j-  est  constamment  positif,  -r-^  change  de  signe 

avec  X.  La  courbe  est  représentée  par  la  ^q.  14. 

3*  Si  m  est  un  nombre  fractionnaire  >  ,  p  et  a  étant  en- 

tiers  ^  la  courbe  est  représentée  par  la  /l^.  13  lorsque  p  est 
pair  et  q  impair,  et  par  la  fiq,  14  lorsque  p  est  impair  et  q 
impair.  Mais  si  q  est  pair,  la  partie  située  du  côté  des  x  néga- 
tives n'existe  pas,  les  valeurs  de  y  correspondantes  aux  va- 
leurs négatives  de  x  étant  alors  imaginaires. 

Cl.  En  supposant,  en  second  lieu ,  l'exposant  m  positif  et 
plus  petit  que  l'unité,  ce  cas  différera  du  précédent,  en  ce 

que  -r~  sera  négatif  lorsque  dans  le  cas  précèdent  il   était 

positif,  et  positif  quand  il  était  négatif.  La  /S^.  13  sera  rem- 
placée par  la  fiq.  15,  et  la  /i^.  14  par  la  ^.  16. 

62.  En  admettant  maintenant  que  l'exposant  m  soit  néga- 
tif, c'est-à-dire  que  l'on  ait 

1 


dx  ~~  x"»+*  ' 
dHj  yw(m-f-l) 
d^>^    j*+»    ' 
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siiif ,  on  passera  facilement  des  cas 
^pondent  à  cette  dernière  supposition, 
PS  ordonnées  des  courbes  que  repré- 
t,  i5  et  16.  Les  fig.  43  et  15  seront 
7,  et  les  fig.  U  et  16  par  la  fig.  18. 
>    asymptotes    aux   branches  de  la 

logarithmique,  nous  avons 

y  =  log.  X , 

iy^ log.  g 

i.v  ~^     X    • 
Hj  _       log.^ 


ixe  des  y  pour  asymptote  du  côté  des 
jA  du  point  où  elle  coupe  Taxe  des  x 
y  a  point  de  branche  de  la  courbe  du 

nentielle  af  donne 


2/  =  a', 

dx 

tif  et  plus  grand  que  l'unité,  la  valeur 
définiment  du  côté  des  x  positives  ; 
)  a  Taxe  des  x  pour  asymptote  du  côté 
[inée  oB  ^  du  point  où  elle  coupe  Taxe 
té. 
positif  et  plus  petit  que  l'unité,  la 

rait  alors  en  (-)    ,  ou  cr*,  a  étant 
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supposé  comme  ci-dessus  plus  grand  que  l'unité.  Ainsi ,  ce 
cas  revient  au  précédent  en  changeant  les  x  positives  pour 
les  X  négatives ,  et  réciproquement. 

Gomme  Téquation  y  =  a'  entraîne  d'ailleurs  x  =  log.  y,  a 
étant  pris  pour  la  base  du  système  de  logarithmes  y  il  est 
visible  que  la  courbe  dont  il  s'agit  ne  diffère  point  de  celle  du 
numéro  précédent,  lorsqu'on  change  l'un  pour  Tautfe  les 
axes  des  x  et  des  y. 

Si  Ton  voulait  prendre  pour  a  dans  la  fonction  a*  un 
nombre  négatif ,  cette  fonction  cesserait  de  présenter  des  va- 
leurs continues  :  il  n'existerait  plus  de  courbe  ,  mais  seule- 
ment des  points  isolés  correspondants  aux  valeurs  de  x  égales 
à  des  nombres  entiers  ou  à  des  fractions  de  dénominateur 
impair.  Nous  supposerons  toujours,  dans  la  suite,  par  cette 
raison,  quand  il  s'agira  d'un  système  quelconque  de  loga- 
rithmes ,  que  la  base  a  de  ce  système  est  un  nombre  positif 
et  plus  grand  que  l'unité. 

65.  Soit  encore  la  fonction  y  =  C*  qui  se  présente  dans 
plusieurs  applications  importantes.  Elle  donne 

y  =  e"\ 
dx 

La  courbe  (/i^.  21  )  est  formée  de  deux  branches  égales  si- 
tuées de  part  et  d'autre  de  l'axe  des  y.  L'ordonnée  o6  du 
point  où  elle  coupe  cet  axe  est  égale  à  l'unité. 

Le  coefficient  du  premier  ordre  -j-  change  de  signe  avec 

€LX 

l'abscisse  x.  Le  coefficient  différentiel  du  second  ordre  -~ 
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est     plus    petite   que    la   distance 
Lie  œ  dépasse  cette  distance.  Ainsi  la 

Lvité  au  bas  de  la  page  dans  l'inter- 
eet  intervalle  elle  y  présente  sa  con- 
ls  lesquels  la  valeur  du  coefficient  dit- 
signe,  et  pour  lesquels  la  valeur 
itiel  est   nulle  ^  sont  nommés  points 

in    les     fonctions    trigonométriques. 


y  =  sin.a; , 

r 
U 


COS.  X  , 


pe  l'axe  des  x  aux  points  où  Tabscisse 
î ,  ^Tc  ,  Sic ,  etc.  Dans  ces  points ,  la 
s  axes  un  angle  égal  à  la  moitié  de 

\   l'on   a  -7^  =  =t=  1 .  Les  plus  grandes 
dx 

eur  est  Tunité ,  répondent  aux  points 
'gale  aux  arcs  -,  —j  Y'  ^*^-  ^  ^'P*® 

el  du  second  ordre  étant  contraire  à 
courbe  présente  sa  convexité  au  bas 
onnée  est  positive,  et  réciproquement. 
ée  est  nulle  sont  les  points  d'inflexion, 
oge  indéfiniment ,  soit  du  côtié  des  x 
.  des  X  négatives,  en  présentant  une 
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suite  de  parties  identiquement  égales  à  celles  quî  s^^ot  ^^ 
prises  dans  l'intervalle  de  0  à  ^ir.  C'est  ce  qu'on  exjirû^^  ^ 
disant  que  la  fonction  esipêriodique. 

67.  On  a  également 

;/  =  COS.  .r  , 

-r^  =  —  sin..T , 

dhj 
dx- 

Il  est  assez  visible  que  la  figure  de  la  courbe  est  parfaitement^ 
égale  à  la  précédente ,  dans  laquelle  on  aurait  déplacé  l'ori- 

gine  des  abscisses  x  de  Tintervalle  ^,  puisque  Ton  a  toujours 

2 


cos..r=  sin.  (•ï'  +  ^). 


Vil.    DIFFÉRENTIELLES    DES   DIVERS  ORDRES   POUR   LES   FONCTIONS 
DE   PLISIEIRS   VARIABLES. 

68.  La  notion  des  dififérentielles  des  ordres  supérieurs  s'é- 
tend facilement  aux  fonctions  de  plusieurs  variables,  puisque 
la  différentiation  de  ces  fonctions  s'effectue  toujours  en  opé- 
rant séparément  par  rapport  à  cliacune  des  variables. 

Soit  en  premier  lieu,  comme  dans  le  n°  40 ,  la  fonction 

a:  et  y  étant  deux  variables  indépendantes.  On  a  vu  que  l'on 
obtenait  pour  celte  fonction  la  difiérentielle  du  premier  orcj^ 
(oto/e  exprimée  par 
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3  des  différeneeê  partielles  —  (te.et 

dx 

ement  çn  regardant  x  seule  comme 
le  variable.  Les  fonctions  désignées  par 
ûents  différentiels  partiels  du  premier 
ris  respectivement  par  rapport  à  j-  et 

erentiation  peut  également  s'appliquer 
dans  laquelle  on  regardera  dx  et  rfy 
mstants.  Si  l'on  veut  former  la  dif- 
ludra    différentier  successivement  les 

rapport  à  rr  et  par  rapport  à  y.  On  aura 

îlle  totale  du  second  ordre 

Iz      \  /  ^dz         ^dz      \ 

représenté  dans  Tartide  précédent  le 

— ; —  par  T-T  ''  l'analogie  conduit  à  le 

dx  '^     dx*  ^ 

?1 

—  par  -T— T--  On  écrit  également  • 


y    ^     dxdy  dydx 

au  lieu  de  — r^.  Ainsi  l'expression  pré- 


dente  devient 
ou  si  Ton  veut 

Dans  cette  eipression  de  la  difTérentielle  seconde  totale  de 
la  fonction  z ,  le  signe  -r-;  représente  le  coefficient  différen- 
tiel du  second  ordre  de  la  fonction  proposée ,  pris  en  regar- 
dant  X  seule  corarae  variable.  Le  signe  -r—r  exprime  que  Ton 

dz 
a  pris  le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre  —  en  regar- 
dant X  seule  comme  variable ,  puis  le  coeflicient  différentiel 

dz 
de  cette  fonction  --  en  regardant  y  seule  comme  variable. 
dx 

d^z 
Le  signe  -j-i-  exprime  que  Ton  a  pris  le  coefficient  différen- 
ds 
tiel  du  premier  ordre  -r- en  regardant  y  seule  comme  variable, 

dz 
puis  le  coefficient  différentiel  de  cette  fonction  —  en  regar- 

d^z 
dant  j*  seule  comme  variable.  Enfin  —  représente  le  coefli- 
cient diflërentiel  du  second  ordre  de  la  fonction  z  pris  en  re- 
gardant y  seule  comme  variable. 
69.  Nous  remarquerons  maintenant  que  les  deux  coefficients 

d^z         d'z 
différentiels  -r—r-  et  sont  nécessairement  égaux.  En  effets 


—   «5  ^ 
ions  présentées  dans  les  no*  46  et  siii^ 
doT  ^^^  ^^  limite  vers  laquelle  tend 


i±^^. 


s^ 


^^^^  nuUe.    De  rnème  ^^ 


dxdy 


est  la 


''^  ^  devenir  nulles.  On  reconnaît  de 
^'^'efslaquei/etend 


^'''^^-.fe.l^d^^' 


.f(x,y) 


9 
tità     . 

lif^-   ^^Vftw«  ^f:^    dernière 

''^"^t  ^^^l^nmes.  or,   ^J^^  limites 
'elie^   .     *  précédente  J-^^  .  ,„.  ,„ 


"6s 


du 
est 


^«^   _   Ainsi,  le 

^^^«port  aux 

>«ieJ°^pris   P^*"  '^_  soit  que 


%t 


Wm  le  n»^'^^ 


l 

\ 
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l'on  différentie  en  premier  lieu  par  rapport  à  a?  ou  par  rap- 
port à  y.  C'est  ce  qu'on  exprime  en  disant  que  Tordre  des 
différentiations  n'influe  pas  sur  les  résultats. 

Il  en  résulte  que  l'expression  de  la  différentielle  du  second 
ordre  de  la  fonction  proposée  z,  donnée  dans  le  numéro  pré- 
cédent^ doit  s'écrire 

cb*        ^    dxdy  "^"2'^  dy^  ^ 

70.  L'opération  de  la  différentiation  peut  également  être 
appliquée  à  cette  expression  ^  et  pour  avoir  la  différentielle 
totale  du  troisième  ordre,  il  faudra  différentier  les  fonctious 

^-j, -r-^,—  par  rapport  à  a?  et  par  rapport  à  y-  E^  ayant 

égard  à  la  proposition  démontrée  dans  le  numéro  précédent^ 
il  viendra 

En  coatinuant  de  la  môme  manière ,  on  trouvera  en  gé- 
néral 

expression  dont  l'analogie  avec  celle  du  développement  de 
la  puissance  entière  d'un  binôme  est  évidente.  On  pourrait 
écrire 

en  se  réservant  de  changer^  après  le  développement  ^  dz""  en 
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y  aurait  plus  de  deux  variables  indépen- 

i  de  nouvelles  considérations.  Soit  par  f-j 

l 
irentielle  totale  du  premier  ordre  y  d'a- 

î  expression  ^  où  dv,  dx,  dy  doivent  être  '  | 

dz  dz  dz 
facteurs  constants,  et  3-,:;-,-r  comme 

dv  dx  dy  i: 

)is  variables  indépendantes  v,  Xy  y  y  il 

:*entieUe  totale  du  second  ordre 

écrire  [[ 

dz  ^       dz  ^  \''  • 

banger  après  le  développement  djs*"  en  |* 

le  si  le  nombre  des  variablts  indépen- 
jidérable.  ''^;; 
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Vni.     DIFFinSNTlBLLIS   DBS   DIVERS  ORDRES  POtR   LSS   FONCTIONS 
IMPLICITES. 

7i.  Soit  en  premier  lieu  comme  dans  le  n""  A3,  Téqua- 
tion 

f{x.y)  =  0, 

dans  laquelle  x  est  la  variable  indépendante  et  y  une  fonc- 
tion de  X  donnée  implicitement  par  cette  équation.  La  ques- 
tion consiste  à  trouver,  sans  résoudre  l'équation ,  les  expres- 

dy   d*^  d^y 
sions  des  coeflBcients  différentiels  t^,t^,t4>  etc. ,  de  la 

ax  ax*  ax^ 

fonction  y.  On  a  déjà  vu  dans  le  numéro  cité,  que  l'on  avait, 

par  une  differentiation ,  l'équation  différentielle  du  premier 

ordre 

àf 

^f.^Él-0'        d'où       ^  =  ..^ 
dx^dydx--^'        ^®"       dx df' 

dy 
Si  l'on  différentie  une  seconde  fois  ^  en  se  rappelant  que 
les  fonctions  -t-j-t-  contiennent  les  deux  variables  a:,  y,  et 

que  y  doit  être  regardée  comme  fonction  de  a; ,  on  trouvera 
réquation  différentielle  du  second  ordre 

^f  ,^^r_  dy.^f/dyydf  dPy__ 
dx^^    dxdy  dx'^  dy*\dxj  ^  dy  dx^^^' 

d'où  l'on  tire,  après  avoir  mis  pour  ^  la  valeur  préoé-> 
dente  ^ 


'lyj  dxdy  dx  dy     dj/*\dx/ 


( 


dry 


btiendrait  également  en  différentiant  la 


la  même  manière  pour  former  lea  coeffl- 
es  ordres  supérieurs  au  second. 

étions  conviennent  aux  cas  où  il  y  aurait 

>re  de  variables  et  d'équations  proposées.  [ 

>pllquer  le  procédé  de  la  différentiation,  j 

:iuations  différentielles  d'un  ordre  de  plus  [ 

lont  on  pourra  toujours  déduire  les  ex-  ^ 

ients  différentiels  des  fonctions  qui  ne 

'une  manière  implicite.  Nous  considère-  [- 

mple  après  le  précédent.  Soient  les  deux  | 


»t  la  variable  indépendante  ,y  eiz  deux 
riable  déterminées  par  ces  équations.  En 
première  fois,  il  viendra 

,df  dy     df  dz 

^  dy  dx^  dz  dx        * 

dF  dy      dF  dz_^ 
'  dy  dx      dz  dx        * 

er  ordre ,  d'où  l'on  déduira  par  Félimi- 
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dy  __      dx  dtz       dx  dz       dz  _      dx  dy       dx    d^ 
dx^      df^_dFd£'     dx~      if  rfF  _  dF  rf^  ' 
dy  dz       dy  dz  dy  dz       dy  dz: 

En  différentiant  les  équations  précédentes,  on  trouvera  en- 
suite 


dy  dz 
dx  dx 


da^        dxdy  dx       dxdz  dx      dy*\dx)        dydz 

,d^f(dzydl^d}ydfd^z__ 
'^  d:^\dx)  '^  dy  dx^^  dzda^"    ' 

da^        dxdy  dx        dxdz  dx      dy*  \dx)        dydz  dx  dx 

d*FfdzY     dF  <Py      dF  d^z_ 
^  dz\dx)  '^  dy  dx^'^  dz  clc»"""' 


équations  du  second  ordre ,  dont  on  tirera  les  expressions 

^    d*t/   ,d*z        .         .       1.  ..x_  ,  dy      dz^ 

de  ~  et  ~;,  après  jivoir  substitué  pour  5^  et — les  valeurs 

précédentes. 

dHi      d^z 

Ces  mêmes  expressions  de  «^  et  —  peuvent  également 

être  obtenues  en  différentiant  immédiatement  les  valeurs  pré- 

, ,    .     ■,   dy      dz 

cèdentes  de  -^  et  3-. 

dx     dx 

En  continuant  de  la  même  manière,  on  obtiendrait 
les  coefficients  différentiels  des  ordres  supérieurs  des  fonc- 
tions y  et  z, 

IX.   CHANGEBIKNT  DE  LA  VARIABLB  IND^FENDANTE. 

74.  Nous  avons  indiqué  dans  le  n*  2  la  nécessité  de  distin- 
guer dans  chaque  question  les  variables  indépendantes ,  c'est- 
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5  sont  arbitraires,  et  les  variables  fonc- 
5  notions  ont  été  reproduites  dans  le 
;  analytiques  qui  constituent  le  calcul 
itiellement  fondées  sur  la  distinction 
it  être  maintenue  dans  toute  l'étendue 
lisque   les   difFérentiations  successives 

regardant  comme  des  facteurs  cou- 
i^s  des  variables  indépendantes,  tandis 
es  différentielles  des  autres  variables. 

employant  certaines  transformations, 
irs  d'un  calcul  de  nouvelles  variables 

que  Ton  avait  d'abord  choisies, 
e  idée  juste  des  transformations  dont 
întera  que  la  résolution  d'une  question 
équation  telle  que 

>  %  S' «*«•)=•> 

it  regardée  comme  la  variable  indé- 
me  fonction  de  x.  Cette  équation 
Qtre  X,  y,  et  les  coefficients  difiëren- 

tc.  y  qui  expriment  respectivement  les 

»ubsistants  entre  les  variations  simul- 
ai/   ^V 
onctions  y,  ^,  ^,  etc.  On  admet 

cesser  d'être  prise  pour  variable  indé- 
Mi  prendra  une  autre  désignée  par  t.  Il 
X  eiy  deviendront  des  fonctions  de  I; 
dance  établie  priraitivement  entre  ces 
le  doit  pas  cesser  de  subsister.  La  re- 
ariables  x  et  y^  doit  être  donnée,  soit 
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par  une  équation  entre  teixy  telle  que  4»  (ty  x)=zOy  soit  par 

une  équation  entre  t  et  y  y  telle  que  V(^  y)=0^  soit  enfin 

par  une  équation  entre  les  trois  variables,  n  (t,  Xy  y)  =  G. 

Cela  posé  9  il  est  visible  que  les    coefficients  dififéren- 

dy    d}%i    d}%i 
tiels  -^,  ^ ,  ^,  etc.,  qui  entrent  dans  Téquation  F  =0, 

doivent  être  remplacés  par  d'autres  coefficients  différentiels 
de  la  fonction  y  pris  par  rapport  à  t  II  s'agit  d'opérer  ce 
changement  en  conservant  la  dépendance  de  y  à  j;.  On  y 
parviendra  en  remarquant  simplement  que  quand  x  est  fonc- 
tion de  I,  et  y  fonction  de  Xy  on  a,  d'après  la  règle  du  n^  24 , 


ày  _dy  dx 
dt  "  dx  dt* 


d'où  l'on  tire 


dy 
dy_dt_ 
dx     dx* 

di 

dy 
expression  qui  doit  être  mise  à  la  place  de  ^  dans  l'équa- 
tion F  =0. 

Cette  première  expression  donne  immédiatement  celle  des 
coefficients  différentiels  des  ordres  supérieurs.  Car  en  diffé- 
rentiant  les  deux  membres  de  Téquation  précédente  par  rap- 
l)ort  à  r,  et  par  conséquent  regardant  dt  comme  constante , 
il  vient 

dx  d*y  __  dy  d^x 
d»y  dx  ~dt  dt*  di  dÔ 
da^  dt'^  /dxy 


on  bien 


'*  <^^  ^«^^'^ession,  en  différenliant 
'de'' 

^*   de.  +  3  ^^ C^^\  *__dx  dy  d*x 


p 


^v^^O,on    pourr«    faire  dfe. 


rapport 


'^tioj^^^ïit  été  substituées  dans  Pé- 
^^  ^a  ^'^*^®>^^''*«  -^^^9  y 9  «t  leurs  coef- 
^^e  ^^ti  à  r.  Si  l'on  a  donné  une 
.  ^^  ^  ^*  ^^   ^^    j>ouxTa  remplacer, 

;  ^'^u^  ^coefficients    différenfiels  par  i 

^-  4i^^*^0û  *  Qiy  ^^  =  ^>  confornjé-  ' 

91,^       ^4:  aura  dLisf^&rvt ,  et  l'équa-  / 

(t.       '-Ir  ^y      ^*y       :^^   etcSîi'.  \ 

Sî^^^'   ^^"     ^3.etc.SiJon  / 

*^%       0  entre  t  et  y,  on  pourra  de 
^^j    efficients  dîftérentieU  de  y,  \ 

V^       ^^  contiendra   ^ue  /,^g,  | 

^onné    une    ^qu^^on  entre  \ 
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dx    d^x  i.       .       1        rfv  *rf*V  ,  . 

Xy  -;-,  -jT?  ctC'*  en  fonction  de  y,  -^,  -t^ ,  etc.,  et  réci- 
at     al  at     al 

proquement. 

76.  Si  la  relation  établie  entre  t  et  les  autres  variables  con- 

dx  d^x 

sistait  dans  l'équation  x  =  t,  on  aurait  —  =  1,  -— -  =  0, 

d^x 

-— -  ==  0 ,  etc. ,  et  les  formules  du  n»  74  se  réduiraient,  comme 

dt^ 

celadoH  être,  à^=if,  p,=%  ^=§,etc. 
eir     dt     dx^      dt*     dx^      dl^  ' 

Si  la  relation  dont  il  s'agit  consistait  dans  l'équation  y  =  I , 

d\i  d^y  d^y 

on  aurait  j7  =  *»  jtr  =  ^>  "j^  =  0 ,  etc.,  et  ces  mêmes  for- 
mules deviendraient  (en  écrivant  y  au  lieu  de  i) , 


ày_ 

dx' 

i 

dy 

da?~ 

d'x 
dy» 

9 

iPy_ 

\"y/ 

.1®)-- 

dx  d^x 
dy  dy^ 

<b»- 

r~ 

Etc. 


On  doit  donc  remplacer  ^ ,  ^,  -1 ,  etc.,  par  ces  der- 
nières expressions,  lorsque,  dans  une  équation  entre  x  et  y, 
ayant  d'abord  pris  x  pour  la  variable  indépendante,  on  veut 
ensuite  que  y  devienne  la  variable  indépendante. 

77.  Les  formules  précédentes  conduisent  immédiatement 
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différentielle  des  fonctions  inverses 


donne       $^  =  i 

ax      X 

ne   la  variable  indépendante.  Si  l'on 
soit   la  variable  indépendante,   on 

ce  qui  donnera 


dx 
ou  ^  =  0?  , 

dy      *^' 


[x>ur  œ  sa  valeur  en  y ,  qui  est  e», 


dy 


€K 


donne        -—  =  cofi.a? , 


la  variable  indépendante.  Si  la  va- 
Hre  y,  on  écrira 


dx         1 
ou 


dy      CQÊ^x' 
our  T  SB,  valeur  arc  sin.y. 
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L'équatiou 


y  =  taDg.x       donne      g  =  ^. 


Donc 


-7-= — i"  >     -7-  =  COS. 'a?,     ou      j — s-i^— - — 35, 

rfx     cos.«x*      rfy  ciy  i+ir 

78.  Les  mêmes  considérations  s'applicpient  aux  cas  où  le 
nombre  des  variables  est  plus  considérable.  Si  l'on  avait,  par 
exemple,  Téquation 

F(t;,a:,y,J;-,  -Jj,  etc.,  ^,g,  g,  etc)  =  o, 

dans  laquelle  v  et  a;  désignent  les  deux  variables  indépen- 
dantes, y  et  jc  deux  fonctions  de  ces  variables ,  et  qu'on  vou- 
lût ensuite  prendre  pour  variables  indépendantes  s  et  ^,  on 
remarquerait  que  vetx  devenant  fonctions  de  s  et  £,  tandis 
que  y  et  z  ne  cessent  point  d'être  fonctions  de  v  et  j;,  on  a 

ds"^  dv  ds^  dx  ds'  di^  dv  dt"^  dx  di  * 


d'où 

l'on 

déduit  par 

l'élimination 

dy  dx 

dy  dx 

dy  dv 

.^ 

dv 

dy 

di  ds 

'  ds  dt 

^- 

ds 

dt 

dt 

ds 

dv 

~'  dx  dv 

dx  dv' 

dx' 

'dx 

dv 

dx  dv' 

ds  dt 

'  dt  ds 

H 

df' 

dt 

ds 

On  obtiendrait  des  expressions  semblables  pour  --.  et  ---.  Si 

dv      dx 

Ton  différentie  les  deux  expressions  précédentes  <*«  ;^  «t  -^ 


77 


"*  t'Ois  ^ 

*«Oe#î  .^'*^'ons  d'où  l'«n  „ 

.Ir''*^  ^u"r  '*'"*    '**'""  '*  •*»'»««*« 

''^^es  e»         <»nvient  mieuxd'opé- 

«Pi^ssions  analytiques  qui 

**»t»^   ?^"  **"    veut  j>asser  d'un 
•  Admettons,  j>ar  exemple. 


^^  ^*^?^^*    ^'^'^     *^^      ^^^*  ^^^ 
W^  ^s,  et  qu'on  v^euilie rem. 

'^  rayon   vGCt^MMjr  om  avec 


L      (Plusieurs  fois^  de  suite  par 
^^C\îons,   darm^T'^    d^s  équa- 

»^e-«  '•«g.  0^    «*--  '     ^'''  ''- 
^es  fonnules  du  n"  T-*-  I-es  valeurs 

\^  dans  l'équation    F- =  0,  cette 


—  78  — 

Si  Ton  veut  changer  entièrement  le  système  des  coordon- 
nées f  en  introduisant  à  la  place  de  y  la  longueur  du  rayon 
vecteur  om ,  que  nous  désignerons  par  p,  on  poserait  après 
réquation  précédente 

y=  p8in.ct>, 

et  différentiant  cette  équation  plusieurs  fois  de  suite  par 
rapport  à  cd^  p  étant  regardée  comme  variable ,  on  obtien- 
drait des  équations  dont  on  tirerait  les  valeurs  de  -r^ ,  -~^, 
etc.,  qui  devraient  être  substituées  dans  l'équation  proposée , 
qui  sera  alors  entre  ««>,  p,  -p- ,  -~  ,  etc. 

Mais  dans  ce  dernier  cas  il  eût  été  plus  simple  de  poser 
immédiatement 

a;  =  p  COS.  (si ,  y  =  9  sin.  co  , 

et  de  déduire  de  ces  dernières  équations  les  valeurs  de 

dx    d^x  dxi    d'v  _ 

-Y-  y  -1-i ,  etc. ,  et  ^ ,  ~ ,  etc.  Ces  valeui's  étant  substituées 

OCO       OU)  OU)       OU)^ 

dans  les  formules  du  n*  74^  on  obtiendrait  ainsi  les  valeurs 

dy     d^y  do     d^o 

de  ^,  ^,  etc.,  ®n  u),p,  -^,  --^,  etc.,  qui  devraient  être 

substituées  dans  l'équation  proposée. 


X.  EXPRESSION  G^N^IULB  DO  DéyELOPPEinSNT  d'unE  FONCTIOff  SUIVANT 
LES  PUISSANCES  ENTIERES  DE  LA  VARIABLE.  THÉORÈME  DE  TATLOR. 

80.  La  considération  des  coefficients  différentiels  ou  des 
fonctions  dérivées  des  divers  ordres,  donne  les  moyens  de 


79  — 

îorà  quelconque  en  une  série  infinie 
&UX.  puissances  entières  de  la  variable. 

V=f{ao). 

étions  présentées  dans  l'article  VI ,  et 
u  n**  50^  on  en  déduira  par  de  simples 
valeurs  correspondantes  de  â?  et  y  ^ 


*y-f-A»|^ 


^st  indépendante  de  la  nature  de  la 
*j<>urs  être  formée  tant  que  cette  fonc- 
es valeurs  infinies  dans  l'intervalle  des 
'  de  la  varial>le.    Ainsi  nous  pouvons 


!fcafc=s 


^'î/+_A___^^^^- — ^^'î'+ ^^*y> 


2-3 


^  A^it  la  grandeur  attribuée 


—  80  — 

à  rintervalle  constant  Âor ,  et  quel  que  soit  le  nombre  n. 
Admettons  que  l'intervalle  nAa;  (qui  sépare  les  valeurs  de  x 
auxquelles  répondent  les  valeurs  y  et  y»  de  la  fonction  )  de- 
meurant constant,  on  fasse  diminuer  indéfiniment  Ax,  et 
augmenter  indéfiniment  le  nombre  n  dans  la  même  propor- 
tion. L'équation  précédente  ne  cessera  pas  de  subsister,  et 
Ton  peut  espérer  d'avoir  encore  un  résultat  exact  en  rempla- 
çant chaque  terme  par  la  limite  vers  laquelle  il  tend  lors- 
que ^x  tend  à  devenir  nulle.  Or^  il  est  visible  que  la  limite 

1  i 

commune  des  fractions  1 ,1  —  --,  etc. ,  est  l'unité ,  et 

que  les  limites  des  rapports  ~-,  -~,  —4,  etc.,  sont  les 

coefficients  différentiels  ou  fonctions  dérivées  -- ,  -~ ,  --^ , 

dx    dx^     rfa:* 

etc.  Donc  en  faisant  pour  abréger  n£kx  =  hy  on  voit  que 

l'équation 

conduit  à  la  suivante 

que  Ton  écrit  souvent  d'après  Lagrange 

en  employant  pour  les  coefficients  différentiels  ou  fonctions 
dérivées  la  notation  proposée  par  ce  grand  géomètre.  Cette 
expression  remarquable,  appelée  théorème  ou  formule  de 
Tayhr,  du  nom  de  son  auteur,  doit  être  regardée  comme 


•'Mi 


'''^Pï^^^^iaS»^^?^""'*''  ^*  ''^  sesapplica- 

"^^i"^  ^/•^JH^if^'^y^  pi^écédente,  qui  du 

*'^&;**'*  %!^«9WÎ^'  *'  «"""  ^«""  «^^'«» 

^'fe«ir^*''«*i     ^         °  P»«^  *  '*  limite  en  fai- 

'<*^o/'^°^l>fi  *^^ «ttte'^'^  donnerons  dans  les  numé- 

''^z     **«  ^*\!'*'«  Cte  i*"^  démonstration  (et  celleJà 

^  ^^^Ue  ^  ^  l^  ^T^mt  co  4ïm»'il   feut  ajouter 

^«j*^^o!*°'^diir'®P^«o^  *»  s«C!ond  membre 

^«C^^~  ^«ïï^'**«Oïiep  membre  /îar+*).En 

<*,    ^^=*0w  *''®  comme  vraie,  et  ajoutons 

j^     '  &^'  e<t  'Otmiile  de   Taylor,  et  dési- 

^%A»fl,/^  ^'  ^  V^e„^  particulières  et  con- 


*****^io„        *iy_    ^^,  etc.,  U  vient 


vV 


'(«1+^^ 


>tc 


5%  £P*        ^ZM^  -f-  etc. 

«^rie  deMac- 
.  «itt!tt!ÛfcW"«^®°*""  **^  ^_      on  écrit 
y^^otation  de  J.ag^^"^^' 


—  8Î  — 

Ces  fonnules  et  oelle  du  n*  80  dooi  elles  ami  déduites 
vent  à  développer  un&fonction  suivant  les  puissances  entières 
de  la  variable  x,x — a,  ou  h.  En  général ,  la  série  se  prolonge 
à  l'infini.  Les  fonctions  algébriques  entières  composées  de 
termes  de  la  forme  go:*",  m  étant  un  nombre  entier  positif, 
produisent  seules  des  suites  finies,  les  coefficients  différentîds 
de  goTj  d'un  ordre  supérieur  à  m^  étant  nuls  comme  on  Ta 
remarqué  n?  50. 11  eeft  d'ailleurs  évident  c^  si  les  développe- 
ments de  f  (jp  +  ^)  6^  <te  f[A  <^  renferment  qu'un  non^bce 
lioiité  de  termes,  ils  se  réduisent  alors  à  des  polynômes  < 
tiers.  Si,  par  exemple^  les  dérivé^  ^"'^H^)»  ^^"^^O^t  ^^y 
toutes  nulles,  il  reste  simplement 

f(x) = r(o) + «rw  + +  2;!^  r  m . 

en  sorte  que  f[x)  est,  dans  cette  hypothèse,  une  fonctipq 
algébrique  entière  du  degré  n. 
82.  L'équation 

/{a^J=rW  +  «r(0)  +  etc 

est  bien  facile  à  établir  par  la  méthode  des  eoeffleienls  indé- 
terminés, lorsque  l'on  sait,  à  priori,  que  la  fonction  f{x)  est 
développable  en  une  série  de  la  forme  A4-Ba?  +  Gr*-|- 
Doe*  +  etc.  Posons  en  effet 


(l)  rta?)=:4tPî?  +  (^'  +  Px*+.. 


Pour  déterminer  les  cpi^st^ntes  [nponnues  A^Ç^Q^D^....  on 
prendra  les  dérivées  successives  de  l'équation  (i),  ce  qui 
donnera 

f(a;)=B+2Cir  +  8Daî» +.«.•. 
r(a?)= 20 +  ÎL3IXC +  ..... 


**»  on  aura 
=^(0),    c  =  /^,  et»., 

"'**  'allait  démontrer. 

*«  «ïïaïaère  à  la  série  de  Taylor,  en 

***  feia  de  .uite  piW' *'*^  *  *' •* 

*   •    •  -      • 

''/te>i     •  ■  -   '         ^^  ^  principe 


\ 


—  «4  — 

on  obtiendra 

A=  m,  B  =  f'ix),  0  =  ^'-^ ,  etc.  C.  0.  F.  n. 

On  remarquera  en  passant  que  les  deux  dérivées 

dr(x-^h)        df(x+k) 
dx      '  dh 

ont  pour  expression  commune  f(u),  et  sont  par  suite  égales 
entre  elles^  et  qu'il  en  est  de  même  des  dérivées  des  ordres 
supérieurs ,  en  sorte  que 

rfx"      "■       dk*     * 

83.  Rien  ne  déterminant  dans  les  formules  du  n*  81  la  va- 
leur de  X ,  ni  la  valeur  de  h  dans  la  formule  du  n*  80 ,  la  fonc- 
tion y  se  trouve  exprimée  dans  toute  son  étendue,  ce  qui  est 
très-remarquable,  au  moyen  de  la  valeur  de  cette  fonction  et 
des  valeurs  de  ses  coefficients  difTérentiels  des  divers  ordres 
qui  répondent  à  une  seule  valeur  de  x.  Ainsi  donner  les  va- 
leurs de  la  fonction  et  des  coefficients  différentiels  pour  une 
seule  valeur  de  la  variable ,  équivaut  en  général  à  donner  la 
fonction  elle-même.  Mais  il  importe  d'observer  que  chacune  de 
ces  séries  ne  peut  être  égale  à  la  fonction  correspondante  f[x) 
ou  f[x-\'h)j  et  même  n'a  de  sens,  qu'autant  qu'elle  est  am-- 
vergenle^  c'est-à-dire  qu'autant  que  les  valeurs  obtenues,  en 
prenant  un  nombre  de  termes  de  plus  en  plus  grande  s'ap- 
prochent de  plus  en  plus  d'une  certaine  limite;  ou,  oe  qui 
est  la  même  chose,  qu'autant  que  l'on  peut  assigner  deux 
limites  aussi  resserrées  qu'on  le  veut,  entre  lesqudles  la  va- 
leur obtenue  se  trouvera  toujours  comprise,  quelque  grand 
que  soit  le  nombre  des  termes  que  l'on  lyoute.  Dans  quelques 
cas,  la  convergence  d'une  série  est  manifeste;  par  exemple, 


Sfi   


^       P'Ognessi  vement  à  partir  du  pre- 

jtsjj^JP*»»*»^  «t  në^ti&,le8  résultats 

'S  j,^**'*'®^  qrui  difl^àrent  de  moins  en 

ie  ^s      '^O'otjipo  intermédiaire.  Lorsque 

/es  t^**®'  **  aén^  est  conveqiente  si 

Tv\,^    *^e8  oojrrespozMiants  d'une  iwo- 

'«s»B  ''***on  est  plus  petite  que  l'unité. 

p^|^^>  si  tous  lo»  termes  sont  plus 

^^^*88ion  fsétMoaStricpie  dont  la  rai- 

S8^i      ®  que  l'unité.   Bln  éSénéral,  un 

**  pour  s'assurox*  *•  ""«  série  est 

ette 

Cas  '''^«stion  en  œ  ^"*  concerne  la 
H'ent'^'^'Qaipe  de  «juajatités  réelles  au- 
P«-o«^ '«Uûener,  e»  »"«*'  pourtrou- 

«^ofr  ^>tegu'oxi  devr»îtajouteràIa 
«OftY)  i^'f*-!.^)  ex»<5*^'™^''  Essayons 
"«^'uii^uiii  oe  re«*«  soit  compris. 

«   -    totale»' <*«?(*) 
•  |)as  infiiW,  '»     ^î*«ie  que  le 

.^  du  lO^f»^  ^'^     .,.,  , 
rf.T(^  «st  positrfet 


—  86  — 

.veinent  liiais  cette  propositioa  ne  Bobstoteralt  plus  dftns  les 
.eas  où  le  eoefflcient  différentiel  devîenikait  toÈsû  tnaé  od  {Htl- 
sîeurs  fois  dans  l'intervalle  de  0  à  /^« 

Gela  poeé,  oonqMurons  f{x+h)  m  inemier  tehne  f{^}, 
puis  à  la  somine  des  deux»  des  trois,  enfin  des  (à  furamieis 

termes  de  la  série  f{x)+hf[x)']'-^  f\x)-\'eic,i  et  pour  fixer 

les  idées  ^  supposons  h  positive  etvariàUe  à  tolonté  dopais  0 
jusqu'à  une  dernière  valeur  k.  Ne  prenant  d'aboid  Ipie  le 
premier  terme  f{x)y  écrivons 

f(x  +  h)  =  f(x)-\'h.u. 

n  étant  une  quantité  inconnue^  qui^  lorsque  h  tend  à  deveiiir 

d  flx) 
nulle,  tend  à  devenir  égale  à  -^^.  La  question  consiste  à 

déterminer  deux  limites  P^  Q  entre  lesquelles  la  quantité  n  se 
trouve  comprise  >  et  qui  soient  telles  que  l'on  ait,  quelle  que 

soit  A, 

A«+A)>r(«)-»-AP 

f[*+A)<rf«)+«oi 

oàUeif 

f(x  +  h]'-'f{x)-^hQ<0. 

Mais  d*après  le  lemme  précédent ,  la  première  de  ces  fonctioDs 
(dont  la  valeur  est  nulle  lorsque  Jl  =  0)  sera  positive,  et  là 
decondé  §era  négative,  si  leurs  coefficients  différentiels  pris 
par  rapport  à  H  sont  eux-mêmes  positifs  ou  oégatife^  et  ne 
deviennent  point  Infinis ,  depuis  ft  ;=  0  jusqu'à  h=:h;  c'est^ 
à-dire  si  l'on  a 


■-p^vn 


^' —  *  - 


*    **  •*»    fc.  *  **  «  *«  **«*  4«*i'*ii  àaèfeffe» 
^  ou..  >.    *****»<*«  pou*-  JP   la  JjM  petite  de 

==  ^ .  ^     "**  *»  foactioD   ^^jH-^  depui, 

^^M  la^  P^n&nt  poMxr-  Q  la  pins  grande 
^^"06  (on<sti<3na.   dans  le  même  in- 

ii«)       "^^  l'on  prenne  les  deux  premieis 

■"^  **•»  dé 
**eia  *®'oppeiiien*.      <^>n  déterminera 

Ou  ^^    e,j  assignant  i««  valeurs  de  P  et 
*  +4         ""^iequ©  soit  A, 

**  "^^V,"***  ^       ». O  -  don»,  <l'"l>rt. 

w    Vv  ^^  ^         \^i^ret  ion«*Jonest 

^\  W^elsilecoe^^,,^^   e'est-à. 


—  88  — 
ak  dx 

Mais  ces  conditions  seront  ellesHoiémes  satisfaites  si^  différ^i^' 
tiant  de  nouveau  par  rapport  à  A ,  on  pose 

Donc  on  doit  prendre  ici  respectivement  pour  P  et  Q  la  plus 
petite  et  la  plus  grande  des  valeurs  qui  peuvent  appartenir  au 

coefficient  différentiel  du  second  ordre    ■  ^..J"      ,  dans  Tin- 

dnr 

tervalle  de  0  à  ib. 
Supposons  encore  que  prenant  les  trois  premiers  termes 

^^^^  ■*"       dï"  "^  T    a^«    ^^  développement,  on  veuille 

assigner  les  limites  du  reste.  Il  s'agira  donc  de  déterminer  P 
et  Q  de  manière  que  l'on  ait 

/("')-«.)-.^-Ç^'-|50<«- 
Or  ces  conditions  seront  satisfaites  si  l'on  a 

d./(x+ft)  d.f(x)  eP.nx)     h} 

dh             dx  "d*»         2*^^" 

d.f{x-k-h)  d.m  d*.f{x)     A«„^„ 

dh  di  '^~d^~2^^^' 

<;os  dorui^res  le  seront  clle-mèincs  si  l'on  a 


'^•rr^        ^  «»  — 


i^  ^  9U»»»  *^"»e,  et  pour  q  ,^ 

*'^fo^*'*>e'^'?'*'    **"   ''*>'*  jetant  que 
2^ft^^^*J  ..    ''*""^"*    P*>^*  infinis,  on 
^CS*^  e.'ï'  '*  *^'«  **«  '^«yfo^,  et  l'a.; 
*<fe;  rf  >-/**« *^  ^^*  '^  liiMÎtes  de  l«  ^ajeur 
*<^rj«attgtieroD»  d'ailleurs ,„« les 

^/^^     ^  <l^  ^®  '*  valeur  rfe  /a  série  est 


„  ^,  •  ^  tieux  expjressions  siuVaoies  : 

U;    ^^\^+ -^^âÂTHIJiP. 

0, 


.5S»^«4u.«..fA 


lus  petite  e* '***'"*««»* 
diffère"*''*'^  — rfarM-    PO"*- 


3   zr-  <^'t  •^  +  A. 


—  «6  — 

85.  Il  est  visible,  d'après  ce  qui  précède,  que  l'on  mmtb 

toujours  la  valeur  exacte  de  /ta? + h)  en  prenant  pour  derw^^ 

lerme  le  produit  de  par  un  certain  facteur  coMiMp^^ 

entre  P  et  Q,  c'estrà-dire  par  une  quantité  comprise  exkitB  i^ 
plus  grande  et  la  plus  petite  dii^  valeurs  de  la  fonction  —  \   ^r — 

«ter* 

qui  ont  lieu  dans  Fintervalle  de  x  k  â?-!*  ^*  Si  cette  fonction 
Bst  continue,  le  fadeur  dont  nous  parlons  sera  évidemment 
une  des  valeurs  qu'elle  prend  dans  Tintervirilo  indiqiié.  G^ost 
ce  qu'on  exprime  en  écrivant 

)  est  ici  un  nombre  inconnu  compris  ent)!e  0  et  iHiiiité» 

Jusqu'ici  nous  avons  supposé  h  positive;  mais  ime  aûalyie 
iout^  semblable»  appliquée  au  cas  de  fc  négative  j  ûondunnÉit, 
iprès  des  cbangements  de  détail>  préoisémeût  à  k  médie 
brmule.  Le  cas  de  h  né^tive  se  ramène  d'ailleurs  à  celui  de 
l  positive,  en  posant  h=—kyX=—yy  f\x)=^V\y),  d'où 
r(a?)(te=F{f)dy=— F(y>(te,  F(y)=— f(x)  et  gêné- 
•iilément  P*(y)=(  — l)''/^(ar).  De  là  on  conclut  sans  peine 
3n  développant  F(y+k),  c'eafc*à^re  f[x  +  h)y  suivant  les 
[>ui$sances  de  h  y  l'entière  générftlité  de  la  fimnule  que  nous 
irenons  d'obtenir. 

Quelques  géomètres  écrivent  encore  ie  dernier  tetaie  de 
sette  manière, 

h^       d».f(x.....x^k) 
2«d./i.....fi  dxV-  * 

ifin  d'indiquer  que  l'on  doit  mettre  pour  x  dans  ce  terme, 
tous  le  signe  de  la  fonction,  une  des  valeurs  de  la  variable 
emprises  entre  a?  et  a;  +  A.  Cette  valeur  est  inconnue;  mais 


''*"»*  une  |{»,j. 

J*'«nâe«i/gpj  dàv^^  P'"®  8rand  possible,  et 

jp/e  laoinj^  ®  ^*  +  A)  en  mettant  celle  qui  rend 
*bn  *•/(«)  ^^****  °  ^  évident  d'aiUeurs  qne  si  la 
^«santed*  ■  **'^**"^™®"*<^^ssàntë ou  constamment 
■"*  seront  d  *  "^  *  jusqu'à  a:=a; + A,  les  limites  dont 
^eià^    """^^  ^^  *«s  v»'«««  ^^  qui  répondent 

^<^ente,  ^^  ***?*  ^®  n"  8*^  fe'™  x  =  0  dans  la  for- 
crire  «  au  lieu  de  h,  ce  qui  donnera 

"ïais  se  tro         ^"'e  dont  te  ^'eur  n'est  pas  dé- 

en*  coojprig^  e  '®8queHes  la  valeur  de  f{x)  sera 
'a  Pius  petite' eti  ^^Itant  dans  le  dernier  terme, 
*fférenfiei  </«;,/''  Jilus  grande  valeur  que  prenne 
;^«"  <*«  re^.pj'  ^intervalle  de  0  â  i. 
»"s  '^enoosderf  ^îon  du  reste  de  la  sene  de 
f«esffo„si^/^y'^^*^„gr^tqul  estdaeàLagrange, 
['^'^tplusfaoi^^  à/aconver^enceetàlasomme 
*«'  «*apoJ^.  feeiSria^^'-ieestnécessa.re. 
^t^     °  ®*    '    7  Al     si  la  valeur  du 

«•an/'^^T^    rfVrerfc-^^  devient  plus 
*^«w  ^«''era  pl««  ^  ,^  choisis. 
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Dn  eoi  OM,  pour  utlame»  taieun  partieuliéret  de  la  varùh- 
ble ,  la  iérie  de  Tayhr  ne  donne  point  le  développement  de 
la  foncUon. 

88.  L'existence  de  la  série  de  Taylor  suppose  que  ia  fonc- 
tion y  =^(a;]^  et  ses  coefficients  différentiels  f(x),  f\x)y  etc., 
ne  deviennent  pas  infinis  pour  la  valeur  de  â?  à  partir  de  la- 
quelle raocroissement  désigné  par  A  est  compté.  Si  le  con- 
traire a  lieu  y  la  série  sera  en  dé&ut  Soit  par  exemple  la  fonc- 

tion  f[x)  de  la  forme  _  v^>  ^  désignant  un  nombre  po- 
sitif, et  Y[x)  une  fonction  de  âp  qui  ne  devient  pas  nulle  ni 
infinie  lorsque  a?  =  a.  Si^  conformément  aux  règles  précé- 
dentes, on  développe  ; — ;  .      \    en  une  série  ordonnée 

^^   [x-^h — a)* 

suivant  les  puissances  entières  de  A,  tous  les  termes  deviendront 
infinis  lorsqu'on  y  fera  a?= a.  Cependant  la  fonction  a  alors 

Fffl  -4-  h\ 

une  valeur  déterminée  qui  est  ^  J["  '.  Mais  comme  le  dé- 
veloppement de  cette  valeur  suivant  les  puissances  de  h  doit 
nécessairement  présenter  des  puissances  négatives  de  cette 
quantité,  fl  ne  peut  plus  être  donné  par  la  série  de  Taylor. 

89.  Soit  encore  la  fonction  log.â?.  Tous  les  termes  du  dé- 
veloppement de  log.(j;-|-A)  deviennent  infinis  lorsqu'on  y 
&it  0?  =  0.  Cependant  la  fonction  présente  alors  une  valeur 
déterminée,  qui  est  log.  A,-  mais  cette  valeur  ne  peut  être  re- 
présentée par  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  en- 

1 
tières  de  A,  puisque  log.  A  =  —  j  lorsque  *= 0. 

90.  La  série  de  Taylor  donne  naturellement  des  résultais 
indéterminés,  lorsque  la  fonction  proposée  f(x)  contenant  des 
radicaux,  la  valeur  particulière  attribuée  a  x  fait  disparaître 
ces  radicaux  dans  la  fonclion  et  dans  ses  eoefticients  diffé- 
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rentiels.  Pour  en  concevoir  la  raison ,  il  faut  remarquer  qu'un 
radical  de  la  forme  \/(ar  —  af ,  p  et  g  désignant  des  nom- 
bres entiers^  qui  fait  partie  de  la  fonction  f[x)j  donne  à  cette 
fonction  autant  de  valeurs  différentes  réelles  ou  imaginaires 
qu'il  se  trouve  d'unités  dans  le  nombre  q.  Comme  ce  même 
radical   se  reproduit    dans  les  coefficients  différentiels  de 
la  fonction  y  ces  coefficients  présentent  eux-mêmes ,  comme 
cela  doit    éti'e^  un    nombre  q  de  valeurs.  Ainsi  il  y  a, 
à  proprement  parler,    autant   de  développements  particu- 
liers et  différents  les  uns  des  autres  que  le  radical  dont  il 
s'agit  présente  de  valeurs.  Mais  si  Ton  donne  k  x\à  valeur 
particulière  a,  le  radical  disparait  de  tous  les  termes  de  la 
série,  tandis  qu'il  subsiste  toujours  dans  la  fonction ,  où  il 
est  devenu  y/ 9^.  Donc  la  série  ne  peut  plus  alors  représenter 
la  fonction^  puisque  celle-ci  a  plusieurs  valeurs,  tandis  que  la 
série  n'en  aurait  qu'une.  L'analyse  résout  cette  contradiction 
en  donnant  des  valeurs  infinies  aux  termes  de  la  série^  qui 
ne  rq>iésente  plus  alors  de  résultat  déterminé. 
Le  développement  de  f[x)  doit,  dans  le  cas  dont  nous  nous 

I» 
occupons,  contenir  des  termes  affectés  de  h<  On  connaîtra 
ce  développement  en  faisant  dans   la   fonction   proposée 
ar  =  a  +  Jk,  et  développant  f{a  +  h).  Les  puissances  fraction- 
naires  de  h  i>araitront  dans  ce  dernier  développement* 
91.  Soit,  par  exemple 

qui  donne 


da 
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fiAiùsaBlJ9a€i>oii  a /(x)  ===«%  eiksooefficieDis  différen- 
tiels de  tous  les  ordres  sont  infinis.  Cette  circonstance  indi- 
que que  le  développement  de  f[x  +  A)  doit  ici  contenir  des 
puissances  fractionnaires  de  h  lorsque  x  =  a.  La  fonction 
devient  alors  en  effet 

dont  le  développement  suivant  les  puissances  de  h  contiendra 

les  termes  à^  J^S  à',  etc. 

9t.  On  doit  remarquer  d'ailleurs  qu'un  radical  contenu 
dans  la  fonction  f[x)  peut  disparaître  de  deux  manières  diffé- 
rentes lorsqu'on  attribue  une  valeur  particulière  à  la  variable 
x^  savoir  :  1*  parce  que  la  quantité  contenue  sous  le  radical 
deviendrait  nulle;  ^  parce  qu'un  facteur  dont  ce  radical  se- 
rait affecté  deviendrait  nul.  Dans  le  premier  cas  le  dévelop- 
pement déduit  de  la  série  de  Taylor  ne  peut  jamais  convenir 
à  la  fonction  f[x  +  h)  pour  la  valeur  particulière  de  x  dont 
il  s'agit,  par  la  raison  indiquée  n*  90.  Mais  il  n'en  pst  pas 
de  même  dans  le  second  ca«,  pi^rce  que  le  facte^r  dont  le  ra- 
dical est  affecté,  et  qui  devient  nul  dans  la  fonction,  peut 
cesser  d'affecter  ce  radical  dans  les  coefficients  différentiels 
des  ordres  supérieurs,  ^n  sorte  qu'il  ne  disparaîtrait  pas ,  et 
que  la  série  présenterait  en  conséquence  le  pombre  de  valeurs 
nécessaire.  Cette  série  convient  donc  aux  cas  dont  il  s'agit^ 
et  donne  une  valeur  déterminée. 

93.  Si  par  exemple  la  fonction  proposée  était 


f(a?)  =  («  —  «)*  V*  — 6  ; 
m  étant  un  nombre  entier  positif^  on  trouverait 
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-;^  =m(m  — 1)  («— a)--«v'ï=T+ ^fe^^_  &Z:£)!L 

Chaque  dîfférentiation  fait  disparaître  dans  le  premier  terme 
un  des  Gurteurs  de  {ar  —  a)-.  Après  un  nombre  m  de  diiB- 
rentiations  ces  &cteurs  auront  entièrement  disparu,  et  par 
conséquent  la  supposition  a:  =  o,  en  rendant  nuls  tons  les 
«oeflScients  différentiels  des  m  premien  ordres,  laitsm  sub- 
*»*«  le  radical  \/x — b  dans  tous  les  autrcs. 

f^oitwrs  Oess  quantités  qui  $e  prisentent  tous  la  fbrme 
indéterminée  -. 

^  ^  ^9^pm  f)réç^<)ei(tes  s'applkjpient  directement  à  {« 
'^^«rc^e  c|ç  ^  y^etir  de^  f ractjpns ,  telles  que 

V,  pour  une  ■rnsertaine  valeur  a; = a  de  la  variable,  se  rédui- 

*«»t  i  l'expression  indéterminée  |. 

La  valeur  x  z=a  étant  supposée  réduire  à  zéro  les  deux 
^^'"f^  f{^)  rt  &{^),  demander  la  valeur  de  te  fractton  dans 
^.<^>  (^eal  év^emment  demander  te  Kmite  dont  s'apptodie 

"^^*finîment  le   rapport  ^r^  lorsque  x  tend  à  devenir  égale 
^^        F{ûP) 

i  a.  Or,  tant  q^|^  la  y^rf^M^  a  daaaraie  tedéteniiiD^e^  on 
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peut  toujours,  en  développant  les  deux  fonctions  par  le  théo- 
rème de  Taylor,  poser  Téquation 

^^^■^"'^^      F(j?)  +  mx)  +  y  F'(a:)+  1^  r'ix)  +  etc. 

Supposons  d'abord  que  les  deux  développements  ne  tombent 
points  lorsqu'on  donne  à  a;  la  valeur  particulière  a,  dans  les 
cas  d'exception  considérés  dans  les  n~  88  et  suivants.  On 
aura  évidemment  la  valeur  demandée  en  faisant  d'abord 
â;  =  ay  puis  en  examinant  vers  quelle  limite  tend  le  second 
membre  lorsque  h  tend  à  devenir  égale  à  zéro.  Or^  puisque 
f[a)  et  F  (a)  sont  nulles  par  hypothèse,  cette  limite  est  évi- 
demment 

m 

¥'{a)  * 

c'est-à-dire  le  quotient  des  coeflicients  différentiels  ou  des 
fonctions  dérivées  du  premier  ordre  des  fonctions  f{x\  et 
F(âp)^  dans  lesquelles  on  a  fait  x  =  a. 

Si  la  valeur  x  =  a  faisait  aussi  évanouir  ces  deux  coeffi- 
cients différentiels  du  premier  ordre^  on  trouverait  alors  de 
la  même  manière 


pour  la  valeur  demandée.  Et  mnsi  de  suite  en  prenant  tou- 
jours pour  U  valeur  de  hi  fraction  proposée  le  quotient  des 
deux  premiers  coeflSdents  différentiels  que  la  valeur  x  =  a 
ne  rend  pas  nuls  en  même  temps. 
Mais  si  le  premier  ooeflteient  différentiel ,  qui  ne  s'évanouît 
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P««u  numérateur,  n'était  pas  du  même  ordre  que  le  premier 
coefficient  difréf«ntiel  qui  ne  s'évanouit  pas  au  dénominateur, 

«est  visible  que  la  valeur  demandée  serait  0  ou  J,  c'est-à-dire 
nulle  ou  infiniment  grande ,  suivant  que  le  nombre  des  termes 
qm  disparaissent  au  numérateur  est  plus  grand  ou  moindre 
qne  le  nombre  des  termes  qui  disparaissent  au  dénomina- 
teur. 

« 

95.  Si  l'on  admet  maintenant  que  les  deux  foncUons  f[x) 
elF(a:),  ou  seulement  Tune  d'entre  elles,  ne  puissent  pas  se 
développer  suivant  les  puissances  entières  de  h  lorsqu'on 
donne  à  a:  la  valeur  particulière  a ,  conformément  à  ce  qu'on 
a  vu  dans  les  n~  88  et  suivants ,  la  règle  précédente  ne  pourra 
plus  s'appliquer.  Il  faudra  alors,  pour  connaître  la  valeur  de 

la  fraction  —,  développer  les  deux  termes  de  la  fraction 

/(«  +  *)      ^ 

Y[a-\-h]  ®^  ^"^  séries  qui  contiendront  des  puissances  né- 
gatives ou  fractionnaires  de  fc,  puis  faire  ^  =  0,  après  avoir 
supprimé  le  facteur  commun  au  numérateur  et  au  dénomi- 
nateur. 

96.  Soit  par  exemple  la  fraction 

i— a;     ' 

dont  on  demande  la  valeur  lorsque  a:  =  l.  Le  rapport  des 
coefiidents  difiërentiels  du  premier  ordre  des  deux  termes  est 

=  i  * 

et  en  faisant  ar=:  I ,  on  trouve  n.  En  effet  la  fraction  propo- 

1"  ARSÉE.  7 
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sée  représente  la  somme  des  termes  de  la  progression  géo- 
métrique x  +  a^  +  a^^  ....4-  ^*« 
Soit  encore  la  fraction 

qui  est  le  coeflficient  différentiel  du  premier  ordre  de  la  pré- 
cédente, et  qui  représente  par  conséquent  la  somme  des 
termes  de  la  série  i  +  2a;  +  Sa?"  + ....  +  na:'*""*.  Le  rapport 
des  coefficients  différentiels  des  deux  termes  est 

~  n{n + i)a?"-^  -{-n{n + l).r" 

et  comme  il  devient  -  quand  on  fait  x  =  \,  on  prendra  le 
rapport  des  coefficients  différentiels  du  second  ordre,  qui  est 

—  (n  — i)n(w+i)3^-»+n^(n+l>g'*-< 
2 

et  en  faisant  ar  =  i  on  trouve    ^   "^  '  pour  la  valeur  de- 

mandée. 
Si  la  fraction  proposée  est 

Iji+x) 


n  désignant  un  nombre  positif,  on  a  pour  le  rapport  des 
coefl^cients  différentiels  des  deux  termes 


i-\-x 
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Ainsi  la  valeur  de  cette  fraction^  correspondante  kx  =  0, 
est  -,  i  ou  0  suivant  que  l'exposant  n  est  >  1,=  1,  ou  <  4. 

fl  en  est  de  même  à  l'égard  des  fractions  -^^  et  — ^^ 

X  00 

n  désignant  toujours  un  nombre  positif.  Quant  à  la  fraction 

1  —  COS.  X 

; — ,  il  faut  passer  aux  coefficients  différentiels  du  se- 
cond ordre,  ce  qui  donne  —, '      ^^^.  Ainsi  la  valeur  de 

n{n  —  1  )^ 

1     1 
cette  dernière  fraction  corr^pondante  à  a;=0  est  j-,  x  ou  0 

suivant  que  l'exposant  n  est  >  2I>  =  2  ,  ou  <  2.  On  voit  par  là 
que  X  étant  plus  petite  que  toute  grandeur  donnée,  ou  infi- 
niment petite,  1  —  COS.  x  est  infiniment  petit  par  rapport  à 
xouk  sin.  x, 
97.  Mais  si  l'on  proposait  une  fraction  telle  que 


et  qu'on  demandât  sa  valeur  dans  le  css  où  aî=a,  comme  le 
numérateur  et  le  dénominateur  ne  peuvent  pas  se  développer 
suivant  les  puissances  entières  de  h  lorsqu'on  y  met  o  + A  à 
la  place  de  a:  (leurs  coefficients  différentiels  devenant  infinis 
lorsqu^on  y  fait  ^  =  a) ,  il  faudrait ,  comme  on  Ta  dit  n-  95, 
faire  j:  =  a  +  A,  ce  qui  donne 

et  en  développant  suivant  les  puissances  de  h,  puis  suppri- 
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mant  le  facteur  \/h  commun  aux  deux  termes  de  la  fraction  ; 
il  vient 

1  +  J^^etc 


\/2^+-4=— etc. 


2v2a 

On  trouve  donc,  en  faisant  ^  =  0^  pour  la  valeur  de- 
mandée, 

i 

^2â' 

98.  On  se  rend  compte  focilement  de  ces  résultats  par  la 

f[x) 
géométrie.  La  fraction  proposée  étant  ^^,  soient  Un  et  MN 

t[x) 

(fig.  24)  les  courbes  dont  les  ordonnées  sont  respectives- 
ment  représentées  par  f[x)  et  ¥{x).  Cette  fraction  exprime  la 

Pn 

valeur  du  rapport  —  des  ordonnées  des  deux  courbes  qui 

correspondent  à  uûe  môme  valeur  OP  de  l'abscisse  x;  et 
puisque  les  fonctions  f[x)  et  ¥[x)  deviennent  nulles  lorsque 
x=.a,  il  s'ensuit  nécessairement  que  les  deux  courbes  se 
rencontrent  en  un  même  point  de  l'axe  des  x  situé  à  la  dis- 
tance OM  =  a  de  l'origine.  Demander  la  valeur  de  la  fraction 

flx] 

=^  lorsque  ir=a,  c'est  donc  demander  la  limite  vers  la- 

F{x) 

quelle  tend  le  rapport  des  deux  ordonnées  Pn,  PN  lorsque  la 
distance  MP  tend  à  devenir  nulle.  Or,  cette  limite  est  évidem- 
ment le  rapport  des  deux  tangentes  trigonométriques  des 
angles  formés  avec  Taxe  des  x  par  les  tangentes  menées  aux 


deux  courbes  au  point  M ,  c'est-à-dire 


F(a)' 


s*  '«8  deux  c         -      ^  *^*  ~ 
^^  pour  la  vsaS^t!*®  *®^n«eb  m  et  F(^)  étaient 
point  JVi  l'u^g  ^  ^  «  j  les  deux  courbes  auraient  alors 

du  rapport  j  *  pour  tangente  commune.  La  limite 

«»  le  oo««  •  **'^*****^*^  serait  donnée  par  la  valeur  Ç^ , 
Portionnel,  ainsi  ,  "^^îe!  du  second  ordre  est  alors  pro- 
**•»*  la  courbe  s'é^  ****  ^®  ^®'™  ***"*  ^  *"**'  ^  l'intervalle 
'"''  œt  axe  à  m»  *^®  *^®  l'*«e  des  «,  lorsqu'on  s'avance 
contact  ®  distance  infiniment  petite  du  pomt  de 

*^KS    FONCTIONS   SIMPLES    D^UNB  VARIABLE. 

'^^delafonetion  ^  ^^^(^ients   différentiels  des  divers 
^  ^    a  ëeé  doiuiée  n**  54.  On  a  généralement 

"«•"ésujfe^oeiw 

^"-^^elaséHe^^^^^  .Je(.  +  Ar.  en^ant«,mpte 

Vnt  à  ce  qu'on  a  vu  n- 85,  est 

^'^'»û«»«tconr'?"°''OïK.     *"  ^2éro  et  l'unité: 

'«T>««ecerîe  .     ;  "^  ^^*e  compris  «"^jf  valeur  de  .: 

""''"^^^Zne''^^^  va  suivre  <ï«y^es,  ou  plutôt 

'     %si  "^  et  A  son*  P**   ,*«îent  de  signes 

^e«x  quanti*^^  ^* 
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opposés,  et  si  en  même  temps  la  valeur  numérique  de  h 
était  plus  petite  que  celle  de  x,  \e  théorème  auquel  nous 
arriverons  subsisterait  encore,  mai»  il  exigerait  une  dé- 
monstration particulière.  Les  deux  limites  de  la  valeur  du 
facteur  (x  +  6^)*"**  sont  évidemment  x*"^  et  (x  +  ^)"'~^ , 
en  sorte  que  la  valeur  du  développement  est  comprise  entre 
les  valeurs  qui  correspondent  à  ces  deux  limites;  et  on  peut 
prouver  que  le  réste  de  la  série  se  réduit  à  zéro  pour  (a=qo. 
Car,  en  prenant  uû  terme  de  plus ,  les  deux  limites  du  terme 
qui  représente  ce  reste  seront  égales  aux  limites  précédentes 
multipliées  respectivement  par  les  rapports 


ti.+  l        X  (JL+i 


-(-!)• 


dont  la  valeur  sera  toujours  plus  petite  qive  l'unité,  pour  des 
valeurs  de  ^  très-grandes ,  si  -  est  lui-même  plus  petit  que 

Tunité.  Ces  deux  limites  diminuent  ainsi  indéfiniment  lorsque 
jA  augmente ,  et  il  est  aisé  de  voir  qu'elles  se  réduisent  à  zéro, 
ainsi  que  le  reste  de  la  série ,  lorsque  ji  =  oo.  La  série  infi- 
nie a?*  -f  etc.,  est  donc  convergente  et  égale  k(x-\-  h)^.  Mais 
elle  finirait  par  être  divergente,  quoiqu'elle  pût  être  conver- 
gente dans  les  premiers  termes,  si  -  était  >  1. 

400.  En  divisant  les  deux  membres  par  ar"*,  puis  écrivant  x 
à  la  place  de-, on  a 

X 

tàJL    \m      . .  ^(^  — ^)^f  .  wifm  — 4)(m  — 2)^  . 

(14-a?)*  =  i+w«Jp+ s ^  H ôl ^+ 


.  m[m->i).^....(7;i-(x+i) (^^ Ox)-l^x!^. 
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La  série  infinie  qu'on  obtiendra  en  faisant  j*  =  00  sera  néoes- 
sairenient  convergente  lorsque  x  sera  <  i. 

D'après  ce  qui  précède ,  la  formule  du  binôme  de  Newton , 
qui  est  donnée  dans  les  éléments  pour  le  seul  cas  de  l'expo- 
sant m  entier  et  positif,  se  trouve  démontrée,  quel  que  soit 
œf  exposant. 

20   Fcmetioii   lotfariuunltne  109.  or. 

101.  On  a,  conformément  aux  n***  19  et  57, 

€Ljc\^ iog.e.  —  , 

les  signes  supérieur  et  inférieur  ayant  lieu  respectivement 
lorsque  (jl  est  impair  ou  pair.  Par  conséquent^  d'après  le 
n«  85,  la  valeur  de  log.  [x  +  h)  est  exprimée  par 

log.(x-hh)  =  log.a;-hlog.e  {^-:^,  +  s^-'-'^^;^^^^^^^)' 

Le  reste  de  la  série  se  réduira  à  0  pour  fJt  =  oo,  pourvu 
que  le  rapport  —  ne  surpasse  pas  l'unité.  On  s'en  convaincra 


on  obser\'ant  que  les  limites  de  ce  reste  sont  égales  aux  fac- 
teurs-^ et  -7 ^^-rvn  multipliés  par  ±:log.  c;  toutefois 

cela  suppose  que  le  rapport  ~  est  positif  :  s'il  était  négatif, 

a: 
il  faudrait  une  autre  démoDstration  qp^  »^"s  ne  donnerons 
pas  ici.  Nous  supposons  le  logarithme  P"^  ^*°^  ^^  système 
quelconque.   S'il  est  pris  dtm  le  système  dont  la  base  est  e, 
on  fera  log.  «  =  i. 


—  104  — 

102.  Si  l'on  fait  a;  =  1 ,  et  si  Ton  écrit  ensuite  x  à  la  place 
de  h,  la  formule  précédente  donne 

et  si  le  logarithme  est  népérien  ^  on  a  simplement 

j;*  rpa         X*     .  _^  JtH- 


^4+^)  =  *-T+^-T  + 


±- 


Kl+Ôj;)!*- 


Les  séries  sont  convergentes  lorsque  x  est  compris  entre  •+  I 
et  — 1. 
En  faisant  or  =  i  la  dernière  équation  donne 

et  en  faisant  x  =  —  i , 

1  1  l 

Ainsi  la  suite  ^  +  2  +  3  +  4+  ®^'  ^'^^*  P®^  conver- 
gente. 

Si  Ton  ajoute  entre  elles  les  deux  équations  suivantes 

(X*        X^        J^  \ 

--log.(l-a;)  =  log.e^j;+  J  +  J  +  J-^  ©<«•)» 
il  viendra 


—   105  — 


103.  Nous  ia<liquerons  succinctement  la  manière  dont  on 
a  effectué  le  <^£fcloul  des  logarithmes.  La  série  qui  donne 
/(^.  ii+^)f  ^opscju'on  y  fait  a?  =  y  —  1 ,  devient 

l9y^JV'{y ^-^— |(t/— i)«-i-|{y-i)»-|(y-i)Hetc.]; 

el  s\  \e  logarii^^^™^®  était  népérien ,   cas  dans  lequel  nous  le 

Ces  lotmxAes  t^e  pourraient  être    employées  qu'autant  que 
Ieaanà>TB  y  différerait  très-peu  do  l'unité.  Mais  si  Ton  fait 

y  =  >Jlty  T  désignant  un  nombre  quelconque,  la  première 
donnera 

et  si  le  nombre  r  estpris  n^Uvemeiit , 
Ces  deux  séries,  dans  Jesm,«ii peo*  donner  à  r  telle  va- 


Vs!«  que  l'on  veut,  seront  ^f  ^'"nv©*^®'**®'  "  ''''"  P"*"^ 
le  nombre  rie/ que  »/7di^  ^^    de  l'unité.  Dans  le 

calcul  que  nous  avons  en  vu*  ^^^'P^  ^.  supposer  d'ailleurs 
x>  1 ,  et  alors  la  première  cï*.'  **"  ^Vao»  termes  altemati- 
vanent  positifs  et  nëgatt^  ^^  aya»»  ^oa»  <»«''  de  la  se- 
«sB(teîon.t  positifs,  on  a     '  **ndis  «jw^ 


—  106  — 
log.  z<r\og.eÇ^7—i)     et     \og.z>r\og.c  A  —  -j^\  ^ 

Ce  qui  donne  deux  limites  que  Ton  peut  resserrer  à  volonté  en 
augmentant  l'exposant  r  du  radical. 

104.  Il  est  nécessaire  toutefois  de  connaître  log.  e.  On  y 
parvient  en  remarquant  que  a  désignant  la  base  du'système 
auquel  appartient  log.  z,  on  a  c  =  a*°*';  et  en  prenant  de 
part  et  d'autre  les  logarithmes  népériens  1  =log.  e,  la;  d'où 

i 
log.6=  .—.  L'expression  de  ly  du  numéro  précédent  fournit, 

si  a  diffère  peu  de  l'unité, 

et  d'ailleurs  les  formules  pour  log.  z ,  appliquées  au  cas  d'un 
logarithme  népérien,  donnent 

"'=i4r.=-[v^-'-^(v^-')*+5(v'^-')°  +  -H- 

Le  nombre  la ,  c'est-à-dire  le  logarithme  népérien  de  la  base 
du  système,  est  nommé  par  les  géomètres  le  module.  Dans  le 
système  des  logarithmes  népériens  le  module  est  égala  l'unité. 
Les  logarithmes  pris  dans  le  système  dont  la  base  est  a  étant 
multipliés  par  la  ou  le  module  ^  deviendront  les  logarithmes 
népériens. 

105.  Dans  le  système  des  logarithmes  ordinaires  la  base  a 
z=z  10.  En  prenant  r  =2^**  on  trouve  en  extrayant  60  fois  la  ra- 
cine carrée  du  nombre  10, 


—  107  — 

y  10  =  1,00000  00000  00000  00190  71742  08125  60527 
2^0  =  1,00000  00000  00000  00086  73617  37988  U035f\, 


Donc 


*      lA».^        86  73617  37988  Zi035Zi       ^,o,oo,io.^ 
/.-^"g'^=199  71742  0812-5-50527^^-^^^^^  ^^«^^  ' 


Pt 


la  =  j-^  =  2,30258  50930. 


On  doit  multiplier  par  ce  dernier  nombre  les  logarithmes  or- 
dinaires pour  les  changer  en  logarithmes  népériens. 

D'après  cela  le  logarithme  d'un  nombre  quelconque,  de  3 
par  exemple ,  s'obtiendra  en  extrayant  soixante  fois  sa  racine 
carrée,  ce  qui  donne 

y/3  =  1^00000  00000  00000  00095  289/^2  6i!i07Z|  58932, 

d'où 

k.'  3-i— l!  -    95  289Z|2  6A07Zi  58932 

^^^Ti  ""  199  717Zi2  08125  50527-^'^^^*^  *^^^  *^^^- 

'^n  peut  remarquer  que,  d'après  la  formule  du  n*  100,  on  a, 


^i  -i-x  =  1  + 


2       8(l  +  0a:)i 


d'où  Fon  conclut  facilement  que  lorsqu'on  extrait  la  racine 
carrée  d'un  nombre  qui  n'a  que  Tunité  avant  la  virgule, 
et  qu'on  s'arrête  à  deux  fois  autant  de  décimales  qu'il  y  a 
do  zéros  après  la  virgule ,  la  partie  décimale  de  la  racine 
pst  exactement  la  moitié  de  la  partie  décimale  du  nombre. 


—  108  — 

Gomme  la  formule  du  n""  102  donne  d'ailleurs  sensiblements 
pour  X  petit,  log.{i+a:)=a?  log.  e,  on  reconnaît  de  plus 
que  les  parties  décimales  dont  il  s'agit  sont  proportionnelles 
aux  logarithmes  et  les  donnent  immédiatement. 

(  Fwftz  sur  ce  sujet  le  Préda  qui  est  devant  les  Tables  de 
logarUhmesde  Gallet.) 

V*  FOBcUoii  expoBcniMle  «*■ 


106.  D'après  les  n~  22  et  58  on  a-^  =(/a)»^.a*,  d'où  Ton 
conclut 

^.=«.(.^^..K^.ÇJ... +»t..). 

Les  deux  limites  du  terme  qui  exprime  le  reste  de  la  série 
comprise  dans  la  parenthèse  sont  respectivement  ^-^--^ h^ , 

et  rV-^ Ai*.  Dans  cette  expression  la  est  le  logarithme 

2.3.4.... p. 

népérien  du  nombre  a.  La  série  est  convergente,  quelles  que 
soient  A  et  â?;  car  en  prenant  un  terme  de  plus,  les  expres- 
sions des  limites  du  reste  seront  égales  aux  précédentes  mul- 
tipliées par      '    ,  d'où  l'on  conclut  que  les  restes  tendent  à 

devenir  nuls  lorsque  (i  augmente  indéfiniment. 

107.  En  divisant  par  a',  puis  écrivant  x  à  la  place  de  h^W 
vient 

n^-4  ^i„  ^-u  f'«)'  r« -u  (^)'  x»4.         +  (^)^^^'  ^a 
ri«=l+/«.a;+-2-*'  +  -2:3-^+ +  2.3.4....ix^*^' 

gi  ronfaitâ?:=l,ona 


—  lOÔ  — 

2      ^  2.3  ^  2.3. A  ^®^" 


ce  qui  donne  la  base  a  en  fonction  du  module^  comme  la 
série  du  n<»  104  donne  le  module  en  fonction  de  la  base. 
Si  Ton  fait  a=ze,  on  a 

^=l+a;+J  +  g+^+^  +  etc., 

série  qui  est  toujours  convergente.  En  supposant  â;=l,  on 
retrouve^  conune  cela  doit  être^  l'expression  du  nombre  « 
donnée  n*  16. 

V  FoneUoiu  crlffOBoiiiétrlqiic*  slii.ap  et  cm.  a?. 

t08.  Noos  avons ,  d'après  le  n*  59^ 

--  =  sio.(.-Kf)    et  ^^  =  cos.(.  +  'j). 


</KsiD.; 


dxV' 

Par  conséquent, 

sin.a: , ,     cos.;r  .  »  , 
^ln.{x-\-/i)  =  sîn.x  -h  cos.a?./i ^  fr ^y  "  + 


(!1!LîlI) 


sin.  (a;+0/i  + 


■^  273:5^"*" ■*"       2.3.A |x      '^^ 

cos.a? . ,  ,  sin.a;  . ,  , 
ces  (ar+/^)=  cos,a:  —  sin.xJi ^  n^+  -gTa"  '^^ 


cos.(a;+e/i+-^-) 

2:3:5  '*'"• "^    2r3./i p^ 


+  5^11*-. ■f'-ôrk. /^^ 


i:omrae  la  valeur  du  sinus  ou  du  cosinus  d'un  arc  quelcon- 


—  140  — 

que  est  toujours  comprise  entre— 1  et  +1 ,  les  ternies  qui 
représentent  les  restes  de  ces  deux  séries  sont  nécessairement 

compris  entre--^^^— et  +  ^^3^j— ^ 

Les  séries  sont  toujours  convergentes ,  quelles  que  soient 
h  et  X ,  puisqu'en  prenant  un  terme  de  plus  les  limites  des 
restes  sont  égales  aux  précédentes  multipliées  par  le  rapport 

,  rapport  qui  diminue  indéfiniment  lorsque  p.  augmente 

de  plus  en  plus. 

400.  On  peut  faire  â?=0,  puis  écrire  a;  à  la  place  de  h^c^i 
qui  donnera 

sm.a;=x- 2:3  +  2;^;^  -  2.3.4.5.6.7  ^  ^^' 

<^s.^='*-T +  é:4  ""2:3X5:6 +  ^^- 

On  a  ainsi  deux  séries,  toujours  convergentes,  et  qui  jouissent 
en  outre  des  propriétés  particulières  aux  séries  dont  les 
termes  sont  alternativement  positifs  et  négatifs.  Ces  expres- 
sions ont  été  données  par  Newton. 

On  ne  doit  point  perdre  de  vue  d'ailleurs,  soit  en  faisant 
usage  de  ces  formules,  soit  dans  toute  autre  occasion,  que  la 
lettre  x  désignant  un  arc  est  toujours  le  nombre  abstrait  qui 
exprime  la  longueur  de  cet  arc  dans  la  circonférence  dont  le 
rayon  est  Tunité.  Tant  que  la  quantité  x  est  sous  les  signes 
sin.jcos.,  tang.,etc.,  on  peut  concevoir  cette  quantité  expri- 
mée en  degrés  du  quart  de  cercle;  mais  on  doit,  quand  elle 
est  hors  de  ces  signes,  lui  donner  sa  véritable  expression.  Si 
on  continue  à  l'exprimer  en  degrés,  dont  00  forment  le  quart 
de  cercle,  il  faut  alors  multiplier  le  nombre  de  degrés  par  le 


—  441  — 

410.  Nous  prendrons  encore  pour  exemple  la  fonction 
y=arc.  tang.  jr.  On  a ,  d'après  le  n'*  35 , 

^y        4 

rfï  =  4T^=^^^'î'- 

Donc,  en  différentiant ,  et  considérant  que  dans  le  second 
membre  y  est  fonction  de  x , 

^  =  —  2  C0S.2/  sin.y,  ^  =  —  2  cos.y.  sin.y.  cos.*y 
=  —  sin.2^.\C0s.>y. 
En  continuant  à  diflférentier,  on  trouve 

^  =  —  2(cos.2y.  cos.*y  —  sin.2y.  cos.y.  sin.y)  ^ 

=: 2  COS.  32/.  C0S.'î/  , 

jjf  =  2.3(sin.32/,  cos.»i/  H-  cos.3^.  cos.*y.  sin.y)  -^ 

=  2.3  6in./i2/.  cos.*y , 

dhi  dfj 

^=  2.3.4  (cotLày-  coa.*y  —  sin.Uy.  cos.'y.  sin.y)  -^ 

=  2.3.4  cos.ôy.  cos.*2/ , 
et  ainsi  de  suite.  Ainsi  Ton  a 

arc  tang.(â;  -f  A)  =  j/  -f  cos.y.  cos.y.h  —  sin.2y.  cos.*y.  — 
-cos.3y cos.»y -g-  +  sin./i2f.cos.^y.  y+  cos.5y.  cos.»y  y  —  etc., 

lormule  qui  donne  l'expression  de  Farc  dont  la  tangente  est 
x+k,  en  fonction  de  Tare  dont  la  tangente  est  x. 
Si  l'on  suppose  x  =  Oy  il  vient 

arc.tang./i=A— 3^+- 5  —y  +  etc. 


—  iiî  — 


Cette  dernière  formule  a  été  donnée  par  Leibnitz.  On  en  dé- 
duit en  faisant  A  =  1 

5  =  ^-3  +  5-7-^9-^'^ 

expression  remarquable  du  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre. 

XII.    RELATIONS  QUI  EXISTENT   ENTRE  LES  PONCTIONS  EXPONENTIELLES 
ET   LES  FONCTIONS  TRIGONONETRIQUES. 

4ii.  On  sait  que,  conformément  aux  notations  adoptées 

dans  l'analyse  ;  on  exprime  par  le  signe  v/  —  1  la  quantité 
qui ,  étant  multipliée  par  elle-même,  donnerait  —  1.  Quoique 
cette  quantité ,  à  proprement  parler,  n'existe  pas ,  et  que 

l'expression  v^  —  4  et  toutes  les  fonctions  qui  en  dépendent 
soient  par  cette  raison  appelées  imaginaires ,  on  peqt  néan- 
moins les  soumettre  à  toutes  les  opérations  analytiques^  en 
considérant  v^  —  1  comme  une  constante.  Nous  remarque- 
rons que  Ton  a  pour  Vexpression  des  puissances  de  v/  —  i 

(v'=l)*  =  -i 
(vcrî)«=,/:rî 

etc. 
Nous  rappellerons  aussi  que  si  l'on  a  une  équation  telle  que 


—  il3  — 

A,B,P,Q  étant  des  quantités  réelles ,  on  en  conclut  néces- 
sairement *vvoa- 

A  =  P      et      B  =  0  ; 
par  conséquent  si  Ton  a 

A  +  Bv^=:r=P,     ou     A  +  Bv/=T=Q^/iri 
on  en  conclut  de  la  même  manière 

A  =  P     et      B  =  o,       ou      A  =  0      et      B  =  0. 
112.  La  quantité  imaginaire 

peut  toujours  se  mettre  sous  la  forme 

p(cos.94-\/— isin.^). 

pet  ©désignant  deux  quantités  réelles,  dont  les  valeurs  sont 
déterminées  en  posant 

pcoa.ç=:a,      d'où       p= -|-v^a«+6*,      cos.o  =  -, 

P 

psin.(p=6,  sin.ç=-. 

P 

La  quantité  p,  qui  est  toujours  un  nombre  positif,  est  appe- 
lée le  module  de  l'expression  imaginaire  a  +  6  sj — i;  <p  re- 
présente l'un  quelconque  des  angles,  dont  le  cosinus  et  le 
sinus  sont  donnés  par  ces  expressions. 

113.  Cela  posé,  reprenons  le  développement  de  la  fonc- 
tion «•  donné  n*  J07,  qui  est 

^2  ^ 2.3^  2,3,4^2,3.4-5^ 2.3.4.5.6 ^2.3.4.5.6.7^^^'- 

I"  A!!>-|ÎF.  8 


-  HA  — 

En  substituant  dans  cette  équation  œ^ — i  à  la  place  de  x^ 
elle  deviendra 

e-    -i+rrv     *      3  3^3     +  2.3.4  ^  2.3.Û.5 


2.3./1.5.6      2.3.i!i.ô.6.7 


/.    C   fi   "7      "^ 


etc. 


Or»  en  comparant  la  série  du  second  membre  aux  développe- 
ments de  cos.â?  et  sin.â;  donnés  n*"  109^  on  voit  qu'elle  re- 
vient à  COS.  j?+  v/ — isina?.  Donc 

^ '^"^  =  COS.  a;  +  v/^  sin.  « 

et  en  changeant  le  signe  de  x, 

^^  "*  =  COS.  a? — v*^^  sin.  a?  ; 

équations  qui  ont  été  données  par  Euler,  et  qui  sont  d'une 
grande  importance  dans  l'analyse. 
On  en  déduit  immédiatement 

cos.aî  =  — 


sm.  X  ■- 


2 


2v/^=ï 


114.  Les  formules  précédentes  peuvent  être  regardées 
comme  renfermant  tous  les  résultats  que  l'on  peut  tirer  de  la 
considération  des  angles.  En  effets  si  l'on  multiplie  Tune  par 
l'autre  les  équations 

e*^^  =  ces.  X  +  V^— 1  sin.  x 
e»*^  =  COS.  y  +  v^^^sin.  y , 


—  115  _ 

on  trouvera 

Mais  d'un  autre  côté 

donc,  d'après  ce  qui  a  été  dit  no  411, 

cos.(a?+y)«=cos.a?  ©o&y — fliiLaîfiiiLy 
sin.  (x+îO  ^  COS.X  Bin.  y  +  siiua?  cos.y 

fonnuies  dont  on  déduit  toute  la  trigonométrie. 

m.  On  peut  former ,  au  moyen  des  expiassions  de 
COS. a?  et  sin.ar  en  exponentielles  imaginaires,  celles  de 
toutes   les    autres    lignes    trigonométriques.    On   a.    par 

exemple, 

eoa.ap       V— ï  e*^^^+  e-*/=t* 
oa 


^  tffe  de  cette  éqaation 


l-h\/ — Itang.dg 
'  1 — v^ — ^^1  tang.x* 


et  par  conséquent 


X 


__       i        ^l-<-\/^^^tang.a? 
~"  2^ — i     1 — v^— ltang.aî' 


I^ac,  en  développant  le  logarithme  par  la  formule  qui  est 


—  1i6  — 
à  la  fin  du  nM02,ona 

111 

X  =  tang.x—  -tang.*x  +  ^  tang.'o;  —  :=  tang.' x  4-  etc. 

00/ 

Nous  retrouvons  ainsi  la  série  de  Leibnitz^  qui  a  été  donnée 
ci-dessus,  n*  110. 

116.  Il  importe  de  considérer  d'ailleurs  que  les  dévelop- 
pements 

subsistent  lorsqu'on  donne  à  l'arc  x  une  valeur  quel- 
conque imaginaire  x^^m-{-n{^i.  On  peut  vérifier,  en 
effet,  que  la  substitution  de  m-\'n^ — 1  à  la  place  de  x 
dans  la  première  série,  ou  la  multiplication  des  deux 
séries  qui  représentent  respectivement  les  valeurs  de  0** 
et  e"*^^  donnent  le  môme  résultat  On  remarquera  de 
même  que 

sin.  {m->^nsl—  1)  =  sin.  m .  ces.  n  V—  1  +  cos.  m .  sin.  nyj—  1  : 

or  si,  après  avoir  formé  les  développements  de  sin.  m  et 
de  COS.  n  /— 1>  on  les  multiplie  Tun  par  l'autre,  et  on  les 
ajoute  au  produit  des  développements  de  cos.  m  et  de 
sin.  n  v^ —  1 ,  on  trouvera  le  même  résultat  qu'en  faisant 
a?  =  m  +  n^^^  dans  la  série  qui  représente  la  valeur 
de  sin.  x.  On  a  également 

eos. (m+« V— ■  ^)  =  ^s. m .  cos. n^— 1 —  sin. m .  sin.ft\/ — i  ; 
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et Fon^connaît  que  la  diffémice  des  produitsdes  développe- 

1  même  résultat  que  la  substitution  de  m  +  n  vCTT  la 
place  de  or  dans  la  série  qui  représente  ces.  œ. 

\J^f!t  "^f  7!^  '«^^q^e  que  les  équations  posées  dans 
«  n  nj  et  ii4,  qui  expriment  les  relations  existantes 
entre  les  fonctions  exponentielles  et  trigonômétriques,  con- 
viennent  également  aux  cas  où  l'on  attribuerait  à  la  va- 
nâble  X  la  valeur  imaginaire  m+n  ^^=^, 

Formule  de  Maêvre.  Résolution  des  équaiions  bindmei. 
117.  Reprenons  l'équation  du  n»  113 

e'^^=  COS.  a:  -h  v/^==^sm.x, 

dans  laquelle  x  représente  un  nombre  quelconque,  et  où 
l'on  peut  attribuer  indiflféremment  le  signe  +  ou  le  signe  — 
au  radical  ^/— 1.  Si  Ton  écrit  mx  au  lieu  de  a?,  m  désignant 
aussi  un  nombre  constant  quelconque  (pourvu  qu'il  soit  réel), 
il  viendra 

e!""*^^^  =  cos.  mx  -f  v/— Isin.  mx. 

Mais  si  Ton  élève  les  deux  membres  de  l'équation  précédente 
à  la  puissance  m,  on  aura 

e***^-*  =  (cos.  X  4-  v^— Isin.  a?)". 
Donc 

(cos,  X  H-  sj — 1  sin«  xf^  =  cos.  mx  -f-V— *sin.  mx , 

formule  très-importante  dans  l'analyse,  qui  a  été  donnée  par 
Moivrt. 
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D'après  ce  qui  précède ,  cette  formule  se  trouve  dé- 
montrée, quelle  que  soit  la  valeur  de  l'exposant  m.  On 
peut  y  parvenir  bien  simplement  dans  le  cas  où  m  est 
un  nombre  entier  positif  en  formant  les  puissances  suc- 
cessives de  COS.  X  4-  v^ — 1  sin.  x.  En  ^et,  on  a  évidem- 
ment 

(cos,x-f  v/---ïsin.^/  =  Cos,*jj  +  2^^^sin.«cos,^  — sin.*x , 

d'où  résulte 

(cofl.a?  +  s/^sin.a?J'=eos.2aj  +  ^^^xu%d  ; 

on  a  de  même 

(cos.a?+  v''^^sin.a;)'=(cos.a?+  v^^l  sin.x)  (cos.2j;+  \/^^  sin.2a?) , 

d*où  Ton  tire,  en  développant 

(COS.JJ+  v^^^sin.oî)'  =  cos.3a:+  ^^  sin.ax , 

et  ainsi  de  suite. 

H8.  La  formule  de  Moîvre  donne  immédiatement  l'ex- 
pression des  raeinee  des  équations 

«•— is=«     et     «•  +  !  =  «, 

n  étant  un  nombre  entier.  Supposons,  en  effet, 

X  =  p(cos,<p  +  ^— lsin.ç) , 

p  étant  >  0  et  Y  désignant  un  angle  quelconque*  On  aura 

donc 

jj*  =  p*(cos.n9  -I-  ^^  sin.nç)  ; 
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et^  60  sul^iiftuant  dans  Téquation  a:*"— 1 = 0 , 

p-(cos.n<p  +  V'^ri  sin.  n?) — i  =  o. 

'>tte  dernière  équation  ne  peut  être  satisfaite,  d'après 
œ  qui  a  été  dit  n*  1 11 ,  qu'autant  que  l'on  aura  séparé- 
ment 

P"cos.W9  — 1  =  0    et    8in.n<p  =  0;    d'où    ?  =  — etp  =  l, 

n 

i  désignant  un  nombre  entier  quelconque.  Donc 
:r=:cos« h  v^— Isin.  — , 

expression  qui  doit  donner  toutes  les  racines  réelles  et 
imaginaires  de  Téquation  x* — 1=0.  En  effet,  faisant 
1=0,  on  a  d'abord  a?=l,  ce  qui  est  la  racine  réelle  que 
cette  équation  donne  nécessairement  :  fai$ant  encore  t  =  2, 
•  =  3,  i  =  A,  etc.,  jusqu'à  i  =  n — 1,  ou  aura  n  —  1 
autres  racines  différentes  >  qui  toutes  appartiennent  à  la 
proposée.  En  faisant  «  =  n,  on  retrouve  la  racine  réelle 
x=4.  En  faisant  t  =  »  +  l,  on  retrouve  la  même  racine 
qui  avait  été  donnée  par  la  supposition  de  »=2;  et  ainsi 
des  autres.  Ainsi  la  formule  précédente  exprime  bien  les  n 
racines  réelles  ou  imaginaires  de  Téquation  x*— 1=0, 
et  seulenaent  ces  n  racines,  qui  répondent  aux  preinières 
valeurs  de  i  depuis  O  jusqu'à  n— 1  inclusivement.  Nous 
remarquerons  d'ailleurs  que  dans  le  cas  où  le  nombre  n  est 
pair,  l'expression  générale  des  racines  donne,  en  faisant 

t=-  x=. 1     c'est-à-dire  la  seconde  racine  réelle  qui 

appartipqt  alors  à  Péquation  proposée.     , 
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Les  racines  de  l'équation  ar**-*i=0  ou  x^^=i\,  qui  sont 
exprimées  respectivement  d'après  ce  qui  précède  par 

j;  =  COS.  —  H-  d—  1  sln.  ^^ 
n       ^  n 

a?  =  cos.  —  +  wCTTsin,— 

n       "  n       . 

a:  =  cos.^  +  V::rrsin.^ 

n       '  n 

x=cos.^-'=--i-v/^=^sin.^ 


sont  appelées  racines  de  VuMti. 
ii9.  Si  Fon  substitue  l'expression 

X  =  p(cos.9  +  \^—  1  sin.9) 

dans  réquation  «'^+  ^  =0^  on  trouve  de  même 

P*(cos.n<p  +  v/^sin.nf)  +  1  =  0, 

équation  qui  ne  peut  être  satisfaite  qu'autant  que  Ton  a  sé- 
parément 

p*cos.n?  +  l  =  0    et   sin,n9  =  0;    d'où    y  =  ^  '"^  ^etp  =  l^ 

t  désignant  toujours  un  nombre  entier.  Donc^  l'expros- 
sion 

îi  ^  n 

doit  donner  toutes  les  racines  de  Téqualion  x*+l=o. 
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En  faisant  successivement  i  =  0,i=l,î=2,  etc.,  jusqu'à 
•=**""*>  ^^  trouve  effectivement,  comme  dans  le  cas 
précédent,  n  valeurs  différentes  qui  sont  les  n  racines 
danandées.  Et  si  l'on  supposait  ensuite  i  =  n,iz=n  +  i, 
i=fi+2,  etc.;  ces  mêmes  valeurs  se  reproduiraient  suc- 
cessivement dans  le  même  ordre.  Lorsque  le  nombre  n 
est  pair,  les  racines  dont  il  s'agit  sont  toutes  imagi- 
naires;   mais   s'il    est    impair^    Texpression  générale  des 

racines  donne,  en  faisant  t  =  ^^,  j?  =  —  i,  c'est-à-dire 

la  racine  réelle   unique  qui    appartient  alors  à  l'équation 
proposée. 

120.  Ces  résultats  deviendront  plus  sensibles  si  l'on  re- 
marque  que  la  circonférence  du  cercle  (fig.  25)  ayant  été 
partagée  à  partir  de  l'extrémité  0  du  diamètre  en  2n  parties 
égales,  on  trouvera,  en  considérant  les  points  de  division 
0,2,4,6,8,  etc.,  de  numéro  pair,  les  arcs  auxquels  appar- 
tiennent les  cosinus  et  sinus  qui  entrent  dans  l'expression 
des  racines  de  l'équation  œ^ — 1=0;  et  qu'en  considérant 
les  points  de  division  1,3,  5,7,9,  etc.,  de  numéro  impair, 
on  trouvera  également  les  arcs  auxquels  appartiennent  les 
cosinus  et  sinus  qui  entrent  dans  l'expression  des  racines  de 
l'équation  a?*  + 1  =  0. 

121.  Remarquons  que  les  différents  angles  compris  dans 

les  expressions  —  ou  ^ — —  sont  toujours  tels  que  le 

même  cosinus,  et  des  sinus  égaux  et  de  signes  contraires, 
appartiennent  à  deux  de  ces  angles.  L'ambiguïté  du  signe 
radical  y^ — 1  exige  en  effet  que  chaque  racine  de  l'équa- 
tion a;* — 1=0  puisse  également  être  exprimée  par 

X  ==  cos.  -—  +  V—  1  siû.  -— 
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et  par 

a;  =  cos.?î??-sPîsin.?5î. 
n       ^  n 

Or,  si  l'on  multiplie  Tun  par  l'autre  les  deux  facteurs  du 
premier  degré 

a;— COS.  — —  J—  1  sin,  —  et  a;—  cos.  —  +  v—  i  sin.  — , 

on  trouve  pour  résultât  l'expression  réelle 

x'  — 2XC0S.  — +  1, 

n 

qui  représente  d'une  manière  générale   les  facteurs    du 

second  degré  appartenant  à  l'expression  x" —  i.  En  effet ,  si 

l'on  attribue  à  t^  dans  cette  expression,  toutes  les  valeuirs 

n 
entières  qui  ne  surpassent  pas  -,  et  si  on  l'égale  à  zéro , 

on  aura  autant  d'équations  du  second  degré  qui  donneront 
les  racines  simples  de  la  proposée.  Il  faut  remarquer  toute- 
fois qu'en  faisant  i==-0,  l'expression  dont  il  s'agit  devient 
jr' — 2j:  +  I,  ou  [x — i)  (x—i).  Cependant  on  ne  devrait 
prendre  que  le  facteur  simple  x — i  ,  si  l'on  voulait  repro- 
duire la  proposée  par  la  multiplication  des  facteurs  corres- 
pondant à  ses  racines.  De  même ,  en  faisant  i=:  -,  lorsque  n 

est  un  nombre  pair,  l'expression  précédente  devientx"+2jp-4-i , 
ou  {X'{-i)[x-^ï),ei  néanmoins  on  ne  doit  compter  que  le 
seul  facteur  simple  x-f-1. 

On  verra  de  la  même  manière  que  les  racines  imaginaires 
de  l'équation  a;*  +  l=:0,  multipliées  deux  à  deux,  pro- 
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doisentdes  facteurs  réels  du  second  degré,  dontrexpressioii 
générale  est 

et  donne  lieu  à  des  remarques  semblables  aux  précédentes. 

122.  Les  résultats  auxquels  on  vient  de  parvenir  s'appli- 
quent évidemment  aux  équations,  telles  que 

a?*  —  a^O       ou      a?'*  +  a  =  0, 

a  désignant  un  nombre  quelconque;  car^  en  faisant — =y, 

ellfô  reviennent  à  y* — 1  =0  et  y*  +  i=0.  On  voit  donc 
que  la  racine  n*^  du  nombre  quelconque  a  présente  géné- 
ralement n  valeurs^  qui  sont  égales  au  produit  de  la  valeur 
arithmétique  ^a  multipliée  par  les  n  racines  de  l'unité; 
c'est-à-dire  que  l'on  doit  concevoir,  afin  de  donner  aux 
expressions  la  généralité  que  comporte  l'analyse,  la  racine 
»"*  de  +  a  représentée  par  Fexpression 

Ç/5(^cos._^-^/=Taln.-j; 

et  de  même  la  racine  n***  de  — a  représentée  par  Texpres- 
sion 

On  obtiendra  les  n  valeurs  cherchées  en  attribuant  succes- 
sivement à  »  les  valeurs  entières  0,  i,  2,  3 n— 1.  Quand 

il  s'agit  de  v^+^ ,  il  n'existe  qu'une  seule  valeur^  réelle  î^a, 
si  n  est  impair  ;  et  deux  valeurs  réelles  zt  î^a ,  si  n  est 
pair.  Quand  il  s'agit  de^— «  »  ^  ^^^^  ^^  ^^^  ^'^^^ 
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réelle  —  ^a",  si  n  est  impair  ;  et  il  n'existe  aucune  valeur 
réelle  si  n  est  pair. 

123.  L'obligation  qui  nous  est  imposée  de  considérer  dans 
tous  les  cas  l'expression  ^a  y  a  désignant  un  nombre  quel- 
conque positif  ou  négatif,  comme  présentant  un  nombre  n 
de  valeurs  distinctes  réelles  ou  imaginaires,  donne  lieu  à 
faire  quelques  remarques  nécessaires  pour  rinterprétation 
générale  de  la  formule  de  Moivre,  présentée  n"*  117, 

(COS.  X  +  ^-—i  sin.  x)*  =  cos,  mx  +  v^— 1  sin.  wu?. 

Tant  que  le  nombre  m  est  entier,  chaque  membre  de  l'équa- 
tion a  une  valeur  unique,  et  ces  deux  valeurs  sont  identi- 
ques, comme  on  s'en  assure  en  formant  la  puissance  m  de 

cos.â?-}-  ^ — 1  sùi-  ^  P^^  ^  multiplication.  Mais  si  l'exposant 

i 
m  est  une  firaction  -  ou  plus  généralement  un  nombre  frac- 
tionnaire -  (p  et  9  désignant  des  nombres  entiers  premiers 

entre  eux),  le  premier  membre  doit,  d'après  ce  qui  précède, 
présenter  q  valeurs  distinctes.  Or  on  mettra  ces  valeurs  en 
évidence  si  Ton  introduit  dans  le  second  membre  le  facteur 

cos. h  V — *  sm.  —  qui  donne  les  q  racmes  de  1  unité, 

en  y  attribuant  à  %  un  nombre  q  de  valeurs  entières  consé- 
cutives quelconques.  Nous  écrirons  donc 

(cos.«+v'^^^n.a;)«=(cos.-a?4-v'^^sin.-x  j  ^008.—  +  vdTsin.— )  ; 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose , 

(cos.*-hv/-lsinJ=  (cos.?^^%s/-i8in.?£±?i-)j 
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ou  enfin,  puisque  p  étant  un  nombre  entier  on  peut  écrire 
fi  au  lieu  de  i , 

(cos.«+ v/^^sîn.aT)^=  cos.  ?  (ar+2i7c)-t- V'^Tsin.  ^  (a?+2i;t). 

Ainsi  tout  se  réduit  pour  obtenir  les  q  valeurs  que  doit  pré- 
senter le  second  membre  de  l'équation 

ç 

(COS.  j:4-  i/ —  1  sin.a?)'  =  cos.  ?  j:-f  \/^^  sin.  ?  x , 

à  concevoir  que  Ton  augmente  successivement  l'angle  x 

des  multiples  0,  1,  2,  3, q  —  i  de  la  circonférence  Stt. 

424.  Les  résultats  précédents  donnent  également  la  réso- 
lution des  équations  de  la  forme 

a;'*  -f-  ax**  +  6=0. 
En  effet,  en  prenant  d'abord  la  valeur  de  a?*,  on  a 


-—t^Vf^"-- 


et  si  le  second  membre  est  réel ,  il  reste  simplement  à  résou- 
dre l'équation 


a 


V/?-'='- 


semblable  à  celle  du  n**  i^^. 

Si  le  second  membre   est   imaginaire,  c'est-à-dire  si  b 
étant  positif  a*  est  <46,   l'équation  proposée,  en  posant 


cos, 


^_.  ^  /g*  et  y  ==  —.y  P^^^  ^*^^  remplacée  par  l'une 
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ott  raatre  des  deux  équations  suivantes  : 
y*»  — 2cos.^.y*  +  l  =  0, 

selon  que  le  second  terme  est  négatif  ou  positif.  En  consi- 
dérant d'abord  le  premier  cas,  et  substituant  dans  l'équa- 
tion 

y«»  — 2co8.fif.y*  +  i  =  0 
l'expression 

y  =  p(cofl.ç  +  \/—  1  sin.  <p) , 

où  p  est  essentiellement  positif,  il  vient 

p^(cos.2n9+  >/^sin.2n<p)--2p'»cos.^(cos.n94-  /^sln.nf  )+i=:0; 
c'est-à-dire 

p»*  C08. 2n<p — 2p*  ces.  g.  ces.  nf  + 1  =  a 
p'*  sin.  2w9  —  2?*»  cos.  g .  sin.  n?  =  0 , 

à  cause  de  sin.2n(p  =  âsin.n(pcos.n(p^  la  dernière  équation 
donne 

,      cos.^ 
^       cos.n9' 

valeur  que  je  substitue  dans  le  second  membre  de  la  pre- 
mière équation  mise  sous  la  forme 

—  =  2cos.  g  cos.  nç — p*  cos.2n?. 

A         cos  o  4 

Je  trouve  ainsi  -^  =  — — ,  d'où  résulte  p*  =  --  ou  p=l  , 
P        cos.n?  «^       p*       «^        > 

puis 

COS.  nç  =  cos.  ^ ,      c'est-à^re      <p  =  -Î-jt^  ^ 
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«  un  nombre  entier  quelconque.  Les  ta- 
mt  donc  représentées  par  l'expression 

n  fi      * 

ionnera  à  t  toutes  ]es  valeurs  entières 
n.  Les  facteurs  réels  du  second  degré 
ation  dont  il  s'agit  sont  représentés  par 

-2ycos.-^-^+l. 

nsuite  le  second  cas,  et  substituant  dans 

"••-h  2cos.^.y*»+l  =  0 

3  (COS.  <p  +  v/~- 1  sin.  9) , 
=  i  ,  puis 

^Oi       d-où      ^  =  (^î±^. 

i  exprimées  par 

1  second  degré  par 

f/  COS.  ^^ ^ ^  +  1. 

lion  des  équations  à  deux  termes  en 
nier  et  du  second  degré  correspond  à 
3trique  très-remarquable,  connue  sous 
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le  nom  de  Théorème  de  Cotes  ^  qui  l'a  donné  le  premier.  A 
étant  le  centre  d'un  cercle  (fig.  26  et  27)  dont  le  rayon  est 
égal  à  Tunité,  soit  portée  sur  un  diamètre  la  distance  AB=a7. 
Soit  un  angle  quelconque  OBI  compté  à  partir  de  ce  diamètre, 
et  désigné  par  «p.  Appelons  y  la  distance  El.  On  aura  évi- 
demment 

y=  v/(cos.  9  —  a;)*+sin.  9* 
et 

y*  =  X*  —  SaîCOS.  9+  4. 

Cela  posé  9  imaginons  que  l'on  ait  partagé  à  partir  du  point  0 
la  circonférence  2ic  en  un  nombre  2n  de  parties  égales,  et 
désignons  respectivement  par  yo^Vn  V^y  yn^'-Vm-i  1^  ^on- 
gueurs  des  lignes  BO^  Bl^  B2^  B3,  etc.  En  attribuant  suc- 
cessivement à  l'angle  9  dans  l'expression  précédente  de  y* 

O.TT     \.T.     2.T:     3.ir  (2n— Ijr      ^^ 

les  valeurs  — ,  — ,  — ,  — , cette  expi*es- 

n      n       n       n  n  '^ 

sion  donnera 

w  *=x*— 2jîcos.  -^  -f  1 
n 

11  «=  a;«— Sjrcos. h  1 

n 

t/,'  =.  x'—  2JJC0S.  — ^  + 1 
y,*=rx»— îlrcos.  -^  + 1 

i/.»=ra;'— 2a:cos.  —  -f-  i 

5  7: 
î/.«=a;*— 2a?cos.  -^  +  1 


2/%^«,  =  a;'  — 2XC0S.  — ^  +  i 

•      «           (2n  — 1)7:  .   ^ 
!/in-i  =  ^'  —  2a: cos.  ^ ^  +  1. 


—  i29  — 

a'en  prenant  respectivement  les  y'  de 
y*  de  numéro  impair,  nous  avons  ici 
nd  degré  des  fonctions  a:" — 1  et  a?*+l 
;  générales  ont  été  données  n'  121.  On 
divisions  également  éloignées  des  extré- 
\B  donnent  pour  y  des  valeurs  identi- 
a  toujours  ïn-i=»n+i,  y«-,=yn+„  etc. 
ue^  d'après  ce  qui  a  été  dit  dans  le  nu- 
t  prendre  qu'une  fois  les  facteurs  simples 
iirs  du  second  degré  qui  répondent  aux 
acés  aux  extrémités  du  diamètre.  D'après 
iment 

^^  Vf  y 9*  y**  i/t •  Vm-i  • 

nent  Ténoncé  du  théorème  de  Cotes, 
était  faite  dans  un  cercle  dont  le  rayon 
t  aux  lignes  de  la  figure  leurs  rapports 

/p 
I  du  cercle  à  Tunité.  eixh-.  Donc  on 

P 

=  î/o*  Vf  Vk'Ve y*n-^ 

=  y\*yz*yt*yi ytn-i» 

résentant  dans  ces  dernières  équations 
rnes  BO,  Bl,  B2,  etc.,  dans  le  cercle 

tîon  semblable  s'applique  à  la  décom- 
les  équations  a?*"— 2cos.sr.j?**  +  l=0 
.-1=0,  dont  on  s'est  occupé  n»  124. 
Q»  des  facteurs  réels  du  second  degré 
ce»  équations,  et  qui  ont  été  données 

9 


—  130  — 

dans  le  numéro  cité ,  on  reconnaît  que  les  carrés  des  lignes 
(iO^  Bl ,  B2^  etc.,  représenteront  ces  fiEiçteurs,  pourvu  q\i'au 
lieu  ^e  diviser  la  circonférence  en  2n  parties  égales,  à  partir 
(le  l'extrémité  C  du  diamètre  sur  lequel  est  portée  la  distance 
A^5=x,  on  commence  cette  division  (fig.  28)  à  partir  du 

point  0,  après  avoir  porté  Tare  GO  =:^.  Ainsi,  en  désignant 

toujours  par  y^ ,  j/„  t|[^ ,  jjfj ,  etc. ,  les  lignes  BO,  Bl ,  B2,  B3,  etc. , 
on  a  également 

j;*»~2cos.jr.a:«-f-i  =  yo-»«-!/»-»^ Vt^i 

j:»"  +  2  cos.  ^.  a;"  +  1  =  y, .  y^.  y,,  y, y,,^,. 

Cette  dernière  proposition,  dont  U  précédente  n'est  qu'un 
cas  particulier,  a  été  donnée  par.  Motvre. 

JRemar^uçs  sur  les  expressions  imaginaires.  Eocf  cessions  géné- 
rales des  logarithmes  et  des  sin^s  et  cosinits, 

127.  Les  proi»iét6s  des  expressions  imaginaire»  sont  uni- 
quement fondées  sur  les  notions  exposées  aux  n~  111  et  ii2, 
et  sur  l'identité  des  expressions  c"*^"*  et  cos.a?+\/ — 1  sîn.a? 
qui  a  été*  remarquée  dans  le  n^  113  ,  et  qui  conduit 
immédiatement  à  la  formule  de  Molvre  donnée  n»  117.  Nous 
nous  bornerons  ici  aux  remarques  les  plus  simples  sur  ce 
sujet. 

Les  propriétés  principales  des  fonctions  simples  x^,  log.j?, 
a' y  sin.rr  ou  cos.a;>  subsistent  également  lorsqu'on  donne  à 
la  variable  x  une  valeur  imaginaire. 

La  nature  de  la  fonction  x^  consiste  en  ce  que  Ton  a 
x*j:"  =  a:"*^".  Or,  en  posant 

ar  =  j  (cos.  1+ V^^aliL  0 , 
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o*  doit  également  donner  a''a^=i€^'^, 
>ujours  considérer  à  la  place  de  a'  la 
ni  a*  =  6%  et  prenant  de  part  et  d'autre 
riens,  il  vient  xla^^v-,  en  sorte  qu'il 
^ar  la  pour  changer  a^  en  ^.  Mais  en 
-i  ,  el  jf=p  +  ^v'— i,  nous  avons 

?«.  e- V^^=  e^  (COS.  n  +  /=Tsin.  n) 

>  +  <?)+  y— lsin.(n  +  ^))= e^v. 

s  que  la  transformation  de  a'  en  e* 
X  par  /a,  suppose  que  la  soit  un  nom- 
gné ,  c'est-à-dire  que  a  soit  un  nombre 
riété  de  la  fonction  a*  dont  il  s'agit  ne 
estriction,  lorsqu'on  veut  attribuer  au 
négatives  ou  imaginaires4 

logarithmes  consiste  en  ce  que  Ton  a 
.  a?  +  log.  y.  Cette  équation  subsistera 

SLUTi  variables  x^y  des  valeurs  quel- 
a^naires^  pourvu  que  la  base  a  du 
soit  toujours  un  nombre  réel  et  positif, 
[  a  été  dit  n""  64.  En  effet,  nous  pou- 
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vons  considérer  Ix  à  la  place  de  log.x^  puisque,  d'après  le 
n""  404,  il  suflSt  de  multiplier  log.x  par  la  pour  le  changer 
en  Ix.  Or,  en  posant  a? =«(cos.  t+sj — 1  sin.Q,  y=u  (cos.t?  + 
^ — 1  sin.v),  et  se  rappelant  que,  d'après  le  n"  113,  e*^^^^= 
cos.<+ v^— 4  sin.<,  d'où,  ^v^— 4=/(cos.f+v^ — 4  sîn.r), 
nous  aurons 

ly  =  £m+uv^— 1, 

d'où  .     

te4-/î/  =  /.5tt+  («  +  t?)  v/— l  =  /.a?î/. 

430.  Remarquons  d'ailleurs  qu'en  multipliant  par  h  les 
deux  membres  de  Téquation  e'^=cos.x+^ — i  sin.â?, 
h  désignant  un  nombre  réel  quelconque,  puis,  prenant  les 
logarithmes  népériens  des  deux  membres,  nous  avons 

//i+W— 1  =  l[h((^os.x  +  v^— lsîn.rr)]. 

Or,  l'expression  h(cos.x+^ — 4  sin.x)  peut,  d'après  le 
n*"  442,  représenter  un  nombre  imaginaire  quelconque 
m-\-n^ — 4;  d'où  l'on  conclut  que  Téquation  précédente 
donne  l'expression  générale  du  logarithme  népérien  des 
nombres  imaginaires.  Ce  logarithme  est  égal  au  logarithme 
népérien  du  module  h  y  auquel  est  ajouté  le  terme  x  ^ — i. 
De  plus,  l'expression  h(cos.x-\r  ^ — 4  sin-a?)  représentera 
également  un  nombre  réel  quelconque  positif  lorsqu'on  y 
supposera  l'arc  a?=2t7c,  i  désignant  un  nombre  entier;  et 
un  nombre  réel  quelconque  négatif  lorsqu'on  y  supposera 
x=(2t+4)ir.  On  a  donc  respectivement) 

Ui  +  2ij:  \f^ 

Ih  +  (2i  +  !>:  v^^:^ 
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générales  des  logarithmes  népériens  du 
du  nombre  négatif —A.  Ces  expressions 
;,  parce  qu'elles  satisfont  aux  équations 
z.l.xy  qui  résultent  immédiatement  de 
bnction  logarithmique.  On  voit  que  le 
lombre  positif  a  une  seule  valeur  réelle 
mais  que  le  logarithme  d'un  nombre 
aleurs  imaginaires, 
précédente  du  logarithme  d'un  nombre 
équation 

â(--)"*K'-')'— ] 

)3.  En  effets  si  Ton  suppose  le  nombre  r 
3  équation  se  réduit  à 

te  =  r(^— i). 

conserver  toute  sa  généralité,  y  con- 

au  n^  iS2^  z  comme  représentant  le 
arithmétique  >/js  par  les  r  racines  de 
écrire,  avec  la  condition  de  faire  r 


2tVc 


t  grande  on  peut  remplacer  dans  la 
»nd   membre  oôs.  —  par  lunite^  et 
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dans  le  Mooad  tenue  {/«  par  l'unité,  rsîn.  -^  par  «i«.  Ce 
second  membre  se  réduit  donc  à 

r((/i*— ij+SiK^—T»    c'est-à-dire    te+2tics/^^. 

S'il  s'a^ssait  d'un   nombre  négatif,  on  verrait   de   la 
même  manière  que  les  racines  r^**"  de  —  x  étant  exprimées 


+ 


généralement,  d'après  le  n«  IM,  par  \l%  (  cos.  ^ — J^-^ 

^ZT  sin.  ^  *"*"   ^  j ,  réquation  précédente  donne  pour 
Texpression  de  l{ — z) 

432.  En  faisant  »=0  dans  Téquation 

((-i)=(2t  +  i)iï>/=:î, 


on  trouve  w=-^ — -,  expression  singulière  du  nombre  -k 

qui  a  été  donnée  par  Jean  Bemouilli.  On  a  d'ailleurs  plus 
généralement  ir  = ^^ ^.  Les  équations  de  cette  na- 

ture  sont  des  conséquences  Imipédiates  de  la  relation  qui 
existe  entre  les  développements  des  fonctions  c* ,  sin,  x 
et  cos.a?,  et  s'interprètent  sans  difficulté  d'après  cette  re- 
marque. 

133.  On  reconnaît  également  que  les  propriétés  essen- 
tielles des  fonctions  trigonométriques  sin.  a;  et  cos.a?,  quj 
îjont  exprimées  par  le?  étjnation? 


—  135  — 

y)  =  sin.  X  COS.  y  -f  sin.  y  cos.a; 
2/)  =  cos^  a?  COS.  y  — .  sin.  a?  sin.  y , 

«nt  aux  cas  où  les  variables  a?  et  y  son 
^s  et  remplacées  respectivement  par  les 
/— *  et  p  +  ^vdj.  Il  suffit,  pour  en 
appeler  les  remarques  qui  ont  été  faites 
16. 

d'ailleurs  connaître  les  expressions  géné- 
u  cosinus  d'un  arc  quelconque  réel  ou 
rquera  que 


:  COS. m.  COS.  ny— î— sîD.m.  sin.  n)f^ 
:  sin.m.  cos.nv^— 1  -f  cos.m.  sin.nv^^^. 

de  cos.j;  et  sin.  a?  en  exponentielles 
n**  113  9  et  qui  conviennent,  d'après  le 
l'on  attribuerait  à  a:  la  valeur  iinagi- 
nt 


sin.nv/ — 1 


3        '     •""•""      '-2^Pî- 


L  pas  ici  plus  d'étendue  à  ces  notions^ 
rient  que  toutes  les  relations  analyti- 
établies  entre  les  quantités  réelles  et 
nt  être  admises  qu'autant  qu'elles 
et  interprétées  au  moyen  des  équi^^ 
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lions  fondamentales  qui  ont  été  données  au  commence- 
ment de  cet  article,  et  qui  reposent  elles-mêmes  sur  l'iden- 
tité des  développements  en  séries  toujours  convei^ntes 
des  expressions  c**^^  et  cos.j:+  /—i  sin.x. 

On  a  vu  d'ailleurs  par  les  remarques  précédentes  que 
les  fonctions  simples  de  la  quantité  imaginaire  m-^-nsf^^ 
se  transformaient  toutes  dans  des  expressions  de  la  forme 
P  +  Q  V^ — 1.  On  en  conclura  que  la  même  chose  doit  arriver 
pour  les  fonctions  composées  de  celles-ci.  Il  en  est  de  même 
à  regard  des  fonctions  inverses,  telles  que  arc  sin.x  ou 
arc  cos.j:;  et  en  général  on  admet  que  toute  fonction 
formée  de  quantités  imaginaires  peut  se  ramener  à  la  forme 
P  +  Q  >J — i>  P  et  Q  désignant  des  quantités  réelles. 


Expressions  des  puissances  du  cosinus  ei  du  sinus  d^un  arc 
en  fonction  des  cosinus  ou  des  sinus  des  arcs  mtUtiples. 

136.  Les  géomètres  ont  donné  plusieurs  séries  au  moyen 
desquelles  les  cosinus  ou  sinus  des  arcs  multiples  sont  expri- 
més en  fonction  des  puissances  du  cosinus  et  du  sinus  de 
l'arc  simple,  et  réciproquement.  La  discussion  et  l'interpré- 
tation exacte  de  ces  formules  exigent  l'application  des  notions 
qui  ont  été  présentées  n*"'  iil  et  suivants,  et  l'on  peut  voir 
sur  ce  sujet  les  Leçons  sur  le  calcul  des  fonctions  de  Lagrange 
(10*  et  11*  leçon),  et  l'ouvrage  de  M.  Poinsot  intitulé: 
Recherches  sur  l'analyse  des  sections  angulaires.  On  se 
bornera  à  présenter  ici  les  expressions  suivantes,  dont 
l'usage  est  utile  dans  le  calcul  intégral,  en  se  bornant 
même  au  cas  des  puissances  entières  et  positives  du  sinus  et 
du  cosinus. 
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3in.a7=u»      d'où  2cos.x=:u+i> 

sin.  x  =  v  ^  2^ —  1  sin.a? = m— w , 

la  puissance  m  de  u-f-t>  par  le  binôme  de 
»osant  d'abord  que  m  soit  un  nombre  entier 
ic 

i«+mu«-*v+  ^^^--^M— «u«+ +i;-; 

nt  qneuv=^if 

V-  +  mtt«—  +  ni{m^i)  ^^,  ^ ^^^^        ^ 

l'ailleurs  généralement  par  le  théorème  de 
u'*=cos.  mx-^-  /^  sin.  mx^  cette  équa- 
•e 

ma? +  w  COS.  (m— 2)«+  ^^^""^W(m— A)a?+ 

+ +COS.  TILP 

wia;  +  msin.(m— 2)a?  +  ^^'Ç=^sin,(m--A)a?  + 

+ — sin.fiu;j. 

ne  la  première  ligne  présente  des  termes  qui 
deux  à  deux ,  à  Texception  d'un  seul ,  dans 
pair.  Quant  à  la  suite  qui  forme  la  seconde 

oujours  formée  de  termes  qui  se  détruisent 
Ainsi  Ton  a  simplement  dans  le  cas  dont 
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il  s'agit;  1*"  si  l'exposant  m  est  pair 

(2cos.ar)*=2 1  cORwu;+mcos.(m— 2)j?-f-  — ^^  COS.(m^à)a?-h....  + 


»t(m— 1) ^  I 

> .  C0S.2X  I 

2.3....    ?-i  J 


m(»t-l){m-2)....(-|+l) 


2®  si  Texposant  est  impair 


)*"=2 1  cos.»?u;-|-mcos.(m— 2>r+  ^^ — '  cos.(m— i)a?+..-  4 

■> =i^  1 

; COS.J?    1. 

m— 1  I 

...  —2  J 


(2COS.A7) 

m— 3 


m(m — 1).. 
+  — 

2.3.. 


437.  Une  analyse  semblable  donnera  Texpre^ion  des  puis- 
sances du  sinus.  En  développant  la  puissance  m  de  u — v 
dans  le  cas  de  m  entier  et  positif,  on  a 

(^~L2  sin.  a?)"* =ti^--m«**-*  V  +        ^T"     u"*-*  »*— ii=  »"• 

ou  parce  que  ut>  =  4, 

( V^^=T.2  sin.x)"*=  M*— mw«-*  +  ^^^""^^  m*-*— =t  v*. 

Les  signes  +  ou  —  ont  lieu  respectivement  lorsque  m  est 
pair  ou  impair.  Mettant  ensuite  pour  w*  Texpression  cos, 
jy,^  ^  y^HÏ  ain,  WMP ,  il  vient 
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? — cos.(wt— 2)j?+  5Î~zl2cos.(m— 4)x— 
— ±:cos.mx 

— :±:sin.  ma;]. 

:  pair  la  seconde  ligne  se  réduit  a  zéro, 


a: — ^»ncos.(m— î)a?+  2Ï^ — icos.(m— 4)x— -. 


■] 


m(m— tXm-2). (j  + 1) 


os.2a;  I  :t  ^ 

2.3.Û f 


ir  et  inférieur  oiit  lieu  respectivement 

ultiple  de  4  ou  un  multiple  de  2. 

m  est  impair,  la  seoopd^  ligoe  se  réduit 


ma;~m8in.(m— 2)0?+  ^^!^ — -  8iii,(m— A);p— ....  =fc 


n(wi— 1) — 2"  I 

cos.a;  I 

m— 1  I 

2.3*,.»  -y-  J 


ieur  et  inférieur  ont  lieu  respectivement 
iDultiple  de  ♦  ou  un  multiple  de  2  augmen- 
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XIII.    EXTENSION    DE    LA    PORHULB    DK    TATLOR  AUX    FONCTIONS 
DE  PLUSIEURS  VARIABLES. 

138.  Considérons  la  fonction 

dans  laquelle  a;  et  y  représentent  deux  variables  indépen- 
dantes. On  suppose  que  ces  variables  prennent  respectivement 
les  valeurs  x+hfy+if  et  il  s'agit  d'obtenir  le  développe- 
ment de  la  valeur  que  prendra  la  fonction,  c'est-à-dire  de 
f(x  +  hy  y'\'i)y  ordonné  suivant  les  puissances  des  quan- 
tités h  et  î.  Pour  y  parvenir,  on  posera  fc  =:aÇ  et  t  =  oni ,  et 
considérant  la  quantité /'(x-)-aî,  y+^)  connue  une  fonction 
du  nombre  quelconque  a,  on  écrira 

F(a)  =  ^(a;  +  aÇ,y  +  a»i). 

Or,  on  peut  développer  F  (a)  suivant  les  puissances  de  a  au 
moyen  du  théorème  donné  au  n«  86.  Nous  prendrons  donc 
successivement  les  coefficients  différentiels  des  divers  ordres 
de  F  (<x),  qui  seront  exprimés  ainsi  qu'il  est  aisé  de  le  recon- 
naître, par 

etc. 
en  écrivant,  pour  abréger,  /"au  lieu  de  /"(x+oÇ,  y+ar,;. 
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3  s  valeurs  de  ces  coefficients  a  ==  0 ,  ce 


Cf»:2: 


cia^dy 


Ç*»ï+3 


d^z 


W+ 


d^z 


dxdy^  ^  "^  rfy' 


appliquant  la  règle  du  numéro  cité^ 


dxdy 


^ 


dy- 


^^^ 


2  ^  dx'^ 


+  3 


rf»z 


dx*dy 
d^z 


^ 


^    dxdy' 


^«^' 


2.3 


+  etc., 


tÇpar  ftetan  par  t^ 


d^Z  A»    .    rf*2:      A* 


(te»  2.3  ^  rfar*  2.3.Û 


+  etc., 


/2: 


ï^^'^dxdy'^dxHy  2  "^  (te»rfy2.3 


■^  dy«  2  ^  <terfy«  2 


rfar»rf2/*  2.2 
d'^z     /il» 


■^  rf2/»  2.3  "^  Scrfî^  2.3 
.  d^z     i* 


dy*  2.3./I 


)nt  la  loi  est  évidente.  Le  second  terme  est 
>mplète  du  premier  ordre  de  la  fonction  Xy 
la  place  de  (te  et  î  à  la  place  de  dfy.  Le  troi- 
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sième  terme  est  sa  différentielle  da  second  ordre,  où  Ton  a 
fait  les  mêmes  changements,  divisée  par  2.  Le  quatrième 
terme  est  sa  différentielle  complet^  du  troisième  ordre  ^  où 
l'on  a  fait  les  mêmes  changements  ^  divisée  par  i.3;  et  ainsi 
de  suite. 

Les  notions  précédentes  s'étendront  sans  difficulté  aux  cas 
où  la  fonction  proposé^  contien(i|rait  plus  de  deux  variables 
indépendantes ,  et  où  Ton  supposerait  que  ces  diverses  va- 
riables subissent  toutes  des  accroissements.  Les  termes  suc- 
cessifs du  développement  sont  toujours  les  différentielles 
complètes  du  !•',  2',  3*,  4%  etc. ,  ordres  de  la  fonction  pro- 
posée y  OÙ  Von  a  remplacé  la  différentielle  de  diaque  variable 
par  la  quantité  dont  on  la  suppose  augmentée  ^  et  qui  sont 
divisés  respectivement  par  1^2,2.3^3.3.4,  etc. 

139.  La  formule  précédente  donne  également  le  dévelop- 
pement de  la  fonction  x=f[Xf  y)  suivant  les  puissances  de  x 
et  y.  En  y  faisant  a; =0  et  v=0^  P^îs  écrivant  :r  à  la  place 
de  A ,  et  y  à  la  place  de  î,  il  vient 

^  du  ^     dxdy^^  dxHy  2 

■^  "dy«   2  "^  dxdy^  2 

"*"     dy»  2.3 

ou    nous    représentons   par   «, ,    ^,  ^,  -^,etc., 

les   valeurs  que   prennent  respectivement    les    fonctions 

dz     dx     d*x 
'^^  S  '  dû  '  5«"  '  ^*^''  '^'■^"'^'^  y  ^^^^  ^^  même  temps 
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si  le  nombre  c^es  variables  îndépen- 
îral>le. 

ter  la  série  à  un  terme  déterminé  y  et 
la.  valeur  du  reste  que  Ton  néglige^ 

les  numéros  84  et  suivants  à  Tégard 
le  variable ,  il  est  visible  ^  par  les  prin- 
luméros^  que  dans  le  développement 
is  le  terme  auquel  pn  veut  s'arrêter , 
lieu  de  faire  a=Q;  et  pi^r  conséquent 
t  de  /"(a^^-ft,  y  +  i]  remplacer  x  pa^* 
^n  désignant  toujo^rs  par  6  un  npmhrç 
;ntre  zéro  et  l'unité.  On  connaîtra  en- 
^es  en  attribuant  ^  dans  le  terme  dont  il 

qui  le  rendent  le  plus  grand  ou  le 

\  le  cas  de  la  fonction  de  deux  variables 
t  aux  termes  du  d*  ordre^  on  aura 


a? 


y  ^"^  dxdy      "^     '     dx^dy  2 

^.  j!  4-  ^V(î±!^  y±W)  h^ 

d\f(x+Qh,y+(ii)  a» 
"^  rfy»  2.3 

i  même  à  l'égard  du  cas  où  la  fonction 
t  les  puissances  ascendantes  des  deux 
1  s'arrête  aux  termes  du  T  ordre,  et  si 
=3^^  on  aura  évidemment 


"^•^^""^^rfx  "^^rfx»  2  ^       rfy"       2.3 
riy  ^      dydx^^    dx'dy'      2 


dy'^      2.3 


En  attribuant  à  6  les  valeurs  qui  rendent  l'expression  du  reste 
le  plus  grand  et  le  moindre  possible ,  on  aura  deux  limites 
entre  lesquelles  la  valeur  véritable  du  développement  se  trouve 
néces;sairement  comprise . 

XIY.   MAXIHA  ET  MINIHA  DBS  FONCTIONS  d'uNB  OU  DE  PLUSmURS 
VARIABLES. 

i4i.  Ck)n8idéronsen  premier  lieu  une  fonction  réelle  d'une 
seule  variable 

et  représentons-nous  l'ensemble  des  valeurs  que  prend  cette 
fonction  lorsqu^on  donne  à  x  toutes  les  valeurs  posdbles  de- 

1  1 

puis—  ^jusqu'à -)-rr.  Si  les  valeurs  delà  fonction  y  après  avoir 

été  croissantes  deviennent  décroissantes  ^  la  plus  grande  de 
ces  valeurs  est  dite  un  maximum^  et  réciproquement  si  ces 
mêmes  valeurs ,  qui  diminuaient  progressivement,  viennent 
ensuite  à  augmenter  progressivement ,  la  plus  petite  est  dite 
un  minimum.  On  voit  qu'il  est  possible  qu'une  fonction  n'ait 
point  de  maximum  ni  de  minimum,  ou  qu'elle  en  ait  plusieurs. 
La  question  consiste  à  déterminer  les  valeurs  de  la  variable 
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s'il  en  existe,  qui  répondent  aux  jnaxima  ou 
fonction. 

^  jr  répondait  à  un  maximum  de  la  fonction 
sible  que  f[a)  serait  plus  grande  que  f{a+h) 
t  une  quantité  moindre  que  toute  grandeur 
si  la  valeur  a  répondait  à  un  niinimum, 
iiie  que  f[a+h)  et  f(a--h).  D'après  cette 
tien  dont  il  s'agit  peut  être  facilement  ré- 

[{x-^h)  par  la  formule  de  Taylor  on  a 


'^    cLc^    2  "^    rfx»    2.3  ■*■    f/i*    2.3./i'^ 


3es  expliqués  dans  les  n°'  83  et  suivants^ 
r  cette  série  à  un  terme  quelconque^  en 
es  omis  une  expression  dont  la  valeur  est 
imites  qu'il  est  toujours  facile  d'assigner. 
er  lieu  que  l'on  s'arrête  aux  termes  du 
vons 

""^^-d^^^-^dx^  2' 

>re  compris  entre  zéro  et  +1.  11  s'agit 
mditioDS  nécessaires  pour  que  f[a)  soit 
z±ih)  j  h  pouvant  être  supposée  aussi 
Or  il  est  visible  qu'en  prenant  h  aussi 
•a  ,   on  pourra  toujours  faire  dépendre 

•s  doux  termes  -^  h+       ^^        - 

.d.f[x)^  d\f{x+^h]   h 

me  seul --^'^,  puisque —^^^^5 —    2 

10 
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d.ftx) 
pourra  toujours  être  rendue  plus  petite  que  ■  y    .  D'où  l'on 

oondttt,  l»  que  f{a]  ne  peut  être  plus  grande  que  f[a-\-h)^ 

quel  que  toit  le  signe  de  ^ ,  à  moins  que    'y^     ne  soit  nul 

et  que  ,  ^  ne  soît  affecté  du  signe  —  ;  2**  que  f[a)  ne  peut 
être  plus  petite  que  f{a  +  k) ,  quel  que  soit  le  signe  de  ^ ,  à 
moins  que    *(      ne  soit  nul ,  et  que     '  ,  ^  ne  soit  affecté  du 

signe  +. 

Ainsi ,  pour  qu'il  y  ait  maximum  ou  minimum  lorsqu'on 
t9iix=a,  il  est  nécessaire  que  cette  valeur  a  rende  nul  le 
coefficient  différentiel  du  premier  ordre  ;  et  il  y  aura  maxi- 
mum ou  minimum  suivant  que  cette  même  valeur  donnera 
le  signe  —  ou  le  signe  +  ^u  coefficient  différentiel  du  se- 
cond ordre. 

143.  Il  pourrait  arriver  d^aîlleurs  que  la  valeur  dont  il 
s^agit  rendit  nuls  les  coefficients  différentiels  des  deux  pre- 
miers ordres.  Dans  ce  cas  il  est  nécessaire  de  considérer  les 
termes  suivants  du  développement  et  d'écrire 

f[x-^n)^r(^)-^  ^  A+  ^,  2^  (ir»  2.3+    dœ*    ârâ:^- 

Le  même  raisonnement  qui  a  été  fait  ci-dessus  monts-era 

.  I     ,  d.f(x) .  .  d^.f(x)  h'.        .       ^   ^ 

que  SI  les  termes  V,  ^+  .  ,  -q  disparaissent  lors- 
qu'on fait  x=^a,  la  valeur  a  ne  peut  répondre  à  un  maxi- 
mum ou  à  un  minimum  qu'autant  qu'elle  fera  disparaître 

également  le  terme  ■   T;»     ô^î  ^ ^'^* y  ^^^ maximum  ou 


-  147  — 

Qt  que  pour  cette  môme  valeur  le  coeflScient 
^       -j^  sera  négatif  ou  positif. 

!  ne  peut  y  avoir  maximum  ou  minimum 
donnée  de  x  qu'autant  que  le  premier 
itiel  que  cette  valeur  ne  rend  pas  nul  est 
et  il  y  a  maximum  ou  minimum  suivant 
t  différentiel  prendra  le  signe  —  ou  la 

;  arriver  encore  que  la  valeur  a  de  i;^ 

d.f(x)        dv 
[uation  —^  ou  ^  =0,  rendît  infinis 

ntiel  du  second  ordre  et  les  suivants.  On 
conformément  à  ce  qui  a  été  dit  dans  le 
que  la  formule  de  Taylor  ne  peut  exprimer 
tion  en  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
.  Les  règles  précédentes  ne  peuvent  donc 
doit  examiner  d'une  manière  spéciale  la 
e  la  fonction ,  ce  que  Ton  fera  facilement 
Liivant  les  puissances  fractionnaires  ou 
avoir  fait  x  =  a.  Il  faut  observer  aussi 
nie  exclut  implicitement  les  tnaxima  et 
it  à  une  valeur  de  x^  pour  laquelle  la 

ie  ou  discontinue. 

écédenfes  deviennent  bien  sensibles  en 
s  dont  Tordonnée  y  représente  les  va- 
nettant,  pour  fixer  les  idées,  que /"(a?) 
fonctions  continues.  Il  est  évident,  en 
s  y  avoir  maximum  ou  minimum  que 
f^  r,  s  (fîg.  29),  où  la  tangente  est  parai- 
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lèle  à  l'axe  des  abscisses,  et  où  l'on  a  -7^  =  0.  De  plus  il  y  a 
maximum  en  m  et  en  p  lorsque,  la  courbe  présentant  sa 
:  concavité  au  bas  dé  la  page ,  -j^  est  négatif;  et  il  y  a  mini- 
.'mum  en  n  et  en  q  lorsque,  la  courbe  présentant  sa  con- 
vexité au  bas  de  la  page,  j^est  positif.  Les  quantités  né- 
gatives sont  ici  regardées  comme  étant  d'autant  plus  petites 
que  leur  valeur  absolue  est  plus  grande. 

On  reconnaît  également  que  la  condition  -^=0  n'en- 

ax 

traîne  pas  nécessairement  l'existence  du  maximum  ou  mini- 
mum, parce  qu'il  y  a  des  points  pour  lesquels  la  tangente 
est  parallèle  à  Taxe  des  a?,  sans  que  la  fonction  ait  cessé  de 
croître  ou  de  décroître.  Mais  ces  points  sont  généralement 
des  points  d'inflexion,  dans  lesquels  change  le  sens  de  la 
concavité  de  la  courbe,  et  où  le  coefficient  diflTérentiel  du 
second  ordre  devant  changer  de  signe  prend  la  valeur  zéro. 
Nous  reviendrons  dans  la  suite  sur  les  caractères  analytiques 
qui  appartiennent  aux  divers  points  ainguliers  que  les  cour- 
bes peuvent  présenter. 

lit).  On  voit  donc,  d'après  ce  qui  précède  ,  que  pour 
trouver  les  raaxima  et  minima  de  la  fonction  proposée 
y  =  f{T),  en  excluant  ceux  qui  rendent  infime  ou  discon- 
tinue la  dérivée  /"(a:),  il  faut  poser  l'équation 

rf.x  —  ^  ' 

donnera  \es  vaVeurs 
qui,  étant  résolue  par  rapport  V' '  "^^^^nt  k  u«  maxi- 
demandées.  On  jugera  si  ces  vateuTS  tep"" 
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ninimum  en  les  substituant  dans  le  coefiicient 

econd  ordre -r~,  et  voyant  le  signe  qu'elles 

3.  Si  cecoeflScient  différentiel  devenait  nul, 
X  suivants  conformément  à  ce  qui  a  été  dit 

y  n'était  donnée  que  d'une  manière  impli- 
d'une  équation  F  ( jr,  y)  =  0 ,  on  égalerait 
son  ooe£5cient  différentiel ,  déterminé  con- 
qui  a  été  dit  dans  le  numéro  44.  L'équa- 

iiendrait  alors  j;  et  y  :  mais  en  éliminant  y 

'l'on  et  F{x,y)=Oy  il  resterait  une  seule 
li  donnerait  les  valeurs  cherchées. 
3s  principes  s'appliqueront  aux  fonctions 
.  Mais  9  pour  plus  de  simplicité,  nous  sup- 
;  que  le  théorème  de  Taylor  convient  au 
ces  fonctions,  ce  qui  arrive  dans  la  plupart 
il  calcul  différentiel.  Soit 

z  =r  f,x,  y). 

x+hj  y  +  i)  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans 
on  aura 

dz  ^^  d«.r(j?+e/^,y+et)  A» 
'^^^-^di^-^ S* T 

^  tiz  ,  ^  (P.f(x-h^h,y+Bi) 

d^.f(x+on,y-{-^i)  P 
'♦ion .  Or  en  prenant  i^  et  t  suffisamment 
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petits,  on  rendra  toujours  le  deuxième  terme  j-  ^+  j-  * 

plus  grand  que  le  troisième  terme  y  et  par  conséquent  le 

signe  de  leur  somme  dépendra  du  signe  du  deuxième  terma 

seul.  Donc  pour  que  les  valeurs  x=a^  2^  =  6  répondent  à 

un  maximum  ou  à  un  minimum  de  la  fonction  Zy  ce  qui 

exige  que  f[a,  h)  soit  plus  grande  ou  plus  petite  que  f[a  ±l  hy 

dx         dz 
6±:t) ,  il  est  nécessaire  que  le  terme  7-  ^+  j-  •  soit  nul; 

et  par  conséquent  puisque  les  quantités  h  et  i  sont  absolu- 
ment indépendantes  Tune  de  l'autre ,  que  l'on  ait  séparément 

-7-  =  0,  -r-  =  0.  De  plus,  il  faut  qu'en  donnant  une  valeur 
dx  dy 

quelconque  aussi  petite  que  l'on  voudra  aux  accroissements 

fcet»laquantité^-  +  —  Ai+— -soit toujours  néga. 

tive  pour  le  maximum  et  toujours  positive  pour  le  minimum. 
Supposons  d'abord  que  Téquation 

d'z  Z^'  ,  o  d*z  h     çPz  _ 

résolue  par  rapport  à  l'indéterminée  -  n'ait  que  des  racines 

.       .    .  ,    ,  .   ,.  „        ^,  f  dH  y     d'z    d^z 

imagmaires,  c'est-a-dire  que  l'on  ait  (^— j   <5^  5^> 

.  d*z       d*z 
condition  qui  ne  peut  être  satisfaite  que  si  —  et  —  sont  de 

d*z     h}       d^z  d»jït* 

même  signe.  Alors  la  quantité  _._  +  _.  W+  ^  -^ 

ne  pourra  jamais  ni  devenir  nulle ,  ni  changer  de  signe  :  elle 
conservera  constamn^ent  le. signe  de  son  premier  terme  ou 
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.  maximum  si  le  coefficient  ^  est  né^ 

»t  positif, 
raire 


xdy)   ^  dx^*  dy** 


on 

^  d^z     h  ,  d^z     _ 
dxdy    i      dy* 

\  inégales  :  par  suite  la  quantité 

tantôt  négative.  Il  n'y  aurait  donc  ni 

I. 

V  où 

d^z_Y_d^  (Pz 
ixdy)  ^djc«'dîl* 

à  part.  Alors  Téquation 

gales  ^   et  en  représentant  par  m  le 
j ,  il  vient 

^  .  rf»^  t*     1  à^z  .^ 
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est  généralement  de  méoie  signe  que  -j-z,  et  elle  ne  devient 

nulle  que  quand  h=  —  mi.  U  y  aura  alors  maximum  ou 

minimum,  si  l'hypothèse  A  ==  —  mt  réduit  à  zéro  l'ensemble 

d*z 
des  termes  du  troisième  ordre  et  rend  de  même  signe  que  -p-r- 

dx 

Tensemble  des  termes  du  quatrième  ordre.  Le  maximum  ré- 
pondra d'ailleurs  aux  valeurs  négatives  et  le  minimum  aux 

valeurs  positives  -j-j. 

148.  Si  les  valeurs  a  et  6  qui  rendent  nuls  les  termes  du 
premier  ordre  faisaient  également  disparaître  les  termes  du 
second  ordre^  il  est  visible  qu'elles  ne  répondraient  à  un  ma* 
ximum  ou  à  un  minimum  qu'autant  qu'elles  feraient  égale- 
ment disparaître  les  termes  du  troisième  ordre  en  laissant 
subsister  ceux  du  quatrième.  De  plus  il  faudrait  que  la  somme 
de  ces  termes  du  quatrième  ordre  conservât  constamment  le 
signe —  pour  qu'il  y  eût  maximum,  et  qu'elle  conservât  con- 
stamment le  sigûe  +  pour  qu'il  y  eût  minimum.  Et  ainsi  de 
suite. 

449.  Les  résultats  précédents  deviennent  sensibles  lors- 
qu'on regarde  la  fonction  z  comme  l'ordonnée  d'une  surface, 
dont  j?  et  y  sont  les  abscisses.  Quand  la  fonction  x  et  ses  dé- 
rivées sont  continues,  on  reconnaît  en  effet  sur-le-champ 
qu'il  ne  peut  y  avoir  maximum  ou  minimum  en  un  point 
donné  d'une  surface  qu'autant  que  les  tangentes  aux  deux 
intersections  de  la  surface  faites  en  ce  point  par  des  pa- 
rallèles aux  plans  des  xz  et  des  yz,  sont  parallèles  au  plan 
des  j;;^,  en  sorte  que  le  plan  qui  touche  la  surface  au  point 
dont  il  s'agit  est  lui-même  parallèle  au  plan  des  xy.  Cette 

première  condition  donne  les  équations  —  =0,  j-=0.  De 
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deu^  courbes  d'intersection  dont  on  vient 
mt  lour  concavité  du  même  côté,  ce  qui 

3ilic^ents  différentiels  ~ei~  soient  de 

s    cette    dernière  condition  ne  suflSrait  pas 

X>oi[>v    assurer  Texistence  du  nàaximum  ou 

aut  y  joindre  celles  que  nous  avons  données 

exait  cl*une  manière  semblable  les  conditions 
1  du  minimum,  si  le  riomb^  dès  variables 
ëTa\>\e.  Soit  par  exemplela  fonction 

^  =  f{v^  X,  y). 


toujours,  en  rendant  ^,  A,  t  suffisamment  petits, 
%\e  signe  de  tous  les  termes  qui  suivent  le  se-' 
3isième  du  signe  seul  de  ceux-ci.  Ainsi  les  va- 
ables  t>,  X,  y  qui  répondront  à  un  maximum  ou 
um  de  la  fonction  z  doivent  d'abord  satisfaire 
lations 

dz     ^        dz      ^        dz      ^ 

>st  nécessaire  qu'en  donnant  kv,x,y  ces  mêmes 
omme  des  termes  du  second  ordre ,  que  nous  rp- 
is  pour  abréger  par 
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ne  change  pas  de  signe^  quelles  que  soient  les  valeurs  sup- 
posées aussi  petites  que  Ton  voudra,  que  ron  attribue  à 
g  y  hj  i.  Cela  exige  en  premier  lieu  que  A,  G  et  F  soient  de 
même  signe.  Mais  à  cette  première  condition  viennent  s'en 
joindre  d'autres  que  Ton  découvrira  aisément  par  la  méthode 
du  n**  ii7,  c'estrà-dire  en  étudiant  la  nature  des  racines  de 
réquation 

Il  est  évident  par  exemple  qu'il  y  aura  maximum  ou  mini- 
mum si  en  résolvant  cette  équation  par  rapport  kg^h  on  % 
on  ne  trouve  que  des  valeurs  imaginaires.  Bornons-nous  ^ 
développer  ce  cas  particulier.  Résolvons  Téquation  proposée 
par  rapport  à  ^  :  les  valeurs  seront  imaginaires  si  Ton  a 

(BA4- D0«<  A(CA«-f  2E/itH-Pi») , 
ou  bien 

(B»— AC)A«4- 2(BD  —  AE)Ai-f  (D«-- AFJi*  <  0  , 

quels  que  soient  k  et  i.  Ainsi  il  faut  d'abord  que  Ton  ait 

B«— AC<0        et  D*— AF<o, 

puis,  qu'en  égalant  la  quantité  précédente  à  zéro,  et  résol- 
vant par  rapport  à  A  ou  à  t,  on  ne  trouve  que  des  valeurs 
imaginaires.  En  résolvant  par  rapport  à  A,  ou  reconnaît  que 
les  valeurs  seront  imaginaires  si  Ton  a 

(BD— AE)'  <  (B»— AC)  (D*— AF). 

Il  résulte  donc  de  ce  qui  précède  que  les  vs^leurs  de  t,  x^  v 
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maiLimum  ou  à  un  minimum  si  elles 
^xrunim  aux  trois  coefficients  différentiels 

-j  y    ^— i ,  -j-^ ,  et  de  plus  satisfont  aux 


dx*'  \dvdyj  ^  dv*  dy*' 


^L\dvdx)  '^  dv^  dxUl\dvdy)       dv*  dy^j' 

nurn  ou  minimum  suivant  que  les  trois 

d^z    d^z     d^z 
^'^^^  5;^'  d^'  d^  ^^^^  ^^^'^^  ^"  ^ 
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des  racines  réelles  inégales,  le  maximum 
ient  impossibles.  Mais  si  les  racines  réelles 
ont  égales,  la  question  exigera  une  discus- 
?lle  qui  termine  le  n°  147. 
er  une  application  des  règles  précédentes, 
Ton  demande  la  plus  courte  ou  la  plus 
!S  les  lignes  droites  qui  peuvent  être  traces 
i  une  courbe  également  donnée.  Désignant 
onnées  de  ce  point,  et  par  x,  y  celles  d'un 
de  la  courbe,  Texpression  de  la  longueur 


des  Ugnes  dont  il  s'agit  sera  donc, . 


et  il  faut  déterminer  là  valeur  de  x  par  la  condition  de  rendre 
cette  eixpfesaioft :1a  phis.grfmde  ou  la  moindre  posaible.  En . 
différentiani  par  rappoct  à  or ,  on  trouve      : 

et,  en  égalaqt  le  (X)e<lici^nrd1flS6iç^iel  à  zéro;  ^  ^ 

""^     •:  dx   \   •  a?— a      :  dy  . 

Comme  —•  représente  la  tangente  trigbnométirique  de  l'angle 

compris  entre  la  tahgepte.nienée  à  la  courbe  et  Taxe  des  x, 
on  voit  que  ce  résultat  exprime  en  premier  lieu  que  les  lignes, 
les  plus  courtes  ou  les  plus  longues ,  menées  du  point  donné 
à  la  courbe^  doivent  couper,  cette  courbe  à  angles  droits.  Si 
l'on  prend  ensuite  le  coefficient  différentiel  du  second  ordre ^ 
il  vient-  '  ' 

et  en  supprimant  le;  second,  terme',,  qui.est  nul  en  vertu  de. 
^équation  posée  ci-dèssus;  on!  voitiqUe  le.  signe  de  ce  coeffi-i 
dent  différentiel  dépendrde.  celui:  de  la  quantité    : .  : .  ; 

/  '.  .        • .'  '...  '  i ,  '  '  \  L ,  [ .        '  : •.  i  :  (.  -,  • 
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•   "  '  d^u'.  *   '       •*",.•'..      »,...,■ 
il  que  -1— 5  soit  positif^  c^est-à'-dire  que  là 

convexité  vers  le  bas  de  la  page.  Là  quan- 
?ra  toujours  positive  si  y  —  6  est  positive^ 
[>oint  donné  A  (fig:  30)  est  placé  plus  près 
c  le  point  M  de  la  courbe. sur  lequel  est  di* 
AM;  d'où  if  suit  que  la  distance  AM  sera 
cas  un  minimum,  ce  qui  est  évident.  Mais 

urs  supposé  positif,  la  quantité  y  — 6  est 

:e  que  le  point  donné  sôit  plus  éloigné  de 
le  point  M^  la  quantité  doiit  il  s'agit  sera 
aura  minimum ,  si  la  distance  h— -y  est 

andis  que  cette  même  quantité  sera  néga^- 

a  un  maximum,  si  la  distance  b  —  y  est 

»r,  on  verra  dans  la  suite,  n**  180^  que  la  va- 

—7^^^ appartient  à  un  certam  pomt  C  tel- 

la  normale  ;  que  le  cercle  décrit  de  ce  point 
[  coïncide  avec  la  courbe  proposée,  plus  que 
tout- autre  cercle,  dans  une  étendue  infini- 
)art  et  d'autre  du  point  M.  Il  est  donc  évi- 
t  C  doit  séparer  sur  la  normale  les  points  A, 
distance  AfM  est  un  minimum,  et  les  points 
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A,  pour  lesquels  la  distance  AJSl  est  un  maximum.  Le  cas  où 

le  coefficient  différentiel  -7-^  serait  négatif  donnerait  lieu  à 
dx 

des  remarques  semblables. 

152.  Nous  considérerons  encore  la  question  qui  consiste- 
rait à  déterminer  les  lignes  droites  les  plus  courtes  ou  les 
plus  longues  qui  puissent  être  tracées  d'un  point  d'une  courbe 
donnée  à  un  point  d'une  autre  courbe  également  donnée,  œ^ 
y  étant  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  pre- 
mière courbe,  et  x',  y'  celles  d'un  point  quelconque  de  la  se- 
conde courbe,  la  longueur  des  lignes  dont  il  s'agit  sera  ex- 
primée généralement  par 


z  =  s/{x^xyMy-y7> 

expression  qu'il  faut  considérer  comme  une  fonction  des  deux 
variables  indépendantes  x ,  x',  en  regardant  y  comme  une 
fonction  de  x  seule ,  et  t/  comme  une  fonction  de  x'  seule. 
Appliquant  donc  les  règles  exposées  n^"  HT,  on  aura  d'abord 

et  en  égalant  à  zéro  ces  deux  coefficients  différentiels , 


*-*'+(y-»')^  =  0,  x-x'+{y-tn-^=o , 

d'où 

v-y'_     *  _     4 

x—x--      dy~      dy'- 
dx          <te' 

Ainsi  l'on  voit  en  premier  lieu  que  la  ligne,  dont  la  longueur 
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I  ou  un  mmimùm^  doit  couper  lesdeut 
roits.  Prenant  ensuite  les  coefficients  di&é- 
ordre ^  il  vient,  en  supprimant  les  termes  r 

équations  précédentes , 

jt. 


que,  pour  qu'il  y  ait  maximum  ou  mini- 
>rd  que  les  quantités 

^ne,  et  de  plus  que  la  condition 

e  dernière  condition  suffirait  seule  :  elle 
iment  la  précédente. 

iste  des  relations  entre  les  variables. 

ieurs  questions  importantes,  les  valeurs 
iables,  outre  la  condition  de  rendre  un 
minimuni  une  certaine  fonction  V,  doivent 
d'autres  conditions  qui  sont  exprimées  par 
lées  entre  ces  variables.  Il  est  visible  d'ail- 
t)re  de  ces  équations  doit  nécessairelnent 
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étire  plus  petit  que  celui  des  variables ,  dont  dépend  b  fonc- 
tion proposée  V« 
Soit  par  exemple 

et  admettons  que  les  variables  x ,  y ,  x  doivent  satisfaire  à 
réquation  de  condition 

L  =  o, 

L  désignant  une  fonction  donnée  de  or,  y ^  jc.  Ce  qui  se  pré- 
sente de  plus  naturel  est  de  résoudre  Téquation  L=0  par 
rapport  à  Tune  des  variables^  à  jk  par  exemple  ^  et  de  substi- 
tuer la  valeur  obtenue  dans  f(Xyy^x),  La  fonction  V  ne 
contenant  plus  alors  que  les  deux  variables  x»  y^  qui  seront 
entièrement  indépendantes ,  on  se  trouvera  ramené  au  cas 
précédent. 

De  même  s'il  existait  entre  les  trois  variables  x,  y^  x ,  les 
deux  équations  de  condition 

L  =  o,        M  =  o, 

on  tirerait  de  ces  équations  les  valeurs  de  y  et  x  en  x^  et 
en  les  substituant  dans  f(xjyyX),ïdL  fonction  V  ne  con- 
tiendrait plus  que  la  seule  variable  indépendante  x. 

Gomme  il  sera  généralement  très-difficile ,  ou  même  im- 
possible ,  d'éliminer  ainsi  les  variables  au  moyen  des  équa- 
tions données,  on  peut  remarquer  que  la  condition  du  maxi- 
mum ou  du  minimum  de  la  fonction  V  exige  que  Ton  ait 

et  de  plus  que  l'équation  de  condition  L  =  0  étant  différent 
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mne 

ariables  x,  y,  z  étaient  entièremeDt  indépendantes, 
érentielles   dx ,    dy ,    dz   étant  arbitraires,  la  pre- 

dV 
iquation  entraînerait  les  équations  séparées  -j-  =  0, 

dx 
dW 
>  ^  =  0.  Mais  les  valeurs  que  Ton  attribue  à  ces 

tielles  doivent  satisfaire  à  la  seconde  équation.  On 
onc  prendre  dans  cette  seconde  équation  la  valeur  de 
ces  différentielles,  de  dz  par  exemple,  et  la  substi- 
is  la  première^  qui  ne  contiendra  plus  que  dx  et  dy. 
era  ensuite  séparément  à  zéro  les  termes  affectés  de 
ic  différentielles.  On  obtiendra  de  cette  manière  deux 
18  en  Xf  y,  Zy  qui,  réunies  à  Téquation  L  =  0,  dou- 
es valeurs  cherchées  des  trois  variables, 
avait  deux  équations  de  condition  L  =  0 ,  M  =  0,  on 
it  les  deux  équations  différentielles 

dV 
en  desquelles  on  éliminerait  de  l'équation  -^àx  + 

[.  —  dz=:0  deux  des  différentielles  dx^  dy,  dz.  L'é- 

dz 
restante,  réunie  aux  deux  équations  L=0,  M  =  0, 
it  les  valeurs  cherchées  des  trois  variables  x,y,  z. 
méthode  peut  s'appliquer  quel  que  soit  le  nombre 
ables  dont  dépend  la  fonction  V,  et  le  nombre  des 

«NÉE.  '^ 
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équations  de  condition  ;  et  elle  n'exige  que  des  élimintttkms 
entre  des  équations  du  premier  degré  ou  linéaires. 

154.  Mais  on  parviendra  au  même  résultat  d'une  manière 
beaucoup  plus  simple  si^  ayant  une  fonction  quelconque  Y 
des  variables  v,  a;,  y,  Xy  etc.,  qu'il  s'agit  de  rendre  un  maxi- 
mum ou  un  minimum  y  et  plusieurs  équations  de  condition 
L=0^  M=0^  N  =  0,  etc.^  auxquetted  oes  variaMes  doivent 
satisfaire  ;  on  forme  les  équations  diSérentielles  dL  =  0^ 
^  =  0  )  dN  =  0 ,  e(c.^  puis ,  multipliant  respectivement  ces 
équations,  par  de»  facteurs  indéterminés  ^>  i<t,  v,  etc.,  on 
les  ajoute  à  l'équation  4iV  =  0,  ce  qui  donnera  Téquation 
unique 

c'est-à-dire 


dv"*"^^  dx 


,     /dm.    ,rfN.     ,dS.    ^  dS  .    ,    ^    \ 


H-         etc. 

En  disposant  convenablement  de  X,  (jl,  v ,  etc.,  on  rendra 
nuls  les  coefficients  des  différentielles  qu'on  veut  éliminer; 
après  quoi  il  &udra  égaler  à  zéro  les  coefficients  des  autres 
différentielles  qui  sont  arbitraires.  Les  résultats  obtenus  ainsi 
seront  les  mêmes  que  si  l'on  avait  regardé  toutes  (es  variables 
connue  indépendantes,  et  par  suite  égalé  à  zéro  le  coefficient 
de  chaque  cGfférentielIe,  dans  l'équation  dV-f  X.  dL-|-etc. 
=  0  :  on  aura  autant  d'équations  distinctes,  qui ,  réunies  aux 


a>  =  y^z=\J'. 


ondition^  du  maximum  exigé  qiie  les  trois  côtés  du 
ipède  soient  égaux  entre  eux* 
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s  L  =  0,  M  =  0,  N=0,  etc.,  seront  en  nombre 

pour  éliminer  les  nombres  arbitraires  X,  ji,  v,  etc., 

liner  les  valeurs  cherchées  des  variables  t,  a?,  y,  z,  etc. 

k>it  proposé  ^  piar  &Miiph^  dêf  détèhifiber  parmi  ious 

l^pipèdes  feetangles  dofrït  ht  Stirfaoè  «si  ^le  an 

a*,  celui  dont  le  volume  est  le  plus  grand  possible.  '; 

liant  par  x,  y,  x  les  trois  côtés  du  paraUélipipède,  la  > 

qu'il  s'agit  de  rendre  un  maximum  est  donc 

f 

j 
entre  les  trois  variables  Téquation  de  oondition  ^ 

^(xy  +  XZ  +  yz)  =  a*.  t 

»  qni  a  été  du  cF-dessttS ,  e»  fomieni  Péquatiofli 

yz.dx  +  xz.dy  +  xy.dz      \__^ 

+^{y  +  z)dx-^{X'{'Z)dy'^{x  +  y)dz\)        ^ 

l 
éy  en  égalaht  sépiàrémeiit  à  zéi^o  tes  termes  sMèctés  \ 

eniieMeè  éùt,  dy,dz,  l 

j(  +  ^)=:e4   xz-hXx-^zy^Oi  «!f+M«+»)=*.,  ]? 

t  X  entre  ces  équations^  il  vient 

nt  égard  à  Péquation  de  condition^ 


f 
yz.dx  +  xz.dy  +  xy.dz      \  j 


s 


,i 


6' 
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XV.    DIFFERENTIELLES   DE   l'aIRE  ET   DE  l'aRC   d'iiNK 
COURBE  PLANE. 

156.  |Soit  la  courbe  quelconque  Mm  (^.31)  rapportée 
aux  coordonnées  rectangulaires  a; ,  y,  et  dont  Téquation 

est  donnée.  L*aire  de  la  courbe  est  l'espace  compris  entre 
Taxe  des  abscisses ,  la  courbe  Mm,  et  deux  ordonnées  quel- 
conques PM,  pm  dont  la  position  est  fixée.  La  première  or- 
donnée PM  étant  supposée  conserver  une  position  fixe,  et  œ 
désignant  la  distance  variable  op ,  il  est  visible  que  la  gran- 
deur de  Taire  PMmp  est  une  fonction  de  l'abscisse  Xy  qui 
dépend  de  la  nature  de  la  courbe  ou  de  la  fonction  f[x], 

Noiis  désignerons  cette  fonction  par  u.  Il  s'agit  de  trouver 
l'expression  de  sa  différentielle,  c'est-à-dire  de  la  variation 
que  subit  la  fonction  u  lorsque  l'abscisse  x  augmente  de  la 
quantité  infiniment  petite  dx. 

Admettons  que  lyp  ou  x  augmente  de  la  quantité  finie  kx 
représentée  par  pq.  L'aire  u  croîtra  de  Au  représentée  par  le 
trapèze  pmnq,  et  Ton  peut  toujours  supposer  Lx  assez  petite 
pour  que  la  fonction  f  [x]  étant  constamment  croissante  ou 
décroissante  dans  l'intervalle  pq ,  ce  trapèze  se  trouve  com- 
pris entre  les  deux  rectangles  mp  et  ng.  Nous  pouvons  donc 
écrire 

Au  r=y.Aa;±:(o.Aa;,      ou       v-  =  y±w, 

co  étant  une  quantité  plus  petite  que  At/;  nous  aiux)ns  donc , 
en  prenant  la  limite  des  deux  membres, 

-j    =  w       et        du  =  y,  dx, 
ax 

Ainsi  la  différentielle  de  Taire  d'une  courbe  est  égale  au  pro- 
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dx  par  la  fonction  de  x  qui  ex{M*inie  la  valeur'  de 
ée  y,  ou  si  l'on  veut  Taire  de  la  courbe  est  la  fonc- 
Qitîve  dont  l'ordonnée  est  le  coefficient  différentiel 
lotion  dérivée  du  premier  ordre. 
k>nsidérons  maintenant  {fig.  31)  la  longueur  de  l'arc 
)urbe  comptée  à  partir  du  point  fixe  quelconque  M 

point  m  dont  l'abscisse  op  est  représentée  par  x. 
igueur  étant  désignée  par  $  et  regardée  comme  une 

de  l'abscisse  œ,  proposons-nous  de  connaître  Tex* 

de  sa  différentieUe. 

^sentons  par  pq  la  différence  àXy  qui  peut  toujours 
^  assez  petite  pour  que  Tare  correspondant  mn  tourne 
ivité  du  même  côté.  On  pourra  donc  toujours^  con- 
ent  aux  théorèmes  d'Archimède,  considérer  la  lon- 
le  cet  arc  comme  étant  comprise  entre  celle  de  sa 
m  et  celle  des  parties  mi  +  rU  des  tangentes  menées 
IX  extrémités  de  Tare.  Donc,  à  plus  forte  raison.  Tare 
pris  entre  mr  et  ns,  car  mr  est  plus  petite  que  la  corde, 

t  plus  grande  que  mi.  Or  mr  =  x  \/i  +  (-4^) 

d  fix) 
j     'j    '   représente  la  tangente  trigonométrique  de 
dx 

que  forme  la  tangente  au  point  m  avec  Taxe  des  x.  Soit 
bréger <p(x)  =  l/l  +  (-^)  •  ^^  ^^^^  ?(^  +  ^^) 

SI  valeur  de  ^x)  qui  convient  au  point  n  de  la  courbe. 
is  =  êiXf(x  +  Aar).  Ainsi  Ton  doit  poser 

*    r  ,  .  .   d.<p(x+B.lLv)  .    1 
>Ax.(p(a?)      et       Aj<Aar[^(p(j;)H-      ^  ^  . — -' Ax J  ; 

'on  veut 

Ai  ... 


-m- 

M  étant  ane  quantité  plus  petite  que  '  ^^    ■   '   •     àx.  EKoù 

Yi^  ^^H,  ^n  p^t^Q^t  la  limita  dont  s'approcbe^f  jffdéfix^r 
ment  les  deux  membre^  brsqife  àx  t^4  ^  ^^^W  null^  | 


ou  bien 

169.  Noua  aT0)A8  supposé^  dans  ce  qui  précède,  que  Tor- 
donaée  à  partir  de  laqudie  Vaiie  fi  étant  comptée,  ou  le  point 
iie  d^  la  oQoibe  à  partir  di^quel  Parc  •  était  compté,  étaient 
placés  de  manitee  que  n  et  j  croissaient  en  même  temps  que 
«.  Sm  an  était  nulvament  on  devrait  donnw  le  signe  —  à 
kundifléraniJiiBiies,  et  écrire 

De  plus  le  sigqe  de  la  différentielle  du  change  avec  le  signe 
de  PprdAnf^ée  y;  et,  en  général,  lorçg^e  Ton  compta  feis  y 
positives  de  bas  en  haut,  les  parties  de  Taire  d'une  courbe  qui 
sont  situées  au-dessus  de  Taxe  des  œ  sont  positives  et  celles 
qui  spnt  situées  ai^-dessous  de  cet  axe  sont  négatives. 

XYI*  DU  OOUTACT  ras  COURBIS  PLAJns. 

459.  On  dit  que  deux  courbes  se  touchent  lorsqu'elles  ont 
un  point  commua  et  une  tangente  commune.  De  plus  lorsque 
deux  courbes  pq,  rs  touchentla  courbe  mn  au  même  point  M, 
la  courbe  pq ,  qui  passe  entre  les  deux  autres,  est  regardée 
comme  ayant  avec  la  courbe  mn  un  contact  plus  intime  que 
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;  la  courbe rf.  ho^géoiûèir^  di^tiQgueQtaii^ ftoçoi^r 
4^dpers  ^drêê  dapt  les  caractères  se  distinguent  faciter 

L&  moyeQ  dbe  la  considération  de9  çoefficîento  diffiioepi? 
£on<4ÎMi^  dérivées. 

y  =  f{x)         et         y  =  ?(a?) 

gtt.ions  des  deux  courbes  rapportées  à  des  coordonnées 
ulaires  ;  œ  désignant  Fabscisse  du  point  commun  aux 
^ixrbes  ,  et  œ-^-h  Tabscisse  d'un  point  voisin  de  cduir 
*s  ordonnées  correspondantes  seront  respectivement 

ont  une  tangente  conmiune  au  point  dont  Tabsoisse 
3X1  aura  en  ce  point  non^seulement  ^[x)^=zf[x)y  mais 

=  — ^^Q — ^.  Cette  condition  étant  satisfaite,  on  est  assuré 

ime  autre  ligne  ayant  pour  équation  y  =  ^jk)  ne  peut 
entre  les  deux  courbes  proposées^  à  moins  que  l'on 

clément  ^^^  =  -^.  En  effet  la  diflTérence  des 

lées  des  deux  courbes  proposées  correspondantes  à 
peut  être  exprimée  par 

\^ d^  dx*       ;  2  * 

que  si  la  condition  dont  il  s'agit  n'avait  pas  lieu,  la 
nce  entre  l'ordonnée  de  la  troisième  courbe  et  celle 
première  serait  exprimée  par 
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Dans  toutes  ces  expressions ,  6  désigne  un  nombre  indéter- 
miné compris  entre  0  et  i  ^  et  qui  peut  être  différent  dans  les 
diverses  fonctions.  Or  il  est  visible  qu*en  prenant  h  suffisam- 
ment petite  on  pourra  toujours  rendre  la  seconde  expression 
plus  grande  que  la  première.  Donc  aucune  courbe  y  =  ^x) , 

,        „  .        _  d,^x)       d.f(x) 

pour  laquelle  on  n  a  pomt       '     =     •/    ,  ne  peut  passer 

entre  les  deux  courbes  y  =  f(x)  et  y  =  cp(x) ,  pour  lesquelles 

dx  dx 

Deux  lignes  qui  ont  un  point  commun,  et  pour  lesquelles 
le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre  de  l'ordonnée  a 
une  valeur  commune  en  ce  points  ont  entre  elles  un  contaci 
du  premier  ordre. 

i60.  Admettons  présentement  que  pour  les  deux  courbes 
proposées  les  coefficients  des  différentiels  deux  premiers  ordres 
aient  des  valeurs  communes.  La  différence  des  ordonnées  de 
ces  courbes  qui  répondent  à  l'abscisse  x-^h  sera  donc  ex- 
primée par 

/d^.^x  +  Qh)      d*.f(x  +  nh)\  J^ 
\       da^  dx"       7  2.3' 

tandis  que  pour  une  troisième  courbe  qui  toucherait  la  pre- 
mière^ mais  qui  ne  satisferait  pas  à  la  condition  dont  il  s'agit^ 
la  différence  des  ordonnées  serait  exprimée  par 

/^^x)      dKf{x)\  A^      /d^x_±^  _  ^f(x  +  eA)\  h^ 
\  dx*  dx«/2"*"V        dx''  dx^        )  2,3' 

Et  comme  la  seconde  expression^  lorsque  h  tend  vers  la  li- 
mite zéro,  devient  toujours  plus  grande  que  la  première,  il 
s'ensuit  que  la  troisième  courbe  ne  pourra  jamais  passer 
entre  les  deux  autres.  Donc  aucune  courbe,  pour  laquelle  les 
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différentiels  des  deux  premiers  ordres  ne  seraient 
&  oeux  de  la  courbe  y  =  f{x),  ne  pourra  passer 
<x>orl>e  et  la  courbe  y  =  ^(x) ,  pour  laquelle  cette 

OUI. 

es  pour  lesquelles  les  coefficients  diflférentiels  des 
liers  ordres  ont  une  valeur  commune^  sont  dites 
î  elles  un  contact  du  second  ordre, 

i  peut  continuer  de  la  même  manière ,  et  l'on  verra 

que  si  les  courbes  y  =  f[x)  et  y  =  <p(jr)  sont  telles, 
h  premiers  coefficients  différentiels  des  fonctions 
a)  aient  pour  l'abscisse  x  une  valeur  commune ,  au- 
on  dit  que  ces  courbes  ont  un  contact  de  Vordre  n^ 
lire  ligne  y  =  ^{x)  ne  pourra  passer  entre  elles,  à 
^elle  ne  satisfasse  également  à  la  condition  que  les 
3rs  coefficients  différentiels  de  la  fonction  ^{x), 
aux  aux  n  premiers  coefficients  différentiels  de  la 
f{a:)  pour  l'abscisse  x  dont  il  s'agit.  Diverses  cour- 
se touchent  en  un  même  point  doivent  donc  être 
s  comme  ayant  un  contact  d'autant  plus  intime 
3nl  un  plus  grand  nombre  de  coefficients  différentiels 

valeurs  coïncident.  Le  nombre  de  coefficients  diffé- 
communs  distingue  les  contacts  de  divers  ordres,  ce 
ait  impossible  de  faire  par  la  géométrie  seule. 
Remarquons  d'ailleurs  que  lorsque  deux  lignes  ont 
ict  de  premier  ordre,  elles  ne  se  coupent  pas  en 

puisque  la  différence  des  ordonnées  dans  les  points 
ivant  pour  facteur  h*  ne  change  pas  de  signe  avec  h. 
rsau'elles  ont  un  contact  du  second  ordre,  elles  se 

parce  que  la  différence  des  ordonnées  dans  les  points 
est  affec^  àe  *%  et  change  de  signe  avec  h.  En  gé- 
ieux  lignes  se  coupent  ou  non,  en  même  temps 
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qu'elles  se  toucbent,  «uivmit  que  leur  contact  est  é'\m  o«4>^ 
pair  pu  4'uu  ord^  impair. 

463.  p^  lîgoe«  paraboliques  sQut  les  plus  simples  qpa 
Ton  puisse  mettre  en  contact  avec  une  courbe  4o9Pée.  Soit 
toujours 

l'équation  de  cette  courbe,  et 

réquatipfi  d'iule  courbe  pafrabqlique  du  degré  n.  A^B,  G, 

D, H  représei^tent  des  coefficients  constaQlfi  qui  doivent 

être  déterminés  de  manière  que  la  courbe  parabolique  ait  un 
contact  de  Tordfp  fi  avec  la  courbe  proposée  d#ns  le  poipt 
dopt  les  coordonnées  sont  x',  y'.  Ce  contact  aura  lieu  d'après 

ce  qui  précède  si  les  valeurs  de  y,  ^,  ^, ~ÎL  dédui- 

ta^  de  la  seconde  équatioif  sont  égales  quand  on  ^i  x=x 
l^lx  valeur^  des  mêmes  quantités  déduites  de  la  première. 
Or,  1^  djijbsfipinfition  des  constantes  A,  B^  G.... H  se  trouvera 
de  suit0  effectijiée  de  n^apière  à  satisfaire  à  cette  condition 
si  Ton  pren4  pour  l'équatioa  de  la  courbe  parabolique 

aiqsi  qu'il  est  facile  de  le  vérifier. 

L'équation  àp  la  courbe  parabolique  dont  il  s'agit  conte- 
nait n+  1  copstaptes  arbitrairj6$|  e\  on  a  pu  lui  donner  un 
cpntact  de  Tordre  n  avep  une  courbe  quelconque  proposée. 
Ëp  général  on  peut  toujours  établir  entre  une  première 
çqi^  ^  i|pe  $ecoi)()6y  en  un  point  donné  fto  la  première, 
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t  dont  Tordre  est  marqué  par  le  npiBbie  dfi^  con- 
3itjraiiTes  contenues  dans  Téquatioii  de  cette  seconde 
minuée  d'une  unité* 

l'on   se  bornait  au  premier  degré  on  aurait  sim- 

d'one   ligne  droite  qui  touche  la  cQurbe  y=f{x) 
point   dont  les  coordonnées  sont  af  et  y'.  Aucune 
>ite    ne  peut  passer  antre  la  courbe  et  la  tangente 
agit, 
/équation  du  second  degré  donne 

i  u^ppwtenant  à  une  parabole  ordinaire,  do^t  Taxe 
llèle  à  l'axe  des  y,  qui  touche  également  la  pg^rbe 
dans  le  point  dont  les  coordonnées  sont  x', }/,  et  qui 
a  un  contact  du  second  ordre  avec  cette  courbe,  ou 
lectrice  d  cette  courbe,  suivant  une  autre  expression 
iinent  employée  par  les  géomètres.  Aucune  autre 
3  du  Mpopfl  degré  j  dont  Taxe  ^ejnit  égalepent  pa- 
i,  l'axe  des  w  ^  ne  peut  passer  entre  I9  courbe  pro- 
t  la  parabole  représeixtée  par  Téquatiop  précédente. 
En  général,  on  voit  qu'un  point  quelconque  M  d'une 
:e  oourb0  étwt  ^é,  tout  3e  réduit,  pour  donner  en 
t  à  une  #eppnd9  cow))^  ua  pontet  de  rqrdr^  n  avec 
aièrQ^  à  faire  en  so^  qu^  réqwation  de  la  §.econde 
et  ses  équations  différentielles  jusc(ues  et  compris 
soient  vérifiées  par  les  valeurs  de  Tabscisse  a^  du 


—  172  — 
point  M,  de  l'ordonnée  y'  de  oe  points  et  des  coefficients  dif- 
fépentiels  ^,  ^,  ^, ^  de  cette  ordonnée. 


XVII.   TANGENTES  ET  NORMALES   AUX  COURBES   PLANES. 
ASYMPTOTES. 

167.  L'équation  de  la  tangente  en  un  point  quelconque 
d'une  courbe  donnée  est,  d'après  ce  qui  précède , 

xfy  y'  représentent  les  coordonnées  du  point  de  contact; -p; 

est  la  valeur  du  coefficient  différentiel  du  premier  ordre  de 
la  fonction  y=f(x),  qui  a  lieu  dans  ce  même  point. 

L'équation  de  la  normale,  qui  se  déduit  inmiédiatement 
de  celle  de  la  tangente,  est 

y-î/'=-~;(j?-a;%  ou    a?-x'+ ^,(y-y')  =  0. 

dx* 

168.  Lorsqu'on  veut  exprimer  la  direction  d'une  ligne 

droite,  on  suppose  cette  ligne  transportée  parallèlement  à 

elle-même  à  l'origine  des  coordonnées ,  et  l'on  considère  les 

angles  qu'elle  forme  avec  les  parties  des  axes  sur  lesquels  on 

compte  les  coordonnées  positives.  Nommons  a,  6  les  angles 

que  la  tangente  d'une  courbe  forme  avec  les  parties  des  axes 

sur  lesquels  on  compte  respectivement  les  x  positives  et  les 

dy' 
y  positives.  L'angle  a  aura  pour  tangente  trigonométnque  -^, , 
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lus  de  l'angle  6  sera  toujours  égal  au  sinus  de  Tan- 
rao 


cos.6= 


dx' 


t  représente  de  la  même  manière  par  X^  (&  les  angles 
>a.r  la.  normale  à  la  courbe  avec  les  partie  des  axes 
lels  oxi  compte  respectivement  les  x  positives  et  les  y 

>,  l'angle  X  aura  pour  tangente  trigonométrique 

daf 
sinus  de  Tangle  (i  sera  toujours  égal  au  cosinus  de 
X.    Par  conséquent 

dx'  4 

.X=  == ,         ,,^     »       COS.îx= 


^eut  donner  indifféremment  le  signe  +  ou  le  signe  — 

lical  \/  i  +{^7  '  "^'*  ^"  ^^'*  '"'  donner  le  même 

dans  les  expressions  des  cosinus  des  deux  angles  qui 

^portent  à  la  même  ligne.  Suivant  le  signe  que  Ton 

îra  à  ce  radical ,  les  deux  angles  se  rapporteront  à  la 

.  de  la  ligne  qui  est  d'un  côté  ou  de  l'autre  de  l'origine  f 

oopdonnées.  Lorsque  ce  radical  est  pris  positivement,  il 

ntendu  que  Ton  considère  la  partie  MS  (fig.  32)  de  la 

3nte  qtn  est  située  par  rapport  au  même  point  M  du  côté 

X  positives,  et  la  partie  MN  de  la  normale  qui  est  située 

•apport  au  m^me  point  du  côté  des  y  positives. 
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169.  On  peut  atissi^  eii  désigâant,  côntine  âsiiÊ  le  If  i57, 
par  <b  la  différentielle  de  Tare  de  la  courbe,  elprifeier  par 


dx'  ,     dv' 

co*«=-^       et      cw.6  =  ^ 


les  cosinus  des  angles  que  la  tangente  au  point  m  forme  avec 
les  axes  des  â?  et  des  y  ;  et  par 


^     di/  dx* 

cos.X=^       et      cos.i.=-^ 


les  cosinus  des  angles  que  la  normale  au  même  point  forme 
avec  les  axes  des  x  et  des  y.  t)ans  ces  formules  Féléndent  dif- 
rentiel  ds'  doit  ôtre  regardé  comme  pouvant  prendre  à  volonté 
le  signe  +  o^  1®  signe  — ,  puisque  rien  ne  règle  d'avance 
dans  quel  sens  Tare  s  est  compté.  Mais  on  doit  toujours  lui 
donner  lé  môme  signe  dans  les  deux  formules  correspon- 
dantes. Suivant  que  l'un  prendra  d^  positivement  ou  négati- 
vement^ les  angles  a^  6^  ou  X,  |i  se  trouveront  comptés  à 
partir  de  Tune  ou  de  l'autre  des  portions  de  la  tangente  ou 
de  la  normale  qui  sont  s^mrées  par  le  point  de  la  courbe. 

470.  doit  le  point  M  f/Sf.  di)  d'une  courbe,  et  siqpposoos 
la  tangente  et-la  normale  KKeâées  en  ce  point  prolongées 
jusqu'aux  points  T  et  R  où  elles  rencontrent  Taxe  des  x. 
I/ordcfenée  y  du  point  de  contact  est  représentée  par  MP, 
et  Ton  a 

do:' 
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!!■&    saus^tangenie  PT  =  — ?- —  =  -^ 

^  tang.a      rf^ 

dx' 


l^SL  ruxr^mate 


'«-â-.=W'-m' 


La   s^zis-normale  PR  =  y'  tang.  a  =  y'^^ 

ée  est  moyenne  proportionnelle  entre  la  8ou&-tan- 
la    sous-normale. 

lous    remarcfuerons  que  réquatkm  primMire  d'une 
si  souvent  donnée  sons  to  ferme 

F{x,y)  =  0. 

on  différentielle  est  alors 

dF  ,        dF  .        ^ 

-dœ+^dy^9. 

i,  conformément  au  n^  44,  ^  =^  —  ^.  En  mettant 

deur    de  -p  dans  Féquation  de  la  tangente  du  n*"  167, 
vient 

sse.  de  l'équation  différentielle  de  la  courbe  à  l'équa* 
}  la  tangente  en  remplaçaBi  le  rapport  ^ptéïè  tsp^ 


L'équation  de  la  normale  devient  de  la  môme  manière 
g(x-^)-|;(y-vO=o. 

On  passe  également  de  l'équation  différentielle  de  la  courbe 

dy 
à  réquation  de  la  normale  en  remplaçant  le  rapport  -r-  par 

le  rapport ,. 

y— y' 

Les  angles  formés  par  la  tangente  avec  les  axes  des  x  et 
des  y  étant  toujours  désignés  par  a  et  6,  on  a 

rfF  dF 

dy'                      .                 dx' 
cos.a  = ; -^-^z ,  cos.6= — .  :^^z^^  . 

Et  les  angles  formés  par  la  normale  avec  les  axes  des  x  et 
•des  y  étant  toujours  désignés  par  X  et  (a,  on  a 

dx'  dv' 

COS.  X  =  -^-j^ ^=:r  ,     CO&Ml  =  j:-. . • 

172.  Lorsque  les  courbes  ont  des  branches  qui  s'étendent 
à  Imtini^  il  anîve  quelquefois  qu'elles  s'approchent  indéfi- 
niment de  certaines  lignes  droites  que  Ton  a  nommées 
asymptotes.  Les  asymptotes  sont  des  tangentes  dont  le  point 
de  contact  est  placé  à  une  distance  infinie  de  l'origine  des 
coordonnées.  L'équation  générale 
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à.  l'aune  quelconque  des  tangentes  de  la  courbe 
§e  TpsLT  l'équation  F(aî,  y)  =  0.  Elle  appartiendra 
>yïïiptote  si  Ton  y  suppose  les  coordonnées  a/ 
pK>îrit  de  contact  infiniment  grandes.  Par  con- 
PM3UI*  obtenir  Téquation  des  asymptotes  d'une 
onnée^   il  faut  mettre  dans  l'équation  générale  des 

dF  dF 

'  de  y'  en  a:'  tirée  de  Téquation  F(x'y  y')  =0,  puis 
infinie  positive  ou  négative,  ce  qui  donnera  toutes 
.iptotes  qui  ne  coïncident  pas  avec  Taxe  des  y^ 
eraient  pas  parallèles  à  cet  axe.  On  trouvera  ces 
s  ,  s^'il  en  existe ,  en  mettant  dans  la  même  équa- 
valeur  de  &'  en  y'  tirée,  de  l'équation  F(jî',y')  =  0, 
sant  f/  infinie  positive  ou  négative,  et  ne  con- 
que   les  résultats  qui  ne  correspondent  pas  à  x' 

Ijo    même  procédé  peut  s'appliquer  au  cas  où  il 
non    pas  d'une  ligne  droite^  mais  de  toute  autre 
asvmptotique.  Après  avoir  déterminé,  conformé- 
ce  qu'on  a  vu  dans  l'article  XVÏ,  l'équation  de  la 
__  <p{ir)  de  manière  qu'elle  ait  un  contact  du  pre- 
ndre avec  la  courbe  y=f{x)  dans  le  point  dont  les 
(inées   sont  a?',yS  on  connaîtra  la  tîgure  que  doit 
la  courbe  tf=T(^)  pour  qu'elle  soit  asymptote  de 
substituant  dans  son  équation  les  valeurs  de 
'    ou  de  ^  ^^  y'  ^<^™*^  P^  réquation  y'=f{x^), 
isint  x'  ou  îf'  infinie. 

indiquerons  quelques  applications  de  ces  for- 
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mules  générales.  L'équation  de  VelUpse  ou  de  Vhyperhote 
rapportée  aux  diamètres  >  dont  nous  désignons  respective- 
ment par  a  et  b  les  demi-longueurs^  est 

L'équation  différentielle  est 


et  donne 


|«te±gdy  =  0. 


dy  b^x 

dx  a^y' 


Les  équations  de  la  tangente  et  de  la  normale  seront  respec- 
tivement 

5(x-x')±g(»-»')  =  0,    ou    g±^=l. 

=tg(— -')-|(S/-V')  =  0.  ou  Ç±5  =  XV(^:^.^). 

On  aura  pour  les  expressions  de  la  sous-tangente  et  de  la 
sous-normale, 

sous- tangente  =  —  —  x' ,       sous-normale  =  a?'  ±  — ,- . 

La  sous-tangente  est  indépendante  du  petit  axe  26,  et  par 
conséquent  elle  conserve  la  même  valeur  pour  le  cercle  et 
pour  toutes  les  ellipses  dont  le  diamètre  pris  pour  axe  des  j? 
a  la  même  longueur  2a.  Le  rapport  de  la  sous-normale  à 
Tabscisse  est  constant  pour  tous  les  points  d'une  môme 
ellipse  ou  d'une  même  hyperbole. 


n 
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l'^fa-yperbole  équilatêW,  doni  l'étjUalion  eh  tehhes  | 

i  \ 

ii     i 

etlÂovi  ciifEërentieUe  i| 

Vda:  +  xdy  =  9,       d'où       g  =  -|,  |; 


soYisi-tangeate  =  —  a?' ,      soushnormale  =  —  ^. 

LS-tangente  est  égale  à  Pabscisse^  mais  doit  être  prise 
te  de  l'ordonnée^  la  tangente  formant  un  angle  obtus 
es  .a?  positives. 

.  Pour  trouver  les  asymptotes  de  Thyperbole  on  mettra 
'équation  de  la  tangente 

x'x      yfy  _ 

aleur  de  ^  déduite  de  l'équation  de  la  courbe 
_  ?—  =  i  ,  qui  est  T-  =  =J-  v  "7  —  i  >  ce  qui  donnera 

n  faisant  af  infiniment  grande^  il  viendra 
—  q:f  =  0      ou      y=zt-x 

\s  réouation  de  ces  asymptotes. 

i 
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176.  Dans  la  parabole  représentée  par  l'équation 

on  a  pour  l'équation  différentielle 

ydy=pda:,     d'où      |=  \/£. 
L'équation  de  la  tangente  est 

y'(y — y  *)  =  P{* — ^     ou     y'y  =  p{x  +  x'). 
L'équation  de  la  normale  est 

y'(x-'X')  +  p(y-y')  =  0. 

On  a  pour  les  expressions  de  la  sous-tangente  et  de  la 
sous-normale 

sous-tangente  =  ^x' ,        sous-normale  =  p. 

La  sous-tangente  est  toujours  double  de  Tabscisse^  qui  est 
ici  comptée  du  sommet  de  la  courbe.  La  valeur  de  la 
sous -normale  est  constante  dans  toute  retendue  de  cette 
courbe. 

177.  L'équation  de  la  logarithmique 

y  =  \og.x 

donne ^  en  changeant  Tune  pour  Tautre  les  coordonnées^ 
l'équation 

a  désignant  la  base  du  système  de  logarithmes^  que  nous 
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t^z^^ujours  plus  grande  que  l'uniié.  L'équation  di£fé- 
îci  mjite  de  cette  dernière  est  ' 

dy  =  la.aFdx: 

^^^jtTSL  respectivement  pour  les  équations  de  la  tan- 
e3    la.  normale 

y  —  y'=z  la.a^'{x—x') 

ro  également 

i 
50  izs-tangente  =  j- ,       sous-normale  =  la ,  a**'. 

^  sous-tangente  est  constante  et  égale  au  module  du 
e  de  logarithmes.  Mais  la  sous-normale  augmente 
oient  à  mesure  que  le  point  de  contact  s'éloigne  de 
ae  des  coordonnées. 

l'après  ce  qui  a  été  dit  n°  172,  on  remplace  y'  par 
eiir  a*'  dans  l'équation  de  la  tangente,  il  viendra 

y  —  a''  =  Ui.a''{x—x'). 

i 
in\  ensuite  x'=  —  ^  cette  équation  se  réduit  à 

y  =  0; 

Il  ron  conclut  que  Taxe  des  y  est  asymptote  de  la  courbe 
côté  des  X  négatives.  Il  faut  remarquer  ici  que  l'on 
t  orendre  0  pour  la  valeur  du  terme  —x'a"  lorsque 
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d  3j 

Ton  fait  jî'  =  —  -.  Caf  ce  produit  revient  à  -p,  dans  le- 
quel on  ferait  ^  =  ^«  Or  a  étant  >i,  la  est  positif. 
L'équation  a*'= 1  -f  Qi!ia'\'  —  (te)"  + donne  par  suite 

a 

o*'  >  -^  (te)*  et  -p  <  -TTTTî .  Donc  la  valeur  du  rapport 
2  ^    '        <r       a:(te)*  ^^'^ 

dont  il  s'agit  a  zéro  pour  limite  quand  sd  est  supposée 
croître  de  plus  en  plus  et  devenir  plus  grande  que  toute 
ligne  donnée. 

178.  On  a  nommé  cycloïde  la  courbe  décrite  par  un  point 
d'une  circonférence  de  cercle  roulant  sur  une  ligne  droite. 
Les  propriétés  très-remarquables  de  cette  courbe  ont  plu- 
sieurs applications  importantes  dans  la  géométrie  et  dans  la 
mécanique.  Soit  c  {fig,  33)  la  position  actuelle  du  centre 
du  cercle^  et  m  celle  du  point  de  sa  circonférence  qui  décrit 
la  oourbe.  Nous  prendrons  pour  axe  des  x  la  ligne  droite 
sur  laquelle  roule  le  cercle  »  et  pour  origine  des  coordonnées 
le  point  0  où  le  point  m  se  trouvait  sur  cette  ligne  à  l'instant 
où  le  mouvement  a  commencé.  lies  coordonnées  Xy  y  étant 
donc  représentées  par  op  et  mp,  on  aura  évidemment^  en 
désignant  par  R  le  rayon  du  cercle  dont  le  mouvement  décrit 
la  courbe»  et  par  (■>  Fangle  mer  compris  entre  le  rayon 
vecteur  cm  et  le  diamètre  de  ce  cercle  qui  est  perpendicu- 
laire à  l'axe  des  7^ 

a;  =  B(o3  — sin.(o),       y  =  R(l— C0S.ti)); 

d'où 

cos.u>  =  i=i!,       sin.u>=:i^^\ 
et  par  conséquent 
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a^  =  R.arccos.  -^^— v^SRy— y» 

l'é<]uation  en  termes  finis  de  la  courbe.  Elle  pré- 
^tJi.ne  infinité  de  parties  ^  soit  du  côté  des  x  positives^ 
luL  côté  des  X  négatives^  toutes  situées  au-dessus  de 
d^s  as  y  égales  entre  elles,  et  occupant  chacune  sur 
iL^xje^  un  intervalle  oa  égal  à  2icR.  Chaque  partie  est 
eiJLi*s  formée  de  deux  moitiés  dont  la  figure  est  symé- 
e- 

ïs   deux  expressions  précédentes  de  a;  et  y  étant  difïé- 
ké^es  donnent 

dx  =  R(i — COS.  iù)dbi ,       dy  =  R  sin.  co.dco. 
c 

dy  __     sin.  w     _  v^2Ry— y* _  *  /2R_ 

Sp""i— C08.W""      y      ""  V  y 

équations  de  la  tangente  et  de  la  normale  sont  respec- 
îTneiit>  d'après  les  formules  générales  du  n''  167, 


y-v'=— 7==(^-^'). 


-1 

I  a  de  plus 


sous-tangente  =  -r— ^ 

v/2Ry— y'« 

normaie=  v/2Ry' 

saus-narmale  =  \/2Ry'— y**. 
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La  normale  coupe  toujours  Faxe  des  x  au  point  où  cet  axe 
est  touché  par  le  cercle  générateur. 

XVIII.    CERCLE  OSCULATEUR.   DEVELOPPEES  DES  COURBES 
FLANES. 


179.  La  ligne  la  plus  simple  après  la  ligne  droite  est  le 
cercle,  et  comme  son  équation  contient  en  général  trois 
constantes  dont  on  est  libre  de  disposer,  on  peut  donner  à 
un  cercle  un  contact  du  second  ordre  avec  une  courbe  quel- 
conque. Revenons  aux  notions  présentées  dans  les  nu- 
méros 139  et  suivants.  Soit 

y  =  f(x) 

réquation  d'une  courbe  quelconque  proposée,  et 

l'équation  d'un  cercle  quelconque,  a  et  6  désignant  les  coor- 
données du  centre,  et  p  le  rayon.  1<»  D'après  ce  qui  a  été  dit 
numéro  164,  on  donnera  à  ce  cercle  un  contact  du  premier 
ordre  avec  la  courbe  proposée  au  point  M  dont  les  coordon- 
nées sont  x\  y',  si  l'on  détermine  les  constantes  a,  6  et  p  de 
manière  que  Téquation  du  cercle  et  son  équation  différen- 
tielle du  premier  ordre  ^  qui  est 


»-a?  +  {6-y)^  =  0, 


dx 


soient  satisfaites  par  les  valeurs  de  a/,  y',  -p  qui  appartien- 
nent au  point  M  dans  cette  courbe  proposée.  Nous  avons 
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leux.  équations 

:3S  les  ^-aleurs  de  a,  6^  p  doivent  satisfaire.  La  seconde, 
léirant  a  et  6  comme  des  coordonnées  variables,  ap- 
à.  la.  normale  menée  à  la  courbe  au  point  M ,  et  Tune 
coordonnées  demeure  indéterminée.  On  en  conclut 
cerole  dont  le  centre  sera  placé  sur  la  normale  tou- 

courbe,  résultat  qu'il  était  facile  de  prévoir. 

^K>  ï>our  donner  au  cercle  un  contact  du  second 
i^ec  la  courbe  proposée  au  point  M,  il  faut  queTé- 
V  de   ce  cercle,  son  équation  différentielle  du  premier 

et  son  équation  différentielle  du  second  ordre,  qui 


»+(©■-"-«»=•• 


satisfaites  par  des  valeurs  de  x',  y",  5^,,  ^  q«>  «P- 
nnent  au  point  M  dans  cette  courbe  proposée.  Nous 
.  donc  maintenant  les  trois  équations 


1+  aS'  -^"-"^HP 


lesquelles  les  valeurs  des  constantes  «,  6  et  p  sont  entiè- 
tent  déterminées.  On  en  déduit 
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•Mm  .  .-(g)- 


bH%)J 


expressions  qui  font  connaître  la  position  du  centre  du  cercle 
osculateur  et  la  grandeur  de  son  rayon.  Le  signe  de  la  valeur  du 

rayon  p  est  indéterminé  à  raison  du  radical    1  -{-  (  ^  )     ', 

qui  peut  également  être  pris  positivement  ou  négativement; 
maïs  il  n'en  est  pas  de  même  des  valeurs  des  quantités 
a — x'  et  6 — yff  qui  sont  les  projections  de  ce  rayon  sur  les 
axes  des  x  et  des  y.  Le  signe  de  ces  quantités  indique  de 
quel  côté  de  la  courbe  le  centre  du  cercle  osculateur  doit  être 
placé  sur  la  normale  :  pn  reconnaît  facilement  que  ce  centre 
se  trouvera  toujours  placé,  comme  cela  doit  être,  du  côté  de 
la  concavité  de  la  courbe. 

181.  La  détermination  du  cercle  osculateur  donne  la  me- 
sure de  la  courbure  d'une  ligne  quelconque  en  un  point 
donné.  Pour  se  former  la  notion  de  la  courbure  on  admet 
qu'à  partir  du  point  de  contact  M  on  s'avance  sur  la  courbe 
jusqu'à  un  point  voisin  N,  et  que  l'on  compare  la  distance 
NT  de  ce  point  à  la  tangente  avec  Tintervalle  MN  parcouru 
sur  la  courbe^  ou  plutôt  avec  son  carré  auquel  la  distance 
NT  est  sensiblement  proportionnelle  quand  l'intervalle  MN 
est  très -petit.  La  limite  vers  laquelle  tend  la  valeur  du 
rapport  de  NT  à  MN  ,  lorsque  MN  tend  vers  zéro ,  est  la 
mesure  de  la  courbure  de  la  courbe  au  point  A).  Dans  )e 
cercle  la  courbure  est  égale  dans  tous  les  points,  et  de 
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&&t   pour  divers  cercles  en  raison  inverse  de  leurs 
SLxr  soit  MN  =  9  dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  R  : 

V  R/        MN  ^ 

qui  y   à.  mesure  que  9  diminue^  tend  à  se  réduire  à 

itne  le  cercle  osculateur  dans  le  voisinage  du  point 

ict  s'écarte  moins  que  tout  autre  cercle  de  la  courbe 

e        on    regarde  la  courbure  du  cercle  osculateur 

clonnant  la  mesure  de  la  courbure  de  la  courbe^  qui 

1 
si  proportionnelle  en  chacun  de  ses  points  à  -,  en 

iiit  comme  ci-dessus  par  p  le  rayon  du  cercle  oscu- 
en  ce  point.  Le  rayon  du  cercle  osculateur  est  sou* 
ppelé  par  cette  raison  rayon  de  courbure. 
arder  le  cercle  osculateur  comme  donnant  la  mesure 
courbure  de  la  courbe,  c'est  admettre  que  dans  une 
ae  infiniment  petite  de  part  et  d'autre  du  point  de  cou- 
le cercle  et  la  courbe  peuvent  être  prisTun  pour  l'autre. 
seule  hypothèse  suffit  pour  établir  les  résultats  précé- 
;.  Soit  en  effet  1  Tare  de  la  courbe  compté  jusqu'au  point 
l'abscisse  est  a;,  et  t  l'angle  compris  ontre  l'axe  des  x  et 
Qgente  de  la  courbe  amenée  au  même  point,  les  quantités 
T  étant  regardées  comme  des  fonctions  de  x.  Lorsque 
3  abscisse  x  croîtra  dedXyS  croîtra  de  d«,  et  x  croîtra  de 
La  différentielle  rft  représentera  l'angle  compris  entre  les 
x  tangentes  de  la  courbe  menées  aux  points  qui  répon- 
it  aux  a\î5Ciaçes  OF  et  a?  +  *«? ,  PU  si  l'on  veut  l'angle  çora- 
s  entre  les  deux  normales  menées  à  la  courbe  en  ces 
îmes  points.  Or  Varc  de  étant  regardé  comme  apparf^uant 
cercle  pscuUteur  dont  Jp  rayon  est  p  ^  on  a 


c'est-à-dire 


—  i88  — 


&^ 


d'où  Ton  tire  comme  ci-dessus 

La  longueur  du  rayon  de  courbure  étant  déterminée ,  la 
position  du  centre  du  cercle  oeculateur  est  connue ,  puisque 
Ton  sait  que  le  rayon  de  courbure  est  dirigé  suivant  la  nor- 
male du  côté  011  la  courbe  tourne  sa  concavité. 

Nous  omettons  ici,  pour  plus  de  simplicité,  les  accents 
dont  les  lettres  x,  y  sont  affectées  dans  les  formules  des  nu- 
méros précédents.  On  n'oubliera  pas  qu'elles  expriment  les 
coordonnées  du  pomt  où  la  courbe  proposée  est  touchée  par 
le  cercle  osculateur. 

182.  L'angle  rfx,  ou  Tangle  compris  entre  deux  tangentes 
ou  entre  deux  normales  à  la  courbe,  menées  aux  extrémités 
de  Parc  infiniment  petit  dSy  est  appelé  angle  de  contingence. 
Gomme  on  déduit  de  l'équation  précédente 

ds 

on  voit  que  le  rayon  de  courbure  est  égal  à  rélément  de  Parc 
divisé  par  Pangle  de  contingence. 

183.  Si  nous  supposons  d'ailleurs,  comme  on  Fa  fait  dans 
le  n°  d7i  ,  que  l'équation  de  la  courbe  proposée  soit  donnée 
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forme 

F(a?,y)  =  0, 

i  d'après  le  n^Tâ, 

dF 
dy dx 

dy 

rf'F    .  /rfF\*rf«F 

dxdy 

te*  ^ 


W 

mettant  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  a^  6  et  p 
180,  il  viendra 


rfFI 
dx\ 


-x  =  - 


m- m 


/dr\  '  d'F     ^  dF  dF   (PF       /dF\  «  d^F 
\dy/   cte*        da?  dy  dardy      Vda?/   dy* 

S  — î/— —  /dF\ « d'F      ^ dF  dF   d^F        /dF\ « d'F 
i^dy/  da?»        dx  dy  dxdy      \dx)   ~dy^ 

P-  /dg\ « d«F      g  dF  dF   d^F       /dF\ « d»F 
\dy/  da?*        da?  dy  da:dy      \da;/   dy* 

84.  Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  précède  que  Fab- 
,se  X  était  prise  pour  variable  indépendante.  On  peut 
,si  faire  varier  également  j?  et  y ,  en  regardant  ces  deux 
yrdonnées  comme  des  fonctions  d'une  troisième  variable 
elconque.  Dans  ce  cas  Téquation  du  cercle  et  ses  deux 


I 
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équations  différentielles  du  premier  et  du  sëcdhd  ordre 
étant 

(a_a?)t  +  (6-y)«  =  p« 

(a— a?)<te  +  (6— y)dy  =:  0 

«te*  +  dy*— (a— a?)rf*a;  — (6— y)rf*y  =  0 , 

on  trouve,  en  désignant  par  ds  l'élément  de  la  courbe , 

^  dyds*  g  dxds* 

dxdhf—dyd^x  *  ^     dxdhf  —dyd^x  ' 

^  ~  c(a;c(^ —  dyd*x  * 

On  parviendrait  aux  mêmes  résultats  en  substituant  dans  les 

dy  d*y 
expressions  du  numéro  180  les  valeurs  de  -p-,  -r^  données 

dans  Tarticle  IX  pour  le  changement  de  la  variable  indépen- 
dante. Les  résultats  dont  il  s'agit  conviennent  sans  modifi- 
cation au  cas  où  Tare  s  est  pris  pour  la  variable  indépen- 
dante ^  et  où ,  par  conséquent ,  la  différentielle  ds  est  supposée 
constante. 

On  peut  d'ailleurs  les  représenter  sous  une  autre  forme  ^ 
en  remarquant  que 

{dxd^ — dyd^xy  =  ds^[{d^x)*  +  (d'y)»]  — (itecPa?  +  dyd^)^ 

et  d'autre  part  que 

—  dy{dxd}y — dyd^x)  =  ds{dsd*x — dxd^s)  =  ds\d  (-^j 
dx{dxdhf  —  dyd^x)  =  ds{dsd}y — dyd^s)  =  ds\d  (^j . 
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donc 


;onclut  de  ces  expressions  qu'en  représentant  par  X  et 
n^les  formés  avec  les  axes  des  x  et  des  y  par  la  partie 
iormale  sur  laquelle  est  placé  le  rayon  p,  on  a 

l^arc  s  est  pris  pour  variable  indépendante^  on  fera 

/dx\  /dy\         â^x     d*y 

:0,  et  l'on  remplacera  d^^j  etd^^j  ?»-^et^. 

3.  Les  résultats  auxquels  on  vient  de  parvenir  devien- 
très-sensibles  lorsque  la  courbe  est  regardée  comme  la 
i  d'un  polygone  dont  le  nombre  des  côtés  augmente  de 
en  plus.  Soient  /,  m,  n  (fig.  34)  trois  points  de  la  courbe 
kosée  dont  les  abscisses  op,  oq,  or  sont  x,  x  +  dx^ 
dx  +  d{x  +  dx)  ou  0?+ 2rfj?+  d^x.  En  prolongeant  Tare 
considéré  comme  une  ligne  droite,  formant  le  triangle 
égal  au  triangle  lam ,  traçant  en ,  et  menant  cd  et  ce 
pendiculaires  sur  nr  et  mn  (que  Ton  considère  égale- 
nt comme  une  ligné  droite),  on  voit  que  cd  repré- 
te  d'x  y  nd,  d^y  ;  et  ne ,  d'«.  Mais  ne  =  v/(d*a?)«  +  (d'y)*. 
ne  ce  =  /(d*j?)»  +  (d*y)*  —  (d's)*.  Or  —  est  l'angle  de 

atingence,  c/estrà-dire -- ;  donc 

ds  ds  ___^ 


P       V^*x)«-h(rf»y)«-(d'5)« 


I 
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dûs 
De  plus  -T-  représente  le  cosinus  de  Fangle  alm  formé  par  la 

tangente  au  point  l  avec  Taxe  des  x.  Or  quand  on  passe  du 

point  /  au  point  m ,  ce  cx>sinus  varie  d'une  quantité  propor- 

CB  /dûc\ 

tionnelle  à  la  projection  de  ce  sur  mb.  Donc  — .  cos.  X = i  (  --  j . 

On  a  de  même  — .  cos.  u  =  rf  ( -p  ) .  D'où  Ton  conclut 
cm  \  as/ 

^ 1 e*f\a  >» — ^ L 


COS.X=-—  ^      ^  ,C03.îX—    , 

expressions  qui  reviennent  aux  précédentes. 

Dévelopfée$, 

186.  Soit  toujours 

y=m  (A) 

l'équation  d'une  courbe  donnée.  Nous  aurons  d'après  le 
n"*  180,  pour  déterminer  le  cercle  oscuiateur  au  point  de 
cette  courbe  dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  les  trois  équa- 
tions 

(«-ir)«  +  (6-y)«=:p« 

(a_a?)+(6-y)^  =  0  (B) 


i  + 


(2)-<«-')(S)=«- 


dans  lesquelles  a,  6  représentent  les  coordonnées  du  centre 
de  ce  cercle,  et  p  son  rayon.  Les  valeurs  de  a  et  6  déduites 
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équations  ont  été  données  n*  180  et  sont 

:\ettant  pour  y>  -^^  ^  ^^^^  valeurs  en  x  déduites 

éc[uation  (A)  de  la  courbe  proposée,  elles  se  trouveront 
innées  au  moyen  de  Tabscisse  x^  et  donneront  la  posi- 

du.  centre  de  courbure  qui  répond  à  un  point  quel- 
{ue  de  cette  courbe. 

uand  on  fera  varier  x  pour  passer  d'un  point  à  l'autre 
ia  courbe  y=f{x),  la  position  du  centre  de  courbure 
ngera  en  conséquence.  La  série  de  ces  positions  for- 
[>a  une  courbe  dont  a  et  6  considérées  comme  variables 
irésentent  les  coordonnées,  et  dont  on  aura  évidemment 
\uation  en  éliminant  x  entre  les  deux  équations  (C). 

effets  ces  expressions  conviennent  à  Tun  quelconque 
s  centres  de  courbure  déterminés  par  la  valeur  attri- 
lée  à  xp  .-  en  faisant  disparaître  cette  variable  par  Téli- 
ination^  il  ne  reste  plus  qu'une  relation  qui  convient 
tous  les  centres  dont  il  s'agit,  c'est-à-dire  à  la  courbe 
ai  en  est  le  liea  Cette  courbe  a  été  nommée  d'après 
[uygens  la  développée  de  la  courbe  donnée,  dont  l'équation 
siy  =  f{x). 

Met.  Les  équations  (B)  appartiennent  évidemment  à  la 
léveloppée  en  y  considérant  a,  6  et  p  comme  variables  et 
:omme  des  fonctions  de  x.  Les  différentielles  de  ces  équa- 
tions lui  appartiennent  donc  également.  Or,  en  différentiant 
la  première  équation  (B)  et  en  supprimant  les  termes  nuls 
en  vertu  de  la  seconde ,  on  a 

1"  ANNÉE.  '^ 


{a^x)doi  +  (6— y)rf6ss:  ^^  (D) 

En  différentiant  de  même  la  seconde  équation  (B)  et 
supprimant  les  termes  nuls  en  vertu  de  la  troisième,  on 
a  de  plus 

dxda  +  dydS^O.  (E) 

yéquation  (E)  exprime  que  les  tangentes  menées  aux  points 
correspondants  d'une  courbe  et  de  sa  développée  sont  tou- 
jours perpendiculaires  l'une  sur  Pautre.  Ainsi  le  rayon  de 
courbure  touche  constamment  la  développée.  Remarquons 
de  plus  que  l'équation  (D)  peut  s'écrire 

P  P 

a  — ^       6— — 1/ 

Or et •  sont  respectivement  les  cosinus  des  an- 

P  P 

gles  formés  avec  les  axes  des  x  et  des  y  par  le  rayon  p 
tangent  à  la  développée.  *  Donc  le  premier  membre  de 
cette  dernière  équation  représente  la  somme  des  projec- 
tions sur  la  tangente  de  la  développée  des  éléments  cfot 
et  d6y  c'est-à-dire  la  longueur  de  l'élément  de  l'arc  de  la 
développée  dont  da  et  d^  sont  respectivement  les  projec- 
tions sur  les  axes  des  x  et  des  y.  En  le  désignant  par  d<r , 

c'est-à-dire  en  posant  d<j  =  v'rfa*  +  d6' ,  nous  aurons 
donc 

do  =  dp. 

Ainsi  nous  voyons  que  tandis  qu'on  passe  sur  la  courbe 
proposée  du  point  m  (fig.  35)  dont  l'abscisse  op  est  x^  au 
point  n  dont  l'abscisse  oq  est  ar+dj?,  et  par  conséquent 
du  point  t^  de  la  développée  au  point  v  ^  l'arc  p  compris 


iG&  deux  points  est  égal  à  la  différence  des  deux  rayons 
irbure  wjx  et  nv, 

conclut  des  résultats  précédents  que  la  courbe  mn 
décrite  d'un  mouvement  continu  par  l'extrémité  d'un 
idu  qui  aurait  été  enveloppé  sur  )a  courbe  (xv^  et 
oTi  développerait  progressivement.  C'est  par  cette  rai- 
pie  la  courbe  {av  est  nommée  la  développée  de  la 
»e  mn.  Réciproquement  la  courbe  mn  est  nommée 
velappante  de  la  courbe  (jlv.  La  considération  des  dé- 
»pées  est  d'un  grand  usage  dans  plusieurs  applications 
rtantes. 
8.   Si   réquation  de  la  courbe  proposée  était  donnée 

la  forme 

F(a?,y)  =  0, 

'emplacerait  alors  les  équations  (C),  entre  lesquelles  x 
être  éliminée  pour  obtenir  l'équation  de  la  dévelop- 
,  par  les  expressions  de  a  et  6  qui  ont  été  données 
183.  On  éliminerait  ensuite  x  et  y  entre  ces  dernières 
ations  et  l'équation  F(a?,y)  =  0  de  la  courbe  pro- 
ée. 

Exemples  de  l'application  dee  rémUats  prieédents. 

189,  Soit  en  premier  lieu  l'équation  de  Vellipse 

X*        t/'  dF       2j? 

i  aura  donc   ici  F[x,  y)  =  ^  +  5?  —  ^'  dx^V 

:_?y    £!:  =  ^,-^  =  0,J?  =  ^,etensubsU. 
i~^^'  dx^       a*    <tedy  dy*      b* 
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tuant  dans  rexpression  de  p  du  nM83 ,  il  viendra 

par  l'expression  du  rayon  de  courbure  qui  convient  à  cette 
courbe. 

En  substituant  maintenant  les  expressions  précédentes 
dans  les  valeurs  de  a  et  de  6  du  même  numéro .  on 
trouve 

puis  en  tirant  les  valeurs  de  j?  et  y  et  les  mettant  dans 
l'équation  de  la  courbe,  on  a 


pour  réquation  de  la  développée  de  Tellipse.  Cette  ligne 
est  formée  de  quatre  parties  égales  disposées  symétrique- 
ment par  rapport  aux  diamètres  rectangulaires  de  l'ellipse. 
Les  rayons  de  courbure  Mji  et  Nv  appartenant  aux  sommets 

h^       a» 
sont  représentes  respectivement  par  —  et  --.  La  dévelop- 
pée touche  les  axes  aux  points  (a  et  v. 

L'équation  de  l'hyperbole  se  déduit  de  celle  de  l'ellipse 
en  changeant  le  signe  de  6'.  L'expression  du  rayon  de 
courbure  demeure  la  même,  mais  l'équation  de  la  déve- 
loppée devient 

Cette  ligne  est  formée,  comme  la  précédente,  de  quatre 
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>  disposées  symétriquement  par  rapport  aux 
tangulaires  de  l'hyperbole.  Le  rayon  de  cour- 
répond  au  sommet  de  la  courbe  a  pour  va- 

ourbe  touche  Taxe  des  x  au  point  [x. 
ation  de  la  parabole 

le  p  du  fi"  180,  il  vient 

Jp±^ 


,  -j—i  —  —        ,  :  et  en  substituant  dans 

s/^     ^^'  (2a:)î 


P  =  - 


\/P 


(râleurs  étant  substituées  dans  les  expressions 
même  numéro  donnent 

ant  X  entre  ces  deux  expressions,  on  trouve 
on  de  la  développée  de  la  parabole 

27       p 

est  formée  de  deux  parties  égales  placées  symé- 
3ar  rapport  à  Taxe  des  x.  Le  rayon  de  cour- 
appartient  au  sommet  de  la  parabole  est  égal 
loppée  touche  Taxe  des  x  au  point  ji. 
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191.  A  l'égard  de  la  eyehîde ,  dont  on  s'est  occupé  dans 
le  n""  478^  on  a  trouvé 

Kdy 
dx      \  y         '  dx*  .  /2R  y* 


Vf-' 


et  en  mettant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  p  du  n»  180^ 
il  vient 

d'où  l'on  conclut ,  en  rapprochant  ce  résultlat  des  formules 
données  n"*  478,  que  le  rayon  de  cdurbure  est  toujours 
double  de  la  normale. 

En  substituant  également  les  valeurs  précédentes  dans  les 
expressions  de  a  et  6  du  n*»  480,  on  aura 

a  =  j;-f  2v/2Ily  — 2/S  6  =  — y. 

Il  est  visible^  soit  par  ces  expresçions ,  soit  par  celle  du 
rayon  de  courbure  p,  que  le  centre  de  courbure  du  som- 
met n  de  la  cycloïde  {fig.  36)  est  en  v,  en  prenant  la  dis- 
tancé a^=ian.  Pour  obtenir  l'équation  de  la  développée 
sous  la  forme  la  plus  simple^  nous  la  rapporterons  k  deux 
nouvelles  coordonnées  a'  et  &  parallèles  aux  premières ,  et 
qui  sont  comptées  à  partir  du  point  v,  dans  le  sens  vfr  et 
dans  le  sens  va.  Nous  écrirons  donc 

a  =  7:R  — a',  6  =  — 2R  +  6', 

ce  qui  changera  les  équations  précédentes  en 

îx'  =  kR— «— 2v/2By— y*t  ?/  =  2R— 6'5 


—  *f9  — 

n  tira^  en  ayant  égard  à  l'expression  de  x  en  y  du 

a'  =  R^jc-r-aPCCOS,ï^j—  v^2Ry  —  y»  ; 

en  mettant  pour  y  sa  valeur  en  ô' , 
R-6' 


a'  =  R  arc  COS.  - 


VSRe'-e'». 


développée  de  la  cycloïde  est  une  autre  cycloïde 
a  première. 

proposition  résulte  d'ailleurs  immédiatement  de  la 
btenue  ci-dessus  pour  le  rayon  de  courbure.  Cw 
5  de  courbure  devant  se  trouver  pour  le  point  m 
ycloïde  sur  le  prolongement  de  la  normale,  à 
mce  riA=rm,  il  s'ensuit  que  Tare  rp.  du  cercle 

R,  dont  le  centre  est  d,  est  égal  à  l'arc  rm  du 
i  même  rayon  dont  le  centre  est  e.  Mais  Tare  rm 
i  rintervalle  Or  ••  donc  l'arc  «h-  esl  égal  à  Tinter- 

mons  de  plus  que  le  rayon  de  courbure  est  nul 
O  de  la  cycloïde  Omn.  Donc  Tare  Op.  de  la  déve- 
>t  égal  au  rayoff  de  courbure  mix.  Ainsi  la  lon- 
ale  de  la  demi-cycloïde  0(jlv  est  4R;  et  en  géné- 
n  plaçait  au  sommet  de  la  courbe  Torigine  des 
ées  a: ,  y ,  et  si  Ton  comptait  les  axes  du  même 
aurait 

s  =  2  s/2Ry; 

propriété  remarquable   de  la  cycloïde,  qui  con- 

reppoduire  par  le  développement,  est  liée  à  la 

n    suivante   plus  générale,  et  due  à  Jean  Ber^ 


J 
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noulli.  Si  9  cousklénmt  une  courbe  quelconque  dont  les 
extrémités  touchent  deux  côtés  d'un  rectangle^  on  en  forme 
la  développée^  puis  la  développée  de  celle-ci ,  et  ainsi  de 
suite  à  rinfini^  les  courbes  obtenues  de  cette  manière 
approcheront  progressivement  de  se  confondre  avec  une 
demi-cycloîde. 

XIX.  COURBES  PLANES  RAPPORTEES  AUX  COORDONNEES 
POLAIRES. 

192.  L'usage  des  coordonnées  polaires  consiste  à  rempla- 
cer^ pour  fixer  la  position  d'un  point  quelconque  m,  les 
coordonnées  rectangulaires  a?  et  y ,  représentées  par  Op 
et  mpj  au  moyen  du  rayon  vecteur  r  représenté  par  Om 
et  de  Tangie  w  formé  par  ce  rayon  avec  Taxe  des  x.  Les 
nouvelles  coordonnées  sont  liées  aux  premières^  comme  on 
Pa  déjà  remarqué  n**  79^  par  les  relations 

x  =  rcos.oi        d'où        r=+v^*  +  y* 
y  =  r  sin.  eu  ej>  =  arc  tang.  -. 

Le  rayon  vecteur  est  pris  toujours  positivement.  L'angle  w 
peut  affecter  toutes  les  valeurs  positives  ou  négatives  depuis 
zéro  jusqu'à  Tinfini. 

193.  L'équation  d'une  ligne  droite  passant  par  le  point 
dont  les  coordonnées  rectangulaires  sont  x*^  y',  et  formant 
avec  Taxe  des  x  l'angle  t  ,  étant  en  coordonnées  rectan- 
gulaires 

y  — y'  =  (a?— x')tang.T, 

on  trouvera  pour  Téquation  de  la  même  droite  en  coor- 
données polaires 


—  2(M  — 

rsin.(w — t)  =  r'sin,  (w'—  t)  , 

désignant  les  valeurs  de  r  et  co  qui  appartiennent 
it  dont  les  coordonnées  sont  txf  et  y*.  En  effet, 
—  t)  représente  évidemment  la  distance  constante 
^ne  dont  il  s'agit  à  la  parallèle  menée  à  cette  ligne 
gine  des  coordomiées. 

L'équation  de  la  parabole,   quand  on  place  Tori- 
coordonnées  au  sommet,  est  en  coordonnées  rec- 
•es 

rdonnées  polaires 

COS«(o 


r  =  2p 


sin.*t 


'équation  de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole  en  coordon- 
mgulaires,  l'origine  étant  placée  au  centre^  est 

a«  "^  6»  "  *  • 
données  polaires 


t' COS.  *  w  ifc  a*  sin.  *  ci>' 

îs  si  Ton  place  l'origine  des  coordonnées  au  foyer 
ibole  en  remplaçant  dans  l'équation  y*  =  2pj?, 

ac  y  l'équation  de  cette  courbe  deviendra   ' 

11^  =  1^^  r'  désignant  la  distance  du  sommet  au 


\\ 


\ 


Mettant  pour  a;  et  y  les  valeurs  données  n""  402»  on  aura  pour 
l'éc^iiation  en  coordonnées  polaires 


^  ,1  +  COS.a)  2r' 

r  =  2r'— ^— ^ — ,      ou       r  =  i 

sm.'a)  1  —  co 


COS.to' 

et  6i  l'on  compte  Tangle  co  à  partir  de  la  portion  de  l'axe  qui 
est  située  du  côté  des  x  négatives,  c'est-à-dire  à  partir  de  la 
portion  de  l'axe  comprise  entre  le  foyer  et  le  sommet  de  la 
cdttfbe 

_       2r^      ; 

~  1  H-  COS.  «o  ' 

équation  qu'il  est  facile  de  déduire  immédiatement  des  pro- 
priétés connues  de  la  parabole. 

197.  Soit  e  l'excentricité  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole,  c'est- 
à-dire  le  rapport  entre  la  distance  du  centre  au  foyer  et  le 
demi -grand  axe  ou  axe  réel.  On  aura  donc  ae=.  y/a* — A" 
pour  l'ellipse  et  ae=  ^a^-^b*  pour  l'hyperbole.  En  plaçant 
dans  l'ellipse  l'origine  au  foyer  situé  du  côté  des  x  positives, 
et  dans  Thyberbole  au  foyer  situé  du  côté  des  x  négatives^ 
raj)scisse  comptée  à  partir  du  centre  sera  X'\-aedàm  la  pre- 
mière courbe,  et  x — ae  dans  la  seconde.  Leurs  équations  de- 
viendront respectivement 

et  en  substituant  pour  x  et  y  les  expressions  du  n"  192 ,  on 
aura  en  cordonnées  polaires  pour  l'ellipse 


1  +eCOS.co' 


et  pour  l'hyperbole 


--^ i-,    ou    r  =  — i i- 

1+^COS.w'  €COS,ta  —  1 
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que  Ton  considérera  la  branche  de  la  courbe  la  plus 
ou  la  plus  éloignée  du  foyer  pris  pour  origine.  Ces 
^s  équations  se  déduisent  également  des  propriétés 
i  des  deux  courbes  dont  il  s'agit. 
Nous  rechercherons  maintenant  les  expressions  diffé- 
5  générales  qui  appartiennent  à  la  direction  de  la 
d'une  courbe^  à  son  aire»  et  à  la  longueur  de  Tarc^ 
(ï  emploie  les  coordonnées  polaires. 
1  général 

n  d'une  courbe  proposée.  Si  Ton  demande  la  direc- 
a  courbe  au  point  dont  w  et  r  sont  les  coordonnées , 
[•quera  que  la  droite  formant  Tangle  t  avec  Taxe  à 
quel  l'angle  co  est  compté  ^  dont  Téquation 

^_^,sînJoA--c) 
sin.((b — t)     • 

née  n**  193 ,  sera  tangente  à  la  courbe  au  point  dont 
onformément  aux  principes  exposés  article  XYI) ,  si 

de  —  déduite  de  l'équation  de  ia  droite  est  égale  en 

cfco 

i  la  valent»  do  même  coefficient  différentiel  déduite 
ion  de  la  courbe.  Or,  en  diiférentiant  l'expression 
e  de  Ty  on  trouve 

dr  _        ,  sin.  (m'—  t)  ces,  (to  —  x) 
3ù>~'      ^         sip.*(w— t) 


^  =  — reot(ca— t); 
le  t  fornaé  par  la  courbe  avec  Taxe  à  partir  duquel 


—  Î04  -^ 
on  compte  l'angle  ù>  est  déterminé  en  général  par  Féquatioa 

dr 

~  représentant  le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre  de 

la  fonction  r =/'(&)).  Il  est  superflu  de  remarquer  d^ailleurs 
que  X — (0  est  Fangie  compris  entre  la  tangente  de  la  courbe 
et  le  rayon  vecteur. 

Le  même  résultat  peut  être  facilement  obtenu  par  la  géo- 
métrie. Car  soient  m,  n  {fig.  37)  les  deux  points  de  la  courbe 
correspondants  aux  valeurs  w  et  œ-j-dw  de  Tinclinaifion  du 
rayon  vecteur.  L'arc  mq  décrit  au  point  0  avec  le  rayon 
Om=r  aura  pour  longueur  rdm^  et  nq  représentera  dr.  Mais 
à  la  limite  nous  regardons  mq  comme  une  ligne  droite  per- 
pendiculaire à  Om^  et  la  courbe  comme  coïncidant  avec  la 
tangente  dans  l'intervalle  mn.  Remarquant  de  plus  que 
Tangle  nmq  est  le  «complément  de  l'angle  t— co^  on  aura 
comme  ci-dessus 

COt.(T— .w)  =  — f-. 

Si  Ton  nomme  <r  Tangle  formé  par  la  normale  menée  à  la 
courbe  au  point  m  avec  l'axe  des  x^  on  aura  donc  d'après 
la  formule  précédente 

/        %         ^*diù 

tang.((j— a>)  =  ~^, 

a — u)  étant  l'angle  formé  par  la  normale  et  le  rayon  vecteur. 
199.  L'aire  de  la  courbe^  lorsque  l'on  emploie  des  coor- 
données polaires,  est  l'espace  triangulaire  compris  entre  cette 
courbe,  un  rayon  vecteur  fixe  (par  exemple  le  rayon  Oa  (lig  37) 
qui  coïncide  avec  Taxe),  et  le  rayon  vecteur  mobile  Om.  Nous 
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erons  cette  aire  par  u.  Lorsque  ci>  augmente  de  dui,  u  croit 
Dgle  Omn,  dont  l'aire,  en  regardant  encore  mn  comme 
ne  droite,  est 

,r  (r  -f  dr)rdtù. 

irons  donc  en  négligeant  (comme  on  doit  le  &ire  en 
à  la  limite)  les  quantités  infiniment  petites  du  second 


du=.^rdfi}. 


^uant  à  la  différentielle  de  l'arc  de  la  courbe^  que 
itinuons  à  représenter  par  s^  elle  est  évidemment  ex- 
puisque  l'élément  mn  (fig.  37)  peut  être  regardé  à  la 
mme  l'hypoténuse  du  triangle  rectangle  mnq,  dont 
sont  rd<ù  et  dr,  par 

posons  que  Tare  s  augmentera  en  même  temps  que 

Ton  veut  enfin  connaître  l'expression  générale  du 
30urbure  en  coordonnées  polaires^  on  emploiera  la 

ds 
^  =  di' 

mi  que  de  l'équation  du  n»  498 
1  dr 

COt(T-co)=.--^^, 

lar  la  différentiation 


Mais  cette  même  équation  donne 

sin.«(x-.o)=  *^  . 

Ponc 

di  _         \r  dtùj       dtii\r  dta) 
D'ailleurs  nous  avons  trouvé  ci-dessus 


Donc 


£-[*-a£)t 


\r  rfto/       r  rfco* 
OU  si  l'on  veut 

[-^  (£)•]' 

La  direction  de  la  normale  étant  connue  d'après  le  n°  198 
cette  expression  du  rayon  de  courbure  suffit  pour  détermi* 
ner  la  position  du  centre  du  cercle  oseulateur.  Le  radîeal 

r*+  {■j-\    Y  peut  être  affecté  du  signe + ou  du  signe — .  Si 

l'on  convient  de  prendre  le  signe  +  il  s'ensuivra  que  le  rayon 
de  courbure  sera  regardé  comme  positif  lorsque  les  dtiféren* 


f  serent  de  même  signe^  et  comme  négatif  lon- 
it  de  signe  contraire.  N(Mia  supposons  iei  que 
»nte  dans  le  m^9ie  sens  que  l'angle  m.  Ainsi  le 
irbure  est  censé  positif  lorsque  la  concavité  de  la 
•umée  du  côté  de  l'origine  ou  pôle  Ami  émanç 
eur  et  négatif  dans  le  cas  contraire. 

Courbes  nommées  spirales. 

géomètres  ont  donné  le  nom  de  spirales  à  diverses 
t  la  nature  et  les  propriétés  s'expriment  d'une 
s  simple  au  moyen  des  coordonnées  polaires. 
d'jérchimède  a  pour  équation 

une  constante  positive.  La  courbe  commence  à 
pôle,  et  forme  une  infinité  de  révolutions  autour 
dont  elle  s'éloigne  de  plus  en  plus. 
s  la  spirale  hyperbolique ,  ainsi  nommée  à  raison 
^  de  son  équation 

L  toujours  une  constante  positive)  avec  celle  de 
rapportée  à  ses  asymptotes^  la  courbe  prend  son 
ne  distance  infinie  du  pôle,  où  elle  touche  une 
lèle  à  Taxe  des  x  dont  l'équation  est  y =a  (puis- 

on  précédente  peut  s'écrire  y =a  — *- — ,  et  donne 

je  o)  =  0).  Elle  forme  une  infinité  de  révolutions 
>ôle,  dont  elle  s'approche  progressivement,  mais 


sans  l'atteindre^  puisque  l'on  n'a  r  =  0  qu'en  attribuant  à 
l'angle  «>  une  valeur  infinie. 

204.  La  spiraU  lagarithmi^u,  courbe  très-remarquable 
dont  les  propriétés  ont  été  étudiées  par  Jacques  Bernoulli^  a 
pour  équation 

fo  =  log.r^     ou     r  =  aw,     ou  enfin      r=€^*^^ 

a  désignant  la  base  du  système  de  logarithmes,  que  nous 
supposons  plus  grande  que  l'unité.  La  valeur  OA  de  r  qui 
correspond  à  ta>=:0  est  égale  à  Tunité.  Lorsque  ta  croît  posi- 
tivement à  partir  de  zéro  y  r  augmente  de  plus  en  plus  :  ainsi 
la  courbe  à  partir  du  point  A  forme  autour  du  pôle  une  infi- 
nité de  révolutions  en  s'éloignant  progressivement  de  ce 
point.  Lorsque  «a  croit  négativement  à  partir  de  zéro^  r  di- 
minue de  plus  en  plus  :  la  courbe  forme  également  à  partir 
du  point  A,  et  en  s'approchant  progressivement  du  point  O, 
sans  l'atteindre^  une  infinité  de  révolutions. 
De  l'équation 

on  déduit 

La  formule  du  n"*  198^  tang.  (<r — ca) = j- ,  donne  donc 

rciti) 

ici  pour  déterminer  l'angle  compris  entre  la  normale  et  le 

rayon  vecteur 

tang.  (o  —  ii>)  =  — -  te. 
Ainsi  cet  angle  a  une  valeur  constante. 


—  209  — 
Li  rayon  de  courbure  n*  20i , 

\r  ao)/       r  dw* 


P  =  rv^l4-(to)*  = 


COS.(a— oj)* 


;g.  38)  le  centre  de  courbure  correspondant 
a  spirale  logarithmique,  la  ligne  0(a  est  per- 
le rayon  vecteur  Om.  Le  rayon  vecteur  et  le 
ire  conservent  un  rapport  constant, 
les  coordonnées  polaires  du  centre  de^cour- 
L  donc,  d'après  ce  qui  précède, 


Cl)  -f  ^  ,  R  =  v^p*  — r»=  la.r; 

il  les  valeurs  de  co  et  r  tirées  de  ces  équations 
r  =  e^'^  de  la  courbe,  il  viendra  j 

nt  au  méme^ 

L  polaire  de  la  développée.  Donc  la  développée 
logarithmique  est  cette  même  courbe  qui  a 

du  pôle  tfun  angle  égal  à '—.  Il  suffit 


i' 


1-' 
II 


II 


—  «0  — 

d'ailleurs^  pour  reconnaître  que  la  déveiclppée  est  une  spirale 
logarithmique^  de  remarquer  que  sa  tangente,  qui  n'est  autre 
chose  que  le  rayon  (xm,  forme  un  angle  constant  avec  son 
rayon  vecteur  Oj*. 

XX.   POINTS  SINGUUERS  DBS  COURBES  PLANES. 

205.  Les  notions  qui  ont  été  exposées  dans  les  articles  XVI 
et  suivants,  et  qui  se  rapportent  à  la  détermination  des  tan- 
gentes des  courbes,  de  leurs  cercles  osculateurs,  ou  en  géné- 
ral des  courbes  osculatrices,  sont  fondées  sur  l'emploi  du 
théorème  de  Taylor,  et  supposent  en  général  que  les  coeffi- 
cients différentiels  de  la  fonction  qui  exprime  la  valeur  de 
l'ordonnée  au  moyen  de  Tabscisse  prennent,  pour  le  point 
de  là  courbe  que  l'on  considère,  des  valeurs  finies  et  déter- 
minées. Il  est  donc  nécessaire,  conformément  à  ce  qu'on 
a  vu  dans  l'article  X ,  que  la  figure  de  la  courbe  soit  con- 
tinue près  de  ces  points  ;  et  de  plus  il  ne  faut  pas  que  la 
fonction  dont  il  s'agit  se  trouve ,  pour  la  valeur  de  l'abscisse 
qui  leur  appartient,  dans  les  cas  d'exception  qui  ont  été 
remarqués  dans  ce  même  article.  Lorsqu'il  en  est  autre  - 
ment,  la  figure  des  courbes  est  en  général  affectée  d'une 
manièi^e  particulière  et  présenta  ce  qu'on  nomme  un  poini 
singulier. 

Dans  la  plupart  des  cas,  l'existence  des  points  singuliers 
tient  à  ce  que  la  courbe  a  deux  ou  plusieurs  branches  qui  se 
réunissent  dans  les  points  dont  il  s'agit.  Néanmoins  les 
courbes  qui  ont  un  cours  unique,  ou  qui  sont  partagées  en 
plusieurs  branches  distinctes  qui  ne  se  croisent  point,  pré- 
sentent quelquefois  des  points  remarquables  que  l'on  a 
généralement  compris  sous  la  dénomination  de  points  sin- 
guliers. 


_  fil  _ 

Von  ait  fbrmé  les  coefficients  diffërentièls 
Ic.^   de  l'ordonnée  y  de  la  courbe  exprimée 
ibscîsse  ac. 
oefficient  différentiel  -r^  devient  nul    pour 

aX 

a  de  l'abscisse,  les  autres  coefficients  conser* 

finies^  la  tangente  de  la  courbe  au  point  fcor- 

)arailèle  à  Taxe  des  x;  et  Tordomiée,  confor- 

l'on  a  vu  dans  l'article  XIV,  est  un  maximum 

n. 

îut  difiérentiel  j-^J  devient  seul  nul,  tous  les 

int  des  valeurs  finies,  le  rayon  de  courbure 
sens  de  la  courbure  change.  Il  y  a  un  potnl 

eut  différentiel  du  troisième  ordre  -j~  devenait 

indiquerait  que  -j-^  est  un  maximum  ou  un 

ais  cette  circonstance  ne  peut  en  général  se  re- 

la  figure  de  la  courbe. 

dy        d'y 
X  premiers  coefficients  différentiels  ^  ®*  ^ 

jn  même  temps,  on  se  trouverait  dans  le  cas  re- 
an  du  n**  145,  c'est-à-dire  qu'il  y  aurait  un  point 
iDS  lequel  la  tangente  de  la  courbe  serait  paral- 

3S  X. 

3  les  cas  où  quelques-uns  des  coefficients  diffé- 
nent  des  valeurs  riuUes,  on  doit  considérer  ceux 
jnt  des  voleurs  infinies, 
ficient  ditférentiel  du  premier  ordre  ^  prend 


! 
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une  valeur  infinie^  la  tangente  de  la  courbe  est  parallèle  à 
l'axe  des  y.  Gela  peut  arriver  dans  quatre  cas  :  en  un  point  L 
(fig.  39)  formant  dans  le  sens  de  x  la  limite  de  l'espace  oc- 
cupé par  la  courbe  ;  en  M  lorsque  Fordonnée  est  infmie  et 
que  la  courbe  a  pour  asymptote  une  ligne  parallèle  à  l'axe 
des  y,-  en  N  lorsqu'il  y  a  un  point  d'inflexion;  et  enfin  en  O 
dans  un  point  de  rebroussement. 

Si  le  coefficient  différentiel  du  second  ordre  devenait  infini , 
celui  du  premier  ordre  ne  Tétant  pas,  il  en  résulterait  que  la 
valeur  du  rayon  de  courbure  serait  nulle. 

207.  Considérons  maintenant  les  cas  où  les  courbes 
offrent  plusieurs  branches  dont  la  réunion  ou  le  croisement 
donne  lieu  à  des  points  singuliers.  Les  cas  dont  il  s'agit 
ont  une  liaison  intime  avec  ceux  qui  ont  été  remarqués  n~  90 
à  93.  En  effet,  une  courbe  ne  peut  avoir  plusieurs  branches 
qu'autant  que  la  fonction  y  =  f(x)  qui  représente  l'ordonnée 
contient  explicitement  ou  implicitement  des  radicaux  pairs 
auxquels  on  doit  attribuer  un  double  signe.  En  général  à 
chaque  valeur  de  x  répondent  plusieurs  valeurs  de  y,  et 
autant  de  valeurs  de  chacun  des  coefficients  différentiels  qui 
appartiennent  respectivement  aux  différentes  branches  de  la 
courbe.  Mais  si  la  valeur  pailiculière  x=^a  fait  disparaître  un 
radical  dans  f(x) ,  et  réduit  par  là  les  valeurs  de  y  à  un 
moindre  nombre  y  deux  ou  plusieurs  branches  de  la  courbe 
se  réunissent  dans  le  point  correspondant,  qui  devient  ce 
que  Ton  nomme  un  point  multiple.  On  a  vu  d'ailleurs 
aux  numéros  cités  qu'il  fallait  ici  distinguer  deux  cas. 

i**  Lorsque  le  radical  disparaît  dans  f(x)  pour  la  valeur 
a?  =  a  parce  que  cette  valeur  rend  nul  ce  radical  même,  le 
développement  de  {{a-^-h)  contient  alors  des  puissances  frac- 
tionnantes de  hj  et  par  conséquent  les  coefficients  différentiels 
doivent  devenir  infinis  à  partir  d'un  certain  ordre. 
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radical  disparait  dans  f{x)  parce  que  la  va- 
il  nul  un   certain  facteur  (x — a)*  à  exposant 

3nt  ce  radical  est  affecté^  mais  reparaît  dans 

différentiels  après  un  certain  nombre  de  diflfé- 

lormule  de  Taylor  subsiste.  Il  n'en  serait  pas 

exposant  m  était  fractionnaii^e  :  on  rentrerait 

cas  précédent  et  on  trouverait,  à  partir  d'un 
des  valeurs  infinies  pour  les  coefficients  diffé- 

'après   ce    qui  précède,  qu'un  point  multiple 

i'iqué  par  les  valeurs  infinies  que  prendraient 

ts  différentiels  du  premier  ordre  et  des  ordres 

Slais  cette  indication  n'est  pas  certaine,  puis-  j 

d  chose  peut  avoir  lieu  dans  un  point  d'inflexion  | 

aie  de  la  courbe  serait  parallèle  à  l'axe  des  y.  [ 

encore  qu'en  un  point  multiple  les  coefficients  ; 

.  peuvent  conserver  des  valeurs  finies,  et  les  pre-  ■ 

ire  eux  offrir,  par  exemple,  des  valeurs  nulles.  ; 

)nsiance  peut  également  avoir  lieu  pour  un  point  î 

où  la  tangente  de  la  courbe  serait  parallèle  à  l'axe  * 

is  si  les  premiers  coefficients  différentiels  réduits  à  v 

suivis  d'autres  coefficients  différentiels  affectés  de  ^i 

et  si  d'ailleurs  f{x)  est  réelle  près  de  a? = a,  on  est 
ré  que  le  point  dont  il  s'agit  est  formé  par  la  réu- 
plusieurs  branches  de  la  courbe  qui  ont  entre  elles 
ci  dont  l'ordre  est  marqué  par  le  nombre  des  coeffi- 
Eférentiels  qui  reçoivent  la  valeur  commune  zéro. 

néraly  pour  juger  exactement  de  la  nature  d'un  point 
r    il  faut  discuter,  par  le  développement  de  f[a±ih) 
;  ou  par  un  autre  moyen  quelconque ,  le  cours  de  la 
près  de  ce  point. 


—  214  — 

208.  Le  cas  le  plus  simple  auquel  s'appliquent  les  consi- 
dérations précédentes  est  celui  du  point  M  {Jig,  40)  qui  forme 
la  limite  d'une  courbe  dans  le  sens  des  ce.  On  doit  considé- 
rer les  deux  parties  Mm,  Mm'  comme  deux  branches  dis- 
tinctes (soit  qu'elles  s'étendent  à  l'infini,  ou  qu'elles  se 
rejoignent  pour  former  une  courbe  fermée) ,  qui  se  réunissent 
en  M.  Les  coefficients  différentiels  du  premier  ordre  et  des 
ordres  supérieurs  sont  infinis  pour  la  valeur  de  l'abscisse 
qui  répond  à  un  tel  point.  La  même  chose  a  lieu  lorsque 
la  limite  de  la  courbe  est  formée  par  un  poin^  de  rebrousse- 
ment  N. 

Remarquons  que  le  point  N ,  où  les  deux  branches  de  la 
courbe  sont  du  même  côté  de  la  tangente  commune^  est  un 
point  de  rebroussement  de  la  seconde  espèce;  et  que  le  point  Q 
de  la  figure  du  n"*  206,  où  les  deux  branches  de  la  courbe 
sont  placées  de  part  et  d'autre  de  la  tangente  commune,  est 
un  point  de  rebroussement  de  la  première  espèce.  Le  cas  où 
tous  les  coefficients  différentiels  deviennent  infinis  peut  ré- 
pondre d'ailleurs  à  divers  points  multiples  0,  P,  dans  lesquels 
se  réunissent  deux  ou  plusieurs  branches  de  courbe  qui 
touchent  (en  se  croisant  ou  non  )  une  même  ligne  parallèle  à 
Taxe  des  y. 

209.  A  regard  des  cas  où  les  premiers  coefficients  diffé- 
rentiels deviennent  nuls ,  tandis  que  les  coefficients  différen- 
tiels suivants  conservent  des  valeurs  finies  affectées  de  radi- 
caux, ils  donnent  lieu  à  des  points  multiples  analogues  aux 
points  0  et  P,  mais  dans  lesquels  la  tangente  de  la  courbe  est 
parallèle  à  l'axe  des  x. 

Mais  si  la  première  différentiation  a  suffi  pour  fau^e  dispa- 
raître le  facteur  dont  le  radical  était  affecté  dans  la  fonction 
et  qui  devenait  nul  pour  la  valeur  particulière  a:=a,  en 
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dy 
ical  se  retrouvant  dans  -j^,  ce  coefficient  dif- 

ax 

te  plusieurs  valeurs  finies  distinctes  ^  on  aura 

multiple  Q  dans  lequel  les  branches  de  la 

ieront  sans  se  toucher.  Et  si  dans  un  tel  point 

cJ*v  rf'V 

rs  de    — -^  se  trouvait  nulle,  ^  restant  finie, 

lexion  dans  une  des  branches  de  la  courbe. 

terminerons  enfin  en  observant  que  Ton  a 
Vs  isolés  ou  conjugués  certains  points  dont  les 
satisfont  à  l'équation  proposée  entre  x  et  y, 
^nt  entièrement  séparés  de  la  ligne  que  cette 
présente.  11  existera,  par  exemple,  un  point 
orrespondant  à  la  valeur  a?  =  a  si  cette  valeur 
itre  dans  la  fonction  y=:f{x)  un  radical  tel,  que 
f{a)  soit  réelle,  et  les  valeurs  voisines  f{a±h) 
s.  Exemple:  y={x—a)*^(x-'ay—b*. 


CI.    PLANS  TANGENTS  ET  NORHALBS  AUX   SCRVACBS 
COURBES. 


Sous  récapitulerons  ici  succinctement  les  formule^ 
élémentaires  de  la  géométrie  à  trois  dimensions, 
irection  d'une  ligne  droite  passant  par  l'origine  des 
anées  est  ftxée  par  les  trois  angles  a,  6,  y  formés  par 
gue  avec  les  parties  des  axes  sur  lesquels  on  œmpte 
ordonnées  positives  x,  y,  z.  Les  cosinus  de  ces  angles 
videmment  entre  eux  dans  les  mêmes  rapports  que  les 
onnées  x,  j,  z  et  l'on  a  les  relations 


X  __  COS.  g  X COS.  a  1/  __  COS.  6 

y""cos.6'         z  ~  COS.  y  *         i  ""  cos.  y  * 

dont  deux  quelconques  entraînent  la  troisième.  De  plus  les 
coordonnées  du  point  de  la  ligne  située  à  la  distance  I  de 
Torigine  étant  respectivement  cos.  a,  cos.  6,  cos.  y>  U  en 
résulte 

cos.'a  +  cos.*6  +  cos.*Y  =  1. 

D'après  cela 

x=zaz,  y  =  bz 

étant  les  équations  des  projections  de  la  droite  sur  les  plans 
des  xz  et  des  yz,  on  a 

cos.  a  cos.  6 

cos.  Y  cos.  Y  ' 

d'où 
coS'«  =  7==  »  cos.6  =  -p=  ,  cos.Y=- 


V^a«+6»+l  v/a*+6«+l  v^a«-h6=«+i' 

On  peut  donner  à  volonté  dans  ces  formules  au  radical 
le  signe  +  ou  le  signe  —,  pourvu  qu'on  lui  donne  dans 
toutes  trois  le  même  signe.  Suivant  le  signe  donné  à  ce 
radical,  les  angles  a,  6  et  y  appartiendront  à  Tune  ou  à 
l'autre  des  parties  de  la  ligne  qui  sont  séparées  par 
l'origine  des  coordonnées.  Si  on  le  prend  positivement,  ces 
angles  se  rapporteront  toujours  à  la  partie  de  la  ligne  qui 
est  située  du  côté  des  z  positives,  ou  qui  forme  un  angle 
aigu  avec  la  partie  positive  de  Taxe  des  jp. 

212.  Soient  deux  droites  passant  par  l'origine  des  coor- 
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liant  respectivement  avec  les  axes  ies  angles 

(' ,  La  distance  des  points  de  ces  droites  placés 

de  l'origine  est  le  double  du  sinus  de  la  moitié 

lies  comprennent.  Ainsi,  appelant  u)  cet  angle, 

3S.  a COS.  a')*  -f  (COS.6— .C0S.6')*+  (COS.Y— COS.  yT, 

se  réduit  h 

1 (COS.  a  COS.  a'  +  COS.  6  COS.  6'  -^  COS.  y  COS.  y'). 


=  COS.*  -  —  sin.'  -  =  1  —  2  sin.*  -.  Donc 
2  2  2 


:,  o>  =  COS.  a  COS.  a'  -f  COS. 6  COS. 6'+  COS. y  COS. y'. 

eux  droites  sont  perpendiculûres  l'une  sur  Tautre 

i;. 

COS.a  COS.a'-f  C0S.6  COS. 6'+  COS-y  COS. y'  =  0.  f 

équations  des  deux  droites  étant  respectivement^ 

pour  la  première       x  =  az^      y  =  bz  î  j 

pour  la  seconde         x  =  a'z^     y  =  b'z  '] 

[it  perpendiculaires  entre  elles  si  Ton  a  *        ,  ' 

aa'+bb'-{-i=-  0.  [j 

t 
L'équation  d'un  plan  passant  par  Torigine  des  coor-  jt| 

es  étant  l'j 

z  =  fX'\-gy;  [j 

Ij 

!i 
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et  le«  éqaations  d'une  droite  passant  par  cette  mdme  origine 

la  droite  sera  comprise  dans  le  plan  si  ces  trois  équations 
peuvent  être  satisfaites  par  les  mêmes  valeurs  de  x,yy  z, 
ce  qui  donne  la  condition 

i  =  af+bg. 
214.  L'équation  générale  d'un  plan  est 

z  =  fx-\rgy-\-  fi, 

X,  y  étant  deux  variables  indépendantes  et  z  une  fonction 
de  ces  variables.  Soit  un  point  quelconque  de  l'espace  dont 
les  coordonnées  sont  x,  y,  z ,-  et  concevons  que  de  ce  point 
Ton  ait  mené  une  droite  à  l'un  quelconque  des  points  du  plan 
dont  nous  déçignerops  les  coordonnées  par  sp',  y' y  js'.  \j^  ;lfs- 
tance  de  ces  points  est  exprimée  par 


x'y  y'  et  z'  satisfaisant  à  l'équation 

z'=faf-^gy'-\-h. 

Or  la  droite  dont  il  s'agit  sera  perpendiculaire  au  plan  si 
l'expression  précédente  (dans  laquelle  il  faut  considérer  z' 
comme  une  fonction  (les  deux  variables  indépendantes  x' 
et  y^  est  un  minimum.  Pour  connaître  la  direction  de  la  per- 
pendiculaire au  plan,  on  égalera  dox^ç  séparément  à  zéro, 
conformément  à  ce  qu'on  a  vu  dans  les  numéros  147  et  sui- 
vants, les  différentielles  de  cefte  expression  prises  par  rapport 


-m 

qui  (loppera 


'  dz' 


ippar^iepn^pt  ^  la  p^rpe]idicf}]^ire  chc^rcl}^  et 
lent  1^  direption.  ^n  y  ipettant  pour  —  et  — 
rées  de  Téquation  du  plan ,  elles  deviennent 

.f(z^z')  =  0,       y—y'-{-g(z—2')  =  o. 

[i  que  les  angles  formés  par  la  perpendiculaire 
lé  avec  les  axes  des  op,  des  y  et  des  z,  étant  re- 
<,  H-,  V,  on  a 

f  —g  ^ 

j  C08.[x=  —        ^  ,  C05.v  =  -7=  . 


formés  par  le  plan  proposé  avec  les  plans  des 
des  xy  ne  diffèrent  point  d'ailleurs  des  angles 

is ,  l'aqgle  compris  entre  deux  plans  est  égal  à 
is  entre  deux   droites  perpendiculaires  à  ces    . 
appelant  <p  Tangle  compris  entre  les  plans  dont 
lont  respectivement 

z  =  fai-\'gy  +  fi 
z^f'x^-g'y^-h' 

q  nécessaire  ppi|r  que  les  deux  plans  représentés 
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par  les  équations  précédentes  soient  perpendiculaires  l'un  à 
l'autre^  est  donc  exprimée  par  l'équation 

216.  Si  réquation  du  plan  est  donnée  sous  la  forme 

on  aiu*a  pour  les  équations  de  la  normale 

et  les  cosinus  des  angles  formés  par  la  normale  avec  les 
axes  des  x^  des  y  et  des  jr,  ou  des  angles  formés  par  le 
plan  proposé  avec  les  plans  des  yz,  des  xz  et  des  xy,  seront 
respectivement 

L  M  N 

C08.A=— :  __.,C08.tJL=:  rzz,  COS.V  =  - 


v/L'Tm'+'IN'  v^L*-hM»+N»  VL'4-M^-fN* 

217.  Considérons  maintenant  une  surface  quelconque  dont 
réquation  est  représentée  en  général  par 

^  =  f{^,  y), 

X,  y  désignant  toujours  deux  variables  indépendantes,  et  pro- 
posons-nous de  déterminer  le  plan  tangent  et  la  normale 
menée  au  point  de  cett€  surface ,  dont  x',  t/',  z'  désignent 
les  coordonnées.  On  pourrait  d*abord  connaître  la  direction 
de  la  normale  par  la  même  considération  qui  a  été  employée 
n*  213,  car  il  est  évident  que  la  plus  courte  distance  d'un 
point  quelconque  de  la  normale  à  la  surface  est  dirigée  suivant 
cette  ligne  elle-même.  On  trouverait  donc,  comme  dans  le 
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pour  le3  équations  de  la  normale^ 

'ésentant  les  coefficients  diflférentiels  partiels  de 

'  déduits  de  Téquation  z'=f(x',y'),  à  laquelle 
faire  les  coordonnées  du  point  de  la  surface  que 
ire.  Mais  il  convient  mieux  ici  de  déterminer  le 
it  d'après  des  notions  semblables  à  celles  qui  ont 
ées  dans  Tarticle  XVI. 

est  tangent  à  une  surface  lorsque  aucun  autre  plan 
sser  entre  la  surface  et  le  plan  dont  il  s'agit,  j?', 
s  abscisses  d'un  point  quelconque  de  la  surface 
les  ordonnées  des  points  voisins  seront  exprimées 
1  d'après  ce  qu'on  a  vu  n°  138,  par 

e ,  l'équation  d'un  plan  quelconque  passant  par  le 
nt  les  coordonnées  sont  x',  y\  z'  étant 

z^z'=f{x^x')-\-giy  —  y'), 

>nnées  des  points  voisins  de  celui-ci  sont  représen- 
r 

2:'  +  A  +  9i' 

lérence  entre  les  ordonnées  de  la  surface  et  celles  du 
îst  donc 

\       /dz'      \ .  .  d^z'  h}  ^    d^z'    ..^  d^z'  i»  ^    . 
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Mais  si  nous  Supposons  les  coefficients  f;  f  de  Téqùation 
du  plan  déterminé  par  la  condition  de  faii*e  disparaître  les 
termes  du  premier  ordre  ^  c'estrà-dire  si  nous  posons 

cette  différence  se  réduira  à 

dx'^  T  ■*"  dx'dy'  ^^'^  dy'^  2  "^  ®^-  ' 

et  l'on  reconnaîtra^  par  le  même  raisonnement  qui  a  été 
fail  n""  ^6Cl^  qu*en  attriWnt  à  ii  et  t  des  valeurs  de  plus 
en  plus  petites^  on  pourra  toujours  la  rendre  moindre  que 
pour  tout  autre  plan  à  Tégard  duquel  on  n'aurait  point  sa- 
tisfait à  la  condition  précédente. 

L'équation  d'un  plan  tangerii  a  la  surface  proposée  au 
point  dont  les  coordonnées  sont  x\  y',  x!  est  donc ,  d'après 
ce  qui  précède, 

,     dz' ,         ,.  ,  dz* ,         ,. 

et  Ton  en  déduit  immédiatement  pour  les  équations  de  la 
normale,  conformément  au  n"  213, 

, .  dz' ,         ,v     /v  /  .  ^^'  / 

x- jr'+  ^(z-z')  =  0 ,        y-  y'  +  ■^,{z—z')=zO. 

TT-T>  Ti  représentent  les  valeurs  des  coefficients  différentiels 
ax    ay 

partiels  réduits  à  l'équation  z  =  f{Xy  y)  qui  apparliehheni  au 

point  de  contact. 

Ainsi,  en  rèp'résentant  par  X,  (il,  v,  lès  aiiglès  fbhnés  par 


i 


-M3-  I 

cvGC  les  axes  des  Xy  des  j^  et  des  js,  on  a 

lia:' dy[ 


COS.V  = 


vW^WF' 


sions  conviennent  également  aux  angles  formés 
a  tangent  avec  les  plans  des  yz,  des  xz  et  des 
1  y  prend  le  radical  positivement,  elles  convien- 
t  partie  de  la  normale  qui  est  située  y  par  rapport 
ce,  du  côté  des  z  positives,  ou  qiii  forme  un  an- 
ivec  les  z  positives. 
Véqùation  de  la  surface  proposée  est  présentée  sous 

i  pour  équations  différentielles  du  premier  ordre,  {; 

ce  qu'on  a  vu  n®  4.5 ,  »i 

fi 

d5"^a^rf±~"'  dy^dzdy-'''  î| 

ion  du  pian  tangent  deviendra  !' 

uations  de  là  normale  seront  i 

'  f. 

rfF  rfF  l 

di' ,         A  ,      dz' ,  '       ,,  [1 


enfin  y  les  cosinus  des  angles  ^,  (j.^  v,  formés  par  la  normale 
avec  Taxe  des  x,  des  2^  et  des  z,  ou  par  le  plan  tangent 
avec  les  plans  des  yz ,  des  xz  et  des  oûy,  auront  pour  ex- 
pressions 

rfF                                                      dF 
dx'  dy'    

COS.A=  y  - — r^,   COS.UL=   , Vi 


COS.  v  = 


dF 
dz' 


vwf^m^- 


219.  Un  plan  tangent  peut,  en  général^  avoir  avec  une 
surface  un  seul  point  commun^  qui  est  le  point  de  contact; 
ou  bien  il  peut  la  couper  suivant  une  certaine  ligne;  ou  sim- 
plement la  toucher  sans  la  couper;  ou.  enfin,  la  toucher  et 
la  couper  en  même  temps  dans  toute  l'étendue  de  cette  li- 
gne. On  remarque  les  cas  où  le  plan  tangent  touche  la  sur- 
face dans  tous  les  points  d'une  même  ligne  droite,  propriété 
qui  appartient  aux  surfaces  cylindriques  et  coniques ,  et  plus 
généralement  aux  surfaces  développablcs  ;  et  le  cas  où  le  plan 
tangent ,  coupant  la  sm*face  suivant  une  ligne  droite ,  la  touche 
dans  un  seul  point  de  cette  ligne,  propriété  qui  appartient  aux 
surfaces  gauches. 

Les  coordonnées  x,  y,  z  de  la  ligne  d'intersection  du  plan 
qui  touche  la  surface  au  point  dont  les  coordonnées  sont  x', 
y',  z'y  satisfont  évidemment  aux  deux  équations 

¥{x,y,z)=zO 
En  éliminant  entre  elles  Tune  quelconque  des  variables  Xy 
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',  les  équations  des  projections  de  cette  ligne 
3or  donnés. 

ame  en  général  plan  normal  à  une  surface^ 
onné  y  tout  plan  mené  par  ce  point  perpendi- 
plan  tangent.  La  normale  est  la  ligne  d'inter- 
»  les  plans  normaux.  Soit,  en  général, 

n  plan  quelconque  passant  par  le  point  de  la 

les  coordonnées  sont  a/,  y',  z'.  Ce  plan  sera 

surface,  si  les  constantes  feig  satisfont  à  Té- 

:  par  la  condition  que  le  plan  normal  soit  per- 
5  au  plan  tangent,  d'après  les  n"»  215  et  218; 
audition  que  le  plan  normal  contienne  la  nor- 
•ès  les  n"  213  et  216. 

is  remarquerons  enfin  que  si  Ton  mène  un  plan 
\  par  le  point  de  contact  commun  à  la  surface  et 
i  tangent,  Vintersection  de  ce  plan  avec  le  plan 
?a  tangente  à  l'intersection  de  ce  même  plan  avec 
proposée. 

XXn.  COURBBS  A  DOUBLE  COURBURE. 

ne  ligne  .courbe  quelconque  existant  dans  l'espace 
ie  par  ses  projections  sur  deux  des  plans  coordon- 

nt 

y=:f(x),  Z  =  Fix) 


les  équations  4^  projections  4'unp  cour])e  proposée  sur 
les  plans  des  xy  et  des  œz.  En  éliminant  x  enti*e  ces 
deux  équations^  on  en  trouvera  une  troisième  entr^  y 
ei  z,  qui  appartiendra  à  la  projection  de  la  pourbe  sur 
le  plan  des  yx,  D^ns  ces  équations,  x  est  la  vfiriable  in- 
dépendante^ y,  z  sont  des  fonctions  déterminées  de  x. 
La  position  d'un  point  d'une  courbe  est  en  effet  déter- 
minée quand  on  se  donne  une  seule  des  coordonnées  de  ce 
point. 

223.  Considérons  les  deux  points  de  la  courbe  auxquels 
appartiennent  les  abscisses  x  eX  x-\-tkX.  1a  sécante  pas- 
sant par  ces  deux  points,  tend  à  se  confondre^  à  mesure 
que  Ao^  diminue ,  avec  la  tangente  menée  à  la  courbe  dans 
le  point  dont  l'abscisse  est  x.  Or^  les  trois  coordonnées 
du  premier  point  étant  x,  y,  z,  et  celles  du  second 
x-\-biX,  y  +  Ay,  z-^-t^Zy  Ly  et  Az  étant  déterminées  par 
les  équations  précédentes ,  les  cosinus  des  angles  formés 
par  la  sécante  avec  les  axes  des  a:,  des  t/  et  des  z  sont 
exprimés  l'espectivement  par 

Aa:  Uy  Ag 


VAa;«+Aî/*4-A2:*'      ^Ax^+Aj/^-hA^**  ^Ax'+Ai/'+A^** 
ou  biep 

Ay  Uz 

1                                            Âj?  Aj; 


vRSJ-Ii)"'  sJ*M*ô"  \/Hiy-{W 


&Uis  à  mesure  que  Aj;  ^pproc^ie  d^  day^nir  ég^le  à  z^po^ 

Ati    Az  ,        ....       du    dz 

les  rapports-^,  -^  approchent  des  limites  ~,^y  c'est- 
Aa:    tix    *^  dx    dx 

à-dire  des  coefficients  différentiels  des  fonctions  y=zf(x). 


rpprésente?)^  le^  QRiftnnéefi  f|e$  prqjeclioi^ 
sur  J^s  plans  dps  ^y  et  cjps  ^z.  Donc,  appe- 
es   angles  formés  par  la  tangente  (le  }a  cpurbe 
i   des  acj   des  y  et  des  z,  on  a 

rfy 


dx 


COS.  Y  = 


Il  Von  substituera  pour  ^  et  -^  leurs  valeurs 

3s  équations  y=f{x),  z=:F{x).  | 

.  expressions  précédentes  donnent  inunédiatement 
ns  de  la  tangentjB.  Soient  ep  général 

3ns  d'une  droite  quelconque  passant  par  le  point 
irbe  4p«t  le^  coordonnées  spnt  ai^,  y',  z'.  Cette 
icbera  la  courbe,  si  Ton  a  (d'après  ce  qu'on  a 

_  ces,  g  _dy^  _  ces,  y  _  dz^ 

^'~'  COS.  6  ""  rfaî'  *  ""  COS.  oi'~^  dx'' 

i 

I 

[uations  de  la  tangente  sont  donc  j 

dz'  À 

|(^_a^).  .-^=g;(x-x'),  z-z'  =  ^(y-y);  ! 

«te- 
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6t,  comme  il  était  aisé  de  le  prévoir^  les  projections  de  la 
tangente  sont  tangentes  aux  projections  de  la  courbe. 

225.  On  en  déduit  également  l'équation  du  pian  normal. 
Soit  en  général 

z-'2'=:f{X'-x')-\-g(y—y') 

réquation  d'un  plan  passant  par  le  point  de  la  courbe  dont 
les  coordonnées  sont  x'yy',z'.  On  voit  par  le  n°  214, 
que  ce  plan  sera  perpendiculaire  à  la  tangente  de  la  courbe , 
si  l'on  a 

rfy; 

dx'  dx' 

L'équation  du  plan  normal  dont  il  s'agit  est  donc 

226.  Enfin,  désignant  toujours  par 

y— y'r=m(j;— j?'),         z^z'::=n(x—x'), 

les  équations  d'une  ligne  quelconque  passant  également  par 
le  point  de  la  courbe,  dont  les  coordonnées  sont  x',  y*,  z', 
cette  ligne  sera  comprise  dans  le  plan  normal ,  et  par  con- 
séquent perpendiculaire  à  la  courbe,  si  les  constantes  m  et  n 
satisfont  à  l'équation 

dy'        dz' 

227.  Pour  trouver  l'expression  de  la  différentielle  de  l'arc 
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courbe  ;  soient  M  et  N  {/ig.  41)  les  points  dont  les 
années  sont  respectivement  x^y^z  et  a?  +  Aor ,  y  +  ^y» 
ar.  La  longueur  de  la  corde  MN  sera  v/Aa;'  +  ^y'  +  ^'- 
nené  par  le  point  M  la  tangente  MT  à  la  courbe,  et 

abaissé  sur  cette  tangente  la  perpendiculaire  NT, 
ons  l'arc  de  la  courbe  MN  sur  le  plan  MNT.  Appe- 
*  Tangle  MNT  compris  entre  la  corde  et  la  tangente^ 
it  que  cette  projection  de  Tare  MN  sera  plus  grande 
IN,  et  plus  petite  que  MT  +  NT,  c'est-à-dire  plus 
que 


^^x*+  Aî/«+  ^z*  (ces.  9  -f  sin.(p). 
appelant  As  la  projection  de  Tare  MN  dont  il  s'agit^ 

intité   to  étant  <<p — -^— etc.  Or,  si  l'on  suppose 

r  tende  à  devenir  égale  à  zéro,  l'arc  de  la  courbe 

à  se  confondre  avec  sa  projection,  et  l'angle  <p  ten- 

devenir  nul.  On  peut  donc  regarder  la  limite  du  rap- 

^  comme  ne  différant  pas  de  la  limite  du  rapport  de 

le  la  courbe  à  Aâ?;  et,  en  désignant  cette  dernière 

par  ^,  écrire 

nnera  le  signe  +  ou  le  signe  —  au  radical,  suivant 
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que  Tape  s  augmentera  ou  diminuera  qUand  on  fera  crottre 
l'abscisse  x. 

228.  On  peut  d'ailleurs  faire  ici  une  remarque  analogue 
à  celle  du  n*  169.  Les  valeurs  des  cosinus  des  angles  «^  6,  y 
formés  par  la  tangente  à  la  courbe  avec  les  axes  des  x , 
des  y  et  des  x,  s'exprimeront  par 

dx  ^      dti  (iz 

C0S.a  =  -j-,        C0S.6=-i^,        COS.Y  =  -p. 
ds*  (ts  '      rf5 

On  donnera  à  la  différentielle  ds,  dans  ces  expressions^  le 
signe  +  ou  le  signe  — ,  suivant  que  les  angles  «,  6,  y 
seront  comptés  à  partir  de  Tune  ou  de  l'autre  des  por- 
tions de  la  tangente  qui  sont  séparées  par  le  point  de 
contact. 

229.  Lorsqu'on  suppose^  conune  on  Ta  fait  n^  222^  une 
courbé  donnée  par  ses  deux  projections  sur  lés  plans  des  xy 
et  des  XX y  on  regarde  cette  courbe  comme  étant  l'intersec- 
tion de  deux  surfaces  cylindriques  ayant  ces  projections 
pour  bases  ^  et  dont  les  arêtes  sont  respectivement  perpen- 
diculaires  aux  deux  plans.  Mais  une  courbe  peut  être  con- 
sidérée d'une  manière  plus  générale,  comme  étant  Tinter- 
section  de  deux  sUl*fACes  quelconques  représentées  par  les 
équations 

f[x,y,z)  =  0,  F{x,y,z)  =  0. 

Les  ordonnées  y  et  z  sont  alors  des  fonctions  implicites  de 
l'abscisse  x.  En  appliquant  donc  les  notions  présentées 
dans  les  n**  AA  et  45 ,  on  différentiera  ces  deux  équations , 
ce  qui  donne 

dx'^dydx'^'d^  dx^    '      dx'^ly  dx^  dt  d*~""» 
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îrant  les  valeurs  de  ^,  -r-, 
dx     dx 

df  dF^dFdf^  dfdF_dFdl 

ly^ dx  dz      dx  dz  dz  _  dx  dy      dx  dy 

Ljc        ^  df_d[^dF'  dx~'^  df^^df^dF' 

dy  dz      dy  dz  dz  dy      dz  dy 

leurs  doivent  être  substituées  dans  les  formules  des 
)s  précédents.  On  pourrait  ensuite  en  éliminer  y 
X  moyen  des  équations  proposées  f{x,y,z)=zO^ 
,  ^)  =  0. 

Remarquons  d'ailleurs  que,  d'après  le  n"  218,  ai 
signe  par  x' ,  y' ,  z'  les  coordonnées  d'un  point  de  la 
)roposée,  les  équations  des  deux  plans  menés  par 
it  tangentiellement  aux  deux  surfaces  courbes,  dont 
gne  proposée  est  Tintersection,  auront  respective- 
>our  équations 

DOS    équations   appartiennent   à   la  tangente   de   la 

et   en  déterminent  la  direction.  En  général,  on  a 

lations  de  la  tangente  en  remplaçant  dans  les  équa- 

lifférentielles  de  la  courbe,  dx',  dy',  dz'  par  x—x', 

\  oseulaieur.  Rayons  de  la  première  courbure  et  de  la 
seconde  courbure. 

Les  notions  exposées  dans  l'article  XVI  sur  le  con- 
5S  courbes  planes,  s'appliquent  gétiéralement  (comme 
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on  a  pu  le  voir  dans  l'article  précédent)  au  contact  des 
lignes  et  des  surfaces. 

Si  l'on,  considère  une  première  ligne  représentée  par  les 
équations 

y  =  /-(x),  z  =  F{x), 

puis  une  seconde  ligne  représentée  par  les  équations 

on  verra  qu'en  supposant  que  ces  lignes  se  rencontrent  au 
point  dont  les  coordonnées  sont  x^y^Xy  on  aura 

y^    (jbT    ^    dx*    2+eu5.,  z-f    ^    n-\-    ^,     ^ +eic, 

pour  les  ordonnées  du  point  de  la  première  courbe  cor- 
respondante à  l'abscisse  ^  +  ^/  ^^ 

pour  les  ordonnées  du  point  de  la  seconde  courbe  corres- 
pondant à  la  même  abscisse.  Les  différences  de  ces  ordon- 
nées seront  donc  respectivement 

et  l'on  ÎEiura 
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expression  de  la  distance  des  points  des  deux  courbes 

L    s'agit.  Or^  on  verra  par  les  mêmes  raisonnements 

^és    dans    l'article   XYI^   que   les   constantes   arbi- 

qui  entrent  dans  les  équations  y  =  ©(j?),  z  =  *(ap) 

déterminées  de  manière  à  satisfaire  aux  conditions 

d.fix)    d.^x)      d.F(x)    .  ,  . 

==  — 3-^-^ ,  — --^-1 = — -i-i   la  seconde  courbe  aura 
dœ  dx  dx 

i  première  un  contact  du  premier  ordre,  et  qu'aucune 

courbe  ne  pourrait  en  approcher  davantage,  à  moins 

assujettie  aux  mêmes  conditions.  On  verra  également 

d^  ,9{x]      d^.f(x) 
Ton  satisfait  de  plus  aux  équations     '7\  '  =     '  ,    , 

li  =  — '    :     ,  les  deux  courbes  auront  un  contact  du 

1  ordre,  et  qu'aucune  autre  courbe  ne  pourrait  appro- 
lavantage  de  la  première,  à  moins  d'être  assujettie  aux 
s  conditions.  Et  ainsi  de  suite. 
.  Le  contact  d'une  courbe  quelconque  avec  un  plan 
^tre  considéré  de  la  même  manière.  Les  équations  de 
irbe  proposée  étant  toujours 

y  =  f(x),  ^  =  F(x)3 

n  général 

tion  d'un  plan  quelconque  passant  par  le  point  de 
irbe  dont  les  coordonnées  sont  â/,  j/,  x\  Si  l'abscisse  x* 
it  J/  + A,  on  aura  pour  le  point  correspondant  de  la 
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et  poMt  le  point  du  plan  qui  répond  aux  abscisses  x^-\'  h 
et  »  +  -7^^  +  T^ -T-  +  etc. , 


'{%- 


dhi'  A' 

2-^-»^  +  n(^/i+^y  +  etc. 


Prenant  maintenant  la  différence  des  valeurs  de  z  qui  appar- 
tiennent au  plan  et  à  la  courbe ,  on  trouve  pour  l'expression 
de  la  différence 

Si  Ton  veut  donc  en  premier  lieu  que  le  plan  soit  tan- 
gent k  la  courbe»  il  faudra  que  les  constantes  m,  n  satis- 
fiiBsent  à  réquation 

dz'  dy' 

et  il  est  facile  de  reconnaître  que  cette  équation  exprime 
que  le  plan  doit  passer  par  la  tangente  à  la  courbe ,  en  se 
rappelant  ce  qui  a  été  dit  n®  213,  et  ayant  égard  aux  équa- 
tions de  la  tangente  données  n"*  224. 

Cette  équation  ne  suffit  pas  pour  déterminer  m  et  n,  et 
effectivement  il  existe  une  infinité  de  plans  passant  par  la 
tangente  qui  tous  touchent  la  courbe.  Mais  si  Ton  pose 
encore  Téquation 

on  établira  entre  la  courbe  et  le  plan  le  contact  le  plus  in- 
time qu'il  sôit  possible,  aucun  autre  plan  ne  pouvant  passer 


elui-ci  et  la  courbe.  On  tire  de  celte  seconde  équa- 
3unie  à  la  précédente, 

rfV  dz'  d^y'      dy'  fPz' 

dx*  dx'  dx''*      dx'  dx'^ 

L  donne  pour  Téquation  du  plan  nommé  plan  oscu^ 
y   parce  qu'il  a  un  contact  du  second  ordre  avec  la 


\.  Dans  ce  qui  précède  x  est  prise  poUr  la  variable 
endante  ^  y  et  ir  sont  regardées  comme  des  fonctions 
Si  Ton  veut  regarder  x^yyZ^  comme  des  fonctions 
\  autre  variable  indépendante  quelconque,  on  ob- 
raît  l'équation  du  plan  osculateur  qui  convient  à  ce 

m  remplaçant  —,  _,  et  — ,  —  par  les  exprès- 

données  n*  TA  pour  le  changement  de  la  variable 
3endante.  Maïs  on  y  parviendra  plus  simplement  en 
irqoant  que  Téquation  générale  d'un  plan  passant  par 
►oitit  de  la  courbe  ayant  pour  coordonnées  «',y',*' 

A(a?— x')4-B(y  — y')+^— ^'  =  0, 

lonne  pour  ses  deux  équations  différentielles  du  pre- 
:  et  du  second   ordre,   en  faisant  également   varier 

/et*, 

Adx  +  Bdy  +  dz  =  0, 
Ad^-hBrf*y+d*2:^0. 
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Or^  le  plan  sera  le  plan  osculateur  demandé  si  ces  deux 
équations  différentielles  sont  satisfaites  par  les  valeurs 
dx'y  dxjfy  dz'  et  dV,  d* i/',  dV  appartenant  à  la  courbe.  Dé- 
terminant donc  les  constantes  A  et  B  par  les  deux  équa- 
tions 

et  substituant  leurs  valeurs  dans  l'équation  générale  précé- 
dente ^  il  viendra 

{dyfd}z'—dz'd}y')  {x—x')  +  [dz'd^x'—dx^d^z')  {y— y') 
A-{dx'd*y'—dy'd*x'){z^z^  =  0, 

pour  l'équation  du  plan  osculateur. 

Si  l'on  prenait  x  pour  la  variable  indépendante,  on 
devrait  supposer  dans  cette  équation  (iV=0  :  on  re- 
trouverait ainsi  celle  qui  a  été  donnée  dans  le  numéro 
précédent. 

^3^.  Considérons  maintenant  le  contact  de  la  courbe  à 
double  courbure  proposée  avec  une  surface  sphérique  dont 
l'équation  générale  est 

a^  6^  Y  désignant  les  coordonnées  du  centre ^  et  p  le  rayon. 
Si  cette  surface  passe  par  le  point  de  la  courbe  dont  x%  y',  x' 
représentent  les  coordonnées  ^  on  aura 

De  plus  si  elle  touche  la  courbe  Féquation  différentielle  du 
premier  ordre  déduite  de  celle-ci  en  faisant  varier  seule- 
ment x'j  y' y  z'y  qui  est 

(a-x')da/ +  (e-jody*  +  (y- zO<te' =  0 , 
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être  satisfaite  par  les  valeurs  de  dx\  dy'^  dz'  ap- 
ant  aux  points  de  la  courbe.  Ainsi  toute  surface  sphé- 
létemnînée  de  manière  que  a,  6,  y  et  p  satisfassent  à  ces 
équations  touchera  la  courbe  proposée.  On  voit  d'ailleurs 
no  225  que  la  seconde  de  ces  équations  indique  que  le 
.  de  la  surface  sphérique  doit  se  trouver  sur  le  plan 
il  à  la  courbe  proposée. 

i.    Si    la  surface  sphérique  a  un  contact  du  second 

avec   la  courbe  proposée,  il  faudra  que  Téquation 

entielle  du  second  ordre  déduite  de  la  précédente^  qui 

encore  satisfaite  par  les  valeurs  des  différentielles  de 
'y  z\  tirées  des  équations  de  la  courbe.  Supposant  donc 
dififérentielles  déterminées  de  cette  manière,  toute  sur- 
sphérique  pour  laquelle  a,  6^  f  ^^  P  satisferont  aux  équa^ 
s  précédentes  aura  un  contact  du  second  ordre  avec  la 
rbe  proposée.  Il  est  évident,  d'ailleurs,  que  la  dernière 
ation  qui  vient  d'être  obtenue  étant  déduite  par  la  diffé- 
tiation  de  l'équation  du  plan  normal  à  la  courbe  au 
lit  dont  les  coordonnées  sont  x'yy'yz\  on  peut  dire  qu'elle 
forme  en  retranchant  l'équation  de  ce  plan  de  celle  du 
m  normal  infiniment  voisin^  mené  à  la  courbe  au  point 
nt  les  coordonnées  sont  a;'+dr',  y' +  dy',yz' +  dz'. 
On  en  conclut  que  le  centre  de  la  sphère  osculatrice  doit 
:è  situé  sur  la  ligne  droite,  qui  est  l'intersection  des  deux 
ans  normaux  appartenant  à  deux  points  de  la  courbe, 
)nt  la  distance  est  supposée  plus  petite  que  toute  grandeur 

3nnée- 

^36.  Si ,  pft^  1^  centre  d'une  sphère  tangente  à  une  courbe 
reposée  au  point  m,  et  par  la  tangente  menée  à  la  courbe, 
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au  même  ppint^  oq  fait  passer  un  plan,  cfi  glaq  opqpeiai 
évidemment  la  sphère  suivant  un  ^rs^nd  cercle  qui  sera  égale- 
ment tangent  à  la  courbe.  Ainsi  une  courbe  quelconque  a 
une  infinité  de  cercles  tangents  dont  les  centre^  sont  tou^ 
placés  sur  le  plan  normal  à  cette  courbe. 

Parmi  toutes  le$  sphères  tangentes  à  la  cpurb^  propp- 
.  sée  y  nous  distinguons  les  sphères  osculatrices  dont  les  cenr 
très  sont  placés  sur  l'intersection  commune  de  deux  pl^s 
normaux  consécutifs;  mais,  de  plus,  parmi  les  sphères 
osculatrices,  nous  distii^guerons  celle  4c  ces  sphères  4oq^ 
le  rayon  est  le  plus  petit  de  tous,  et  dont  le  centre  est 
situé  dans  le  plan  osculateur  mené  au  point  m  de  la  courbe 
proposée.  Le  grand  cercle  suivant  lequel  cette  sphère  est 
coupée  par  le  plan  osculateur  est  non-seulement  tangent  4 
la  courbe  proposée  dans  le  point  m  9  mais  de  plus  il  a  en 
ce  point  un  contact  du  second  ordre  avec  cette  courbe , 
puisqu'il  est  Tintersection  commune  de  deux  surfapes  qui 
ont  elles-mêmes  avec  la  courbe  un  contact  4u  second  ordrp. 
Par  conséquent  ce  cercje  est  le  cercle  osculatemf  de  l£|  courbe 
proposée,  et  il  en  mesure  la  courburfî.  On  obtiendra  évi- 
demment le  cercle  osculateur  dont  il  s'agit  si  ^ux  condi- 
tions étabUe§  ci-dessus  pour  la  détermination  des  quantités 
«>  ^y  T»  9j  on  ajoute  celle  que  Téquation  du  n^  233  soit 
satisfaite  quand  on  suppose  a?=a,  y=G,  «=17.  Ainsi,  le§ 
coordonnées  du  centre  et  le  r^yop  du  cepple  osop)^teur  §6- 
ront  donnés  par  les  quatre  éqnatjons 

dx(a  —  x)-\-dy(S^y)-^  dz(-x  —  z)  =  Oj 

fits»  —  d«a:(a — a?)  —  d«y(6 — y) — d'^(Y  —  ^)  =  0 , 

X(a-a?)  +  Y{S-y)  +  Z(t-2)  =0. 

Nous  supprimons  les  accents  pour  plus  de  simplicité;  (iou§ 
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çons  dx«  +  rfy«-j.rf^«  par  sa  valeHr  *«;  et  noqs 
pour  abréger 

yd^^  —  dztPy,  Yz^dzd^x^dxd^z,  Z  =  dxd^y—dyd^x. 
déduit  par  rélimination 

^^     X*+YHZ«     * 

rf^^(Xdy~Yrf:g) 

^  X«+Y«+Z«     ' 

</^«  x/(  Yrf^  —  Zrfy)*  +  (Zrfx  ~  Xrfz)*  +  (Xrfy  —  Ydxj^ 

X»  H-  Y»  +  Z« 

arquons  maintenant  aue 

Z^y  =  (dzd^x  —  dx(Pz)dz  —  (rfa:rf*y — dyd*x)dy 

=  (dx*-{-  rfî/«+  dz^)d}x  —  dx{dxd^x  +  rfyrf'y  +  d^rfî^) 

=  rf5*d«ar  —  dxds  dh  =  ds\d{^\  ; 

ne 

ZcLc  —  Xdz  =  ds^d^  —  dydscPs  =  ds'.  d  (^  , 

conséquent 

5  on  trouve  ég^lôment 
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Ainsi,  les  expressions  précédentes  peuvent  s'écrire 


ds\d 


m 


^-y=m 


Y  — 2= 


p= 


rf5« 


V^(rf*:c)«+(rf'î/)"+  (rf«^)*+(dV" 


Ces  expressions  conviendront  au  cas  particulier  où  Ton 
prendrait  Tare  s  pour  la  variable  indépendante,  c'est-à- 
dire  ds  pour  différentielle  constante,  en  faisant  d*s=0,  et 

par  conséquent  remplaçant  M-r-jj  ^(  w^)>  ^{t')  P*^ 

d^x    rf^    ^ 
ds'ls'  ds' 

237.  On  peut  d'ailleurs  parvenir  directement  à  ces  expres- 
sions en  étendant  à  une  courbe  quelconque  les  notions  qui 
ont  été  présentées  dans  le  n""  185,  pour  le  cas  d'une  courbe 
tracée  dans  un  plan.  Considérant  trois  points  consécutifs  de 
la  courbe,  savoir,  le  point  l{fig.  i2),  dont  les  coordonnées 
sont  j?,  y,  z;  le  point  m,  dont  les  coordonnées  sont  x  -}-  dx, 
y  +  dy,  x  +  dz;  et  le  point  n,  dont  les  coordonnées  sont 
x  +  2dx+d*x,  y  +  2dy  +  d*y,  x+Mx+d*z.  Dans  l'inter- 
valle /m,  représenté  par  dsy  la  courbe  ^t  regardée  comme 
coïncidant  avec  la  tangente  menée  au  point  /,  et  dans  l'intervalle 
mn,  représenté  par  ds-^dUylsL  courbe  est  regardée  comme 
coïncidant  avec  la  tangente  menée  au  point  m.  Le  plan 
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t.l.ent  les  deux  tangentes  Im^mn^  est  le  plan  oscti-* 
rx^né  à  la  courbe  au  point  /.  Si  Ton  prolonge  Im 
b^sjrvalle  fne=:lfn,  et  si  Ton  décrit  du  point  m  comme 
l'haro  infiniment  petit  ce,  l'intervalle  ne  représeï^ 
9^  De  plus  on  pourra  regarder  ce  comme  une  li- 
oite^  et  supposer  droits  les  angles  que  cette  ligne 
sLvec  me  et  mn,  puisqu'ils  ne  diffèrent  d'un  angle 
l>ie    d'une  quantité  infiniment  petite.  Enfin  le  rap- 

^    donne  la  valeur  de  Tangle  de  contingence  (voyez 

O  9   ^n  sorte  que 

ce      ds       ds* 

—  =  •— ,     ou      p= — , 
cm       p  ^      ce 

k^nant  toujours  le  rayon  de  courbure*  Gela  posé,  si 
emarque  que  les  coordonnées  du  point  c  sont  x+^dx, 
dy,  z  +  ^dz,  on  voit  que  les  projections  de  en  sur  les 
des  iv,  des  y  et  des  jï  sont  d!^x,  ePy,  d^z.  Donc 


ar  conséquent 

ce  =  \/(rf»ar)*  +  (rf«y)»  +  [d^z)^-{d^s)', 

[  résulte 

_^ d^ ^ 

^""  V(d«a?)«  +  (d«y)*  +  (rf*«J'-{rf'5)** 

►our  déterminer  maintenant  îa  direction  du  rayon  de 
rbure,  qui  est  parallèle  à  ce,  on  remarquera  que  les 
inus  des  angles  formés  par  Im  avec  les  axes  sont  res- 


pectivement  — ,  j^>  x»  ®^  ^^^  ^^  cosinus  des  angles 
fonnés  par   mn  avec  les  axes  sont  "T'+^f-^)*  ?  + 

^(t)  ^  57  "^"^  (^)*  ^^'^  ^^^  ^*^^  '^  triangle  mce,  me 
et  me  étaient  égaux  à  Tunité^  les  projections  de  ces  lignes 
sur  chaque  axe  seraient  égales  aux  cosinus  des  angles  qu'elles 
forment  avec  Taxe.  Les  projections  de  ce  seraient  donc  égales 
aux  différences  de  ces  cosinus;  d'où  il  résulte  qu'en  multi- 
pliant  ces  différences  par  cm  ou  ds,  on  aura  les  projection^ 
de  ce.  Ainsi  représentant  comme  ci-<iessus  par  X^  p.,  y,  les 
angles  formés  par  le  rayon  de  courbure  avec  les  axes  des  x, 
des  t/  et  des  z  ^  on  a 

ce.C08.'k=ds.dr^\  C€.Goa,^^dê»d(^j,  ce.cos.v=di,rf(^j; 

ds* 

ou  puisque  f  c  =  — , 

238.  On  conclut  d'ailleurs  de  ces  équations 


ce 
ds 


=f=V'(-ê)V(4?)V(-ï)'. 


expression  remarquable  de  Fangle  de  contingence  dans  une 
courbe  à  double  courbure. 

On  voit  également  que  l'expression  du  rayon  de  courbure 
f  peut  être  présentée  sous  la  forme 


que  l^on  eonolurait  également  des  transformatioiift  l|ui  ont 
d  ctonnées  aa  GOinmenceinent  du  numéro  996« 

l\emarquoiis  dé  plus  quo  si  nous  représentons^  oomme 
ans  le  n**  393^  par  s,  6^  Y  les  angles  formés  par  la  tangente 
:\eiiée  &  la  courbe  au  point  dont  les  coordonnées  sont  w,  y  ^  m  ; 
i  nous  appelons  m  l'angle  de  contingence,  et  enfin  si  nous 
ivons  égard  aux  expressions  de  cos.  «^  cos.  6^  cos.  7,  données 
a""  â^S  y  l'expression  précédente  se  transformera  en 

o>=  )/{d.cos.  a)»  4-  (d. cds.  6)«  +  (d.cos.  y)*. 

Celte  formule  peut  d'ailleurs  être  obtenue  directement  en 
remarquant  que,  si  w  désigne  d'abord  l'angle  de  deux  tan- 
gentes quelconques,  on  a  en  quantités  finies  : 

cos.«»i=cos.a(cos.a4-Acos.a)-{-cos.6(cos,6  +  Acos.6)+cos.Tr(cos.y 

+ACOS.T). 

îAais  on  a  généralement  cos.w  =  coS.*  Ju)— sin.*{w,  d'où 
|..^co«.ii>  =  38in.*i(iû.  Donc 

(2si0.  ia,)«r=2— 2cos.a(cos.a  +  Acos.«)— 2C0S.6(C08.6-|-AÇ0S*6) 

— 2  COS.  y(cos.  Y  +  A  COS.  y). 

Or  on  pept  mettre  à  la  place  du  nombre  2  la  quantité 

cps.*a+  C0S.*6+  COS.*Y+  (cos.a  +  Acos.«)«+  (C0S.6  +  ACOB.6)^ 

+  (cos.y  +  Acos.y)*; 

réduisant  ensuite,  et  remarquant  que,  quand  l'angle  w  est 
supposé  iûflniment  petit  { 3  sin.  J  w  )»  ==  «S  on  retrouve  (  en 
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remplaçant  le  signe  X  par  le  signe  d)  la  formule  précédente. 
Cette  formule  exprime  généralement  l'angle  infiniment  petit 
compris  entre  les  deux  positions  infiniment  voisiqes  d'ane 
ligne  dont  les  angles  avec  les  axes  sont  exprimés  par  a,  6,  y- 
239.  Les  résultats  précédents  se  rapportent  à  la  première 
courbure  de  la  courbe  proposée^  qui  a  lieu  dans  le  sens  du 
plan  osculateur.  Remarquons,  maintenant,  que  deux  plans 
osculateurs  consécutifs  comprennent  entre  eux  un  angle 
infiniment  petite  qui  donne  la  mesure  de  la  seconde  courbure 
.de  cette  courbe.  Soit  û  cet  angle,  et  rappelons-nous  que 
l'équation  du  plan  osculateur^  telle  qu'elle  est  écrite  dans  le 
n»  236 ,  étant 

X(a-a?)  H-  Y(6-.y)  +  Z(y-:2)  =  0, 

les  cosinus  des  angles  formés  par  la  normale  à  ce  plan  avec 
les  axes  des  x  ^  des  y  et  des  z  sont  représentés  respective- 
ment^ d'après  le  n**  216,  par 


Vx*+y»+z**   v^X«+Y»+Z«'   v^X«+Y«+Z»' 

L'angle  û  de  deux  pians  osculateurs  consécutifs  étant  égal 
à  Tangle  des  deux  normales  à  ces  plans ^  nous  aurons  donc, 
d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  numéro  précédent, 

a:=\/(d.    "L^y^fd.    ^    \\(d. ,  ^    y. 

V  V      VÏ*+Ï*+ZV       V      v^X«+Y«+ZV       \      v/X»Hr Y«+ZV 

ou  en  développant^  et  ayant  égard  aux  réductions"*  qui 
s'opèrent , 

f>  L  V(X«-hY«+Z«)  (rfX«+rfY«+rfZ»)  -  (XrfX+YdY+Z(<Z)« 
X*+Y*4-Z*  ' 
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encore 

_  V^(Xrfr-YdX)«+(ZrfX  — XrfZ)«H-(YdZ— ZrfY)"* 
trouve  facilement 

XdY—YdJi  _  2d\r-\dL  _  YdL—ZdY 
dz       "^       dy       ^       dx       ~ 

—d^ycPx)  -hdyid^zd^x—d^xd^z)  -hdxid^yd^z—d^zd^)  ; 

(séquent 

'3y — d^yd^x)  4-  dyjd^zd^x — d*xd?z) + dxjd^yd^z — d^zdhj 
xd'y—dyd^xf + [dzd^x—dxdHf  -\-[dydH—dzdhif 

signe  par  P  le  rapport  de  l'élément  ds  de  Tare 

be  à  Tangle  Q  compris  entre  les  denx  plans  oscu- 

répondent  aux  points  placés  aux  extrémités  de 

t ,  rapport  que  Ton  nomme  quelquefois  le  rayon 

dA 
ide  courbure,  ou  si  Ton  pose  —-  =û,  on  aura 


y—dy€Px)^'{'idzd*x—dxd*z)*'{'{dyd*z—dzd*y)* 
-^d}yd^x)+dy{d^zd^x—d}xd?z)-\-dx{dhfd^Z'-dHdhjy 

lu  rayon  de  la  seconde  courbure  dépend  des 
s  du  troisième  ordre  des  coordonnées  x^y^z, 
telle  du  rayon  de  la  première  courbure  dépend 
•s  différentielles  du  second  ordre. 
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240.  Si  l'on  a  pour  tous  les  points  d'une  ligne  quel- 
conque réquation 

{dx€Py — dycPx)*  +  (dzd*x — dxd^z)* + {dyd*z  —  dzdPy)* = 0 , 

ou  (ce  qui  revient  au  même)  l'équation 

(d»»)«+  (rf«!^)«+  (d^z)*-  (rfV  =  0 , 

il  en  résultera ,  d'après  les  n®'  236  et  237 ,  que  le  rayon  p 
de  la  première  cpurbure  sera  infini^  ou  que  deux  éléments 
consécutifs  de  la  ligne  comprendront  toujours  entre  eux 
un  angle  nul ,  c'est-Mire  seront  placés  dans  le  prolonge- 
ment Tun  de  l'autre.  L'une  et  l'autre  des  équations  précé- 
dentes expriment  donc  d'une  manière  générale  la  condi- 
tion analytique  à  laquelle  doivent  satisfaire  les  valeurs  des 
coordonnées  x^y^x^  pour  qu'elles  puissent  appartenir  à 
une  ligne  droite. 

tél.  Si  l'on  a  pour  tous  les  points  d'une  ligne  Téqua- 
tien 

dz(d^xd^—d^yd^x)  -f  dy(d^zd!^x—d^xd^z}-^dx{d*yd^z--iPzd^y)=o 

il  en  résultera^  d'après  le  n""  239,  que  le  rayon  P  de  la 
seconde  courbure  est  infini ,  ou  que  deux  plans  oscula- 
teurs  consécutifs  comprennent  entre  eux  un  angle  nul, 
c'est-à-dire  coïncident  l'un  avec  l'autre.  Cette  équation 
exprime  donc^  en  général^  la  condition  analytique  à  la- 
quelle doivent  satisfaire  les  valeurs  des  coordonnées  x. 
If,  Zf  pour  qu'elles  puissent  appartenir  à  une  courbe 
plane. 
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yafH^èi  les  n"**  234  et  235,   si  Tpn  veut  qu'une 

it  un  contact  du  second  ordre  avec  une  courbé 

dans  le  point  dont  les  coordonnées  sont  x,y,  x^ 

que  les  coordonnées  a,  6,  y>  <^u  centre  de  la 

et  son  rayon  p,  satisfassent  aux  trois  équations 

dxioL—x)+dy(^—y)-hdz{t—z)=0 

lination  d'une  sphère  dépendant  de  quatre  conr 
andis  que  l'on  doit  satisfaire  à  trois  équations 
,  il  en  résulte  qu'il  existe  pour  chaque  point 
iirbe  proposée  une  infinité  de  sphères  oscula- 
Lites  ces  sphères  ont,  comme  on  l'a  vu  ci-des^ 
centres  placés  sur  une  ligne  droite,  qui  est 
3n  des  deux  plans  normaux  consécutifs  menés 
>e  proposée  dans  les  deux  points  dont  les  coor- 
ont  a?,  y,  5,  et  a^  +  dx,  y-^-dy,  %  +  d».  Cette 
te  est  nécessairement  perpendiculaire  à  la  tanc- 
ée à  la  courbe  au  point  dont  les  coordonnées 

z. 

t  se  représenter  l'ensemble  des  plans  normaux 
tous  les  points  de  la  courba  proposée,  les 
ites  qui  sont  les  intersections  des  plans  nor^ 
lécutifs^  et  la  mrfaw  déi>tloppMe  formée  par 
de  ees  lignes  droites.  Chaque  plan  normal 
te  fsiirfaee  dans  toute  l'étendue  de  l'arête  reo- 
arteiUlBt  à  ce  plan.  Cette  arête  est  perpendieui- 


—  i48  — 

hire  à  la  tangente  menée  au  point  de  la  courbe  proposée 
par  laquelle  passe  le  plan  normal;  et  elle  est  le  lieu  des 
centres  de  toutes  les  sphères  osculatrices  appartenant  à  ce 
point  Ainsi  Ton  peut  dire  que  la  surface  déveioppable  dont 
il  s'agît  9  formée  par  les  intersections  successives  des  plans 
normaux  de  la  courbe  proposée,  est  le  lieu  des  centres 
des  sphères  osculatrices  de  cette  courbe.  Si  Ton  se  place 
en  un  point  quelconque  (i.  de  la  sur£EU^ ,  et  que  l'on  mène 
de  ce  point  une  normale  à  la  courbe  proposée  qui  la  ren- 
contre au  point  m ,  la  sphère  décrite  du  point  (i  comme 
centre,  avec  (&m  pour  rayon,  aura  un  contact  du  second 
ordre  avec  cette  courbe. 

D'après  ce  qui  précède,  on  peut  considérer  dans  les 
équations  précédentes  a,  6,  y,  comme  des  coordonnées 
variables  appartenant  à  tous  les  points  de  la  surface- 
lieu  des  centres  des  sphères  osculatrices.  On  obtien- 
drait Féquation  de  cette  surfoce  en  joignant  aux  équa- 
tions 

les  deux  équations  de  la  courbe  proposée.  On  aurait 
ainsi  quatre  équations  au  moyen  desquelles  on  pourrait 
éliminer  x,y,  m  :  il  resterait,  après  cette  élimination, 
une   équation   en   a,  6,  -y 9   qui   serait   l'équation   cher- 


243.  Les  équations  précédentes  subsistant  toutes  les  fois 
que  l'on  donne  k  Xj  yy  z  des  valeurs  qui  conviennent  à 
un  point  de  la  courbe  proposée,  et  que  l'on  donne  en 
même  temps  à  a,  6,  y  des  valeurs  qui  conviennent  à  l'un 
quelconque  des  centres  des  sphères  osculatrices  qui  appar- 
tiennent à  ce  point,  on  peut  les  différentier  en  faisant 
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a  fois  x,y,  z  et  a,  6^  y*  L'équation  obtenue  de 
lière  appartiendra  encore  à  la  surface,  lieu  des 
}s  sphères  osculatrices.  En  différentiant  ainsi  la 
équation,  et  supprimant  les  termes  qui  sont  nuls 
le  la  seconde^  on  a 

dxdoL  +'dyd^ + dzdy = 0. 
tien  différentielle  met  en  évidence  la  nature  de 


dont  il  s'agit.   Posons  ds  =  ^dx*  +  dy*'\-dx* 


ia«  +  (i6*  +  rfY';  on  pourra  la  mettre  sous  la 

ds  da^  rfi'da"*"  ds  rfa"""' 

qu'elle  exprime  que,  dans  quelque  sens  que 
ace  sur  la  surface  à  partir  du  point  (x  qui  est 
une  sphère  osculatrice  appartenant  au  point  m 
e  proposée^  l'élément  rectiligne  dv,  que  Ton 
i  perpendiculaire  à  l'élément  d$  de  cette  courbe^ 
;  au  point  m.  Cette  propriété  résulte  effective- 
]ue  la  surface  est  touchée  par  le  plan  normal 
au  point  m  dans  toute  l'étendue  de  la  ligne , 
u  des  centres  des  sphères  osculatrices  apparte^ 
înt* 

dérons  maintenant  les  lignes  qui  peuvent  être 
}es  de  la  courbe  proposée ,  celle-ci  étant  leur 

en  conservant  à  ces  expressions  le  sens  qui 
nné  dans  les  n®'  i86  et  suivants.  On  suppose 
m  fil  ayant  été  enveloppé  sur  une  première 
e  développe  en  maintenant  constamment  ce 
aque   point  du  fil  décrit  alors  une  seconde 
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courbe  que  l'on  nomme  développante,  tandis  que  la  pre- 
mière courbe  est  nommée  développée.  Le  caractère  géomé^ 
trique  de  la  développée  consiste  donc  seulement  dans  ees 
deuK  circonstances  :  V  que  chaque  point  (a  de  la  déve- 
loppée est  le  centre  d'un  cerde  tangent  au  point  correspon-f 
dant  m  de  la  développante  ;  ,^  que  le  rayon  p.m  touche  la 
développée  au  point  (a. 

D'après  cela  on  reconnaît  d'abord  qu'une  développée  de 
la  courbe  proposée  doit  nécessairement  se  trouver  sur  la 
surface  développable  qui  est  le  lieu  des  centres  des  sphères 
osculatrices.  Car  soient  t^myfiy  etc.^  plusieurs  points  con- 
tigus  de  la  courbe  proposée  [fig.  -42),  et  X,[x,v,ete., 
les  points  correspondants  de  la  développée.  Les  points 
X,  \i.,  v^  etc.^  devant  élre  les  centres  de  cercles  tangents  à 
la  courbe  proposée  en  l^m^n,  etc.,  devront  se  trouver 
respectivement  sur  les  plans  normaux  menés  à  la  courbe 
proposée  aux  points  l,m,ny  etc.  Donc  on  passe  d'un  point 
de  la  développée  à  un  autre,  en  passant  d'un  plan  normal 
au  plan  normal  contigu,  c'est-à-dire  en  s*avançant  sur  la 
surface  formée  par  les  intersections  successives  des  plans 
normaux.  Si  nous  regardons  les  coordonnées  ot,€^y  non 
plus  comme  appartenant  à  un  point  quelconque  de  cette 
surface,  mais  à  l'une  des  développées  dont  il  s'agit,  il 
faudra  donc  admettre  en  premier  lieu  que  ces  coordonnées 
satisfont  aux  équations 

rfa<«— a?)+dy(6— y)+rfa(Tr— 2:)= 0 

et  de  plus  qu'elles  satisfont  à  la  condition  que  le  myen 
mené  du  point  de  la  développée  au  point  eorrespeHdant 
de  la  courbe  imposée  seit  tangent  à  la  développée.  Cette 
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le  de  ces  équations  étant  réunie  aux  deux 
aux  équations  de  la  courbe  proposée,  on 
Lions,  dont  on  pourra  éliminer  œ,  y,  z.  Il 
[uations  en  «^  6,  y»  qui  appartiendront  à  la 
lis  il  importe  de  remarquer  que  ces  deux 
it  des  équations  différentielles.  Ainsi ^  elles 

pas  une  certaine  développée.  Elles  expri- 
mière  générale  les  caractères  géométriques 
mi  à  toutes  les  développées  de  la  courbe 

la  surface  développable  qui  contient  les 
lères  osculatrices  est  le  lieu^  et  qui  sont  en 
Quant  à  la  manière  de  déterminer  en  termes 
ions  d'une  certaine  développée  passant  par 
l'on  se  serait  donné  arbitrairement  sur  la 
;  contient  toutes,  cette  recherche  dépend  du 

),  d'ailleurs,  qu'en  concevant  la  courbe  pro- 
face développable  lieu  des  centres  des  sphères 
existant  dans  Tespace,  on  pourrait  facilement 

surface  une  développée  quelconque  de  la 
H,  attadiant  un  fil  au  point  l  de  la  courbe, 

ce  fil  tendu,  on  le  dirigera  de  manière 
toucher  la  surface;  et  il  pourra  la  toucher 
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en  un  point  quelconque  X  de  la  droite  appartenant  à  cette 
surface,  qui  est  située  dans  le  plan  normal  à  la  courbe 
au  point  /.  On  appliquera  ensuite  le  fil  sur  la  surface 
en  le  maintenant  constamment  tendu.  La  ligne  obtenue 
de  cette  manière  sera  évidemment  la  développée.  Elle  sera 
une  ligne  de  plus  courte  distance  sur  la  surface  dévelop- 
pable;  et  si  l'on  développait  cette  surface,  elle  deviendrait 
sur  le  développement  une  ligne  droite. 

245.   Le  tracé  d'une  développée  peut  encore  s'opérer 

de   la   manière  suivante:  Soient    lytriyny plusieurs 

points  contigus  de  la  courbe  proposée.  Ayant  mené  im 
premier  rayon  II,  on  fera  passer  un  plan  par  c^  rayon 
et  par  l'élément  Im  de  cette  courbe;,  puis  Ton  mar- 
quera le  point  [A  où  ce  plan  coupe  l'arête  rectiligne  de 
la  surface  développable  qui  est  située  dans  le  plan  nor- 
mal à  la  courbe  proposée  au  point  m.  On  mènera  en- 
suite le  rayon  p.m ,  oh  fera  passer  un  second  plan  par  ce 
rayon  et  par  l'élément  mn  de  la  courbe,  et  l'on  mar- 
quera le  point  V  où  ce  plan  coupe  l'arête  rectiligne  de 
la  surface  développable  qui  est  située  dans  le  plan  nor- 
mal à  la  courbe  proposée  au  point  n.  En  continuant  de 

la  même  manière,   les  points  X,(jl,v, donneront  la 

courbe  cherchée. 

Supposons,  ensuite,  que  Ton  développe  la  surface  dé- 
veloppable. Tous  les  plans  normaux  se  rabattront  les  uns 
sur  les  autres  en  tournant  sur  leurs  intersections  suc- 
cessives, et  par  suite  de  ce  rabattement  la  courbe  pro- 
posée se  trouvera  réduite  à  un  seul  point,  que  nous 
désignerons  par  M.  En  effet,  Tare  Itn  de  cette  courbe  est 
perpendiculaire  an  plan  normal  passant  par  le  point  m  : 
donc  dans  le  rabattement  du  plan  normal  suivant  sur 
celui-ci,   le  point  m  viendra  se  placer  sur  le  point  /.   , 
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irc  mn  de  la  courbe  est  perpendiculaire  au 

passant  par  le  point  m  ;  donc  dans  le  ra- 
i  plan  normal  suivant  sur  celui-ci^  le  point  n 
lacer  sur  le  point  m.  £t  ainsi  de  suite.  Or 
;  par  là  que  tous  les  rayons  U,  (jim^  vn,  etc., 

rabattre  les  uns  sur  les  autres^  et  se  con* 
le  seule  ligne  droite,  puisque  tous  se  cou- 
Is  devront  tous  passer  par  le  point  M.  Ainsi, 
V  eloppées  possibles  de  la  courbe  proposée  de- 
r  le  rabattement  dont  il  s'agit  ^  des  lignes 
ant  du  point  M  dans  lequel  cette  courbe  s'est 
ce  qui  s'accorde  avec  ce  qui  a  été  dit  dans 
recèdent. 

centres  de  la  première  courbure  de  la  courbe 
ji  ont  été  déterminés  dans  les  numéros  236 
sont  nécessairement  situés  sur  la  surface  dé- 
lieu   des    centres    des    sphères    osculatrices. 

remarquer  que  cette  ligne  n'est  point  géné- 
î  développée  de  la  courbe  proposée.  Conce- 
ifet,  trois  points  consécutifs  lyfn,n  de  la 
3sée,  et  les  trois  points  correspondants  X,  {jl, 
a  courbe  lieu  des  centres  de  la  première  cour- 
3rie  que  /X,iw|x,  nv,  etc.,  sont  respective- 
^ons  de  courbure  appartenant  aux  points  l,^ 

de   la  courbe  proposée.  Si  la  ligne  X^jiv 

k'eloppée  de  Imn ,  il  faudrait  que  Tare  Xp. 

s  le  prolongement  du  rayon  mX^  l'arc  (av  dans 
lent  du  rayon  971  p. ^  et  ainsi  de  suite;  ce  qui 

le  rayon  f7i(x  viendrait  couper  le  rayon  /X 
le  le  rayon  nv  viendrait  couper  le  rayon  m^x 

ainsi  de  suite.  Or^  cela  ne  pourrait  arriver 
e  les  rayons  successifs  /X,»!}*,  nv,  etc.,  se- 


—  se- 
raient situés  deux  à  deux  dans  un  même  plan,  ce  qui 
n'est  point ,  puisque  chacun  de  ces  rayons  est  situé  dans 
les  plans  osculateurs  menés  respectivement  aux  points 
l,  m,  n,  etc.  9  de  la  courbe  proposée.  Les  rayons  de  cour> 
bure  A,m|i,  nv,  etc.-,  ne  peuvent  se  rencontrer  et  for- 
mer par  leurs  intersections  successives  une  développée , 
qu'autant  que  la  courbe  proposée  est  plane  ^  cas  dans 
lequel  tous  les  plans  osculateui*s  coïncident  avec  le  plan 
de  la  courbe. 

La  vérité  de  la  remarque  précédente  deviendra  encore 
plus  palpable  si  l'on  considère  le  rabattement  dont  il  a 
été  question  dans  le  n**  245.  En  effet,  chaque  rayon  de 
la  première  courbure  de  la  courbe  proposée  est  perpen- 
diculaire à  l'arête  rectiiigne  correspondante  de  la  sur- 
face développable  lieu  des  centres  des  sphères  oscula- 
trices ,  et'  dans  le  rabattement  des  plans  normaux  les  uns 
sur  les  autres^  ce  rayon  de  courbure  et  cette  arête  ne 
cesseront  pas  de  se  couper  à  angles  droits.  Donc  les 
rayons  /X,  fn[x,nv,  etc.,  de  la  première  courbure  de  la 
courbe  proposée  ne  seront  autre  chose  sur  le  rabatte- 
ment que  les  perpendiculaires  abaissées  du  point  M  sur 
les  intersections  successives  des  plans  normaux.  Donc  ces 
rayons  ne  pourraient  se  confondre  en  une  seule  ligne 
droite  (ce  qui  serait  nécessaire  pour  que  les  points  X,  ja, 
V,  etc. 9  appartinssent  à  une  développée),  qu'autant  que 
toutes  les  intersections  seraient  parallèles  entre  elles,  ce 
qui  ne  peut  avoir  lieu  à  moins  que  tous  ces  plans  oscu- 
lateurs ne  coïncident  entre  eux,  c'est-à-<lire  à  moini  que 
la  courbe  proposée  ne  soit  plane. 

247.  D'après  le  n»  235,  la  sphère  dont  le  rayon  p, 
et  les  coordonnées  du  centre  «,  6^  y?  satisfont  aut  trois 
équations 


(«-.#)«-H(6-y)«H-(Y-,)«*p^ (A)     . 

{ii-x)dx  -I-  (6— y)rfir  +  (t— «)rf«  =  0.  •  •  .     (B) 
/,«-(a-^a;)rf«a?— (6— y)rf«y— (7— «)d««  =  0.  •  .     (G) 

mtact  du  second  ordre  avec  une  courbe  à  double 
;  proposée  dans  ie  point  de  ceite  courbe  auquel 
ment  les  coordonnées  x,y,  z.  Ces  trois  équations 
minant  pas  entièrement  les  quatre  quantités  p^  a, 
existe  une  infinité  de  sphères  osculatrices  à  la 
proposée  dont  il  s*agit«  Toutes  ces  sphères  ont 
très  placés  sur  la  ligne  droite  intersection  des 
)s  normaux  menés  à  cette  courbe  par  les  points 
coordonnées  sont  x,y,z,  et  ap  +  cte,  y  +  dy^ 
es  équations  (B)  et  (G)  sont  celles  de  cette  inter-* 

3ontinue  l'opération  par  laquelle  les  deux  équa- 
{C)y  ont  été  déduites  de  Téquation  (A),  c'est^i* 
n  différentie  l'équation  (C)  par  rapport  k  x,y,x 
aura  une  quatrième  équation 

réunies  aux  précédentes  ^  déterminera  entière- 
intiiés  a^^^y  et  p.  La  sphère  pour  laquelle  les 
du  centre  «^  69  t  satisferont  aux  trois  équa<» 
)  et  (D)  aura  un  contact  du  troisième  ordre 
*be  proposée  dans  le  point  de  cette  courbe 
rdoiinées  sont  x^y^z. 
marquer  d'ailleurs  que  les  centres  de  toutes 
yant  un  contact  du  troisième  ordre  avec  la 
sée,   se  trouveront  placés  sur  Taréte  de  re- 


I 
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broussement  de  la  surface  lieu  des  centres  des  sphères  oscu- 
latrices  qui  est  produite  par  les  intersections  successives  des 
lignes  droites ,  dont  cette  surface  est  le  lieu.  En  effets  les 
trois  équations  (B),  (G)^  (D),  lorsqu'on  y  regarde  a,  6,  y  conime 
les  variables^  équivalent  à  celle  des  trois  plans  normaux  menés 
à  la  courbe  proposée  dans  les  points  dont  les  coordonnées  sont 
respectivement  a:,  y,  js;  x+dx,y  +  dy,  z+dz;  et  x-^^dx 
+  d*Xy  y+^dy+d^y,  z+'ldz+dU.  L'équation  (B)  est 
celle  du  plan  normal  à  la  courbe  au  point  (x,  y  y  z)  ;  la  somme 
des  équations  (B)  et  (G)  donne  l'équation  du  plan  normal  au 
point  suivant  [x-^-dx,  etc.);  enfin  Téquation  du  plan  normal 
au  troisième  point  (x  4-  2(ir  -f  d^x^  etc.)  résulte  de  la  somme 
faite  de  l'équation  (B) ,  du  double  de  l'équation  (G)^  et  de 
l'équation  (D).  Les  trois  équations  (B)^  (G),  (D)  réunies  ap- 
partiennent donc  au  point  commun  à  ces  trois  plans,  c'est- 
à-dire  au  point  commun  aux  deux  droites  d'intersection  du 
premier  plan  et  du  second  y  du  second  plan  et  du  troisième , 
c'estrà-dire  enfin  au  point  de  Taréte  de  rebroussement  dont 
nous  venons  de  parler.  Si  Ton  élimine  x^yyZ  des  équa- 
tions (B)^  (G)^  (D)  au  moyen  des  deux  équations  de  la  courbe 
à  double  courbure  proposée^  les  deux  équations  restantes 
en  a,  6,  f  appartiendront  à  cette  arête  de  rebroussement. 
248.  Une  courbe  à  double  courbure  quelconque  et  l'arête 
de  rebroussement  de  la  surface  développable  qui  est  le  lieu 
des  centres  de  ses  sphères  osculatrices^  ont  d'ailleurs  une 
relation  qu'il  est  utile  de  faire  connaître.  Remarquons  1**  que 
deux  tangentes  consécutives  à  l'arête  de  rebroussement  sont 
perpendiculaires  aux  dedx  plans  osculateurs  consécutifs  cor- 
respondants de  la  courbe  proposée;  car  ces  tangentes  ne 
sont  autre  chose  que  les  intersections  des  plans  normaux 
à  cette  courbe;  2^  que  deux  plans  osculateurs  consécutifs 
de  l'arête  de  rebroussement  sont  perpendiculaires  aux  deux 
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lécutives  correspondantes  de  l'aréte  proposée; 
leux  plans  osculateurs  ne  sont  autre  chose 
normaux  à  cette  coitfbe.  Donc,  1"  co  dési- 
î  dans  le  n*  238,  l'angle  de  deux  tangentes 
Pune  courbe  proposée,  il  désignera  égale- 
les  deux  plans  osculateurs  consécutifs  corres- 
l'arête  de  rebroussement  de  la  surface  lieu 
îs  sphères  osculatrices  ;  et  T  û  désignant, 
e  n°  239,  l'angle  de  deux  plans  osculateurs 
la  courbe,  il  désignera  également  Tangle  des 
1  consécutives  correspondantes  de  cette  arête 
ent.  Ces  propositions  ont  été  données  par 


de  r application  des  résultats  précédefUs. 

rons  la  courbe  désignée  sous  le  nom  d'hé- 
racée  sur  la  surface  d'un  cylindre  droit  à 
de  manière  à  couper  toutes  les  arêtes 
3  sous  le  même  angle.  Soit  R  le  rayon  du 
nous  supposerons  que  Taxe  coïncide  avec 
représentons  par  a  la  tangente  trigonomé- 
e  constant  formé  par  chaque  élément  de  la 
plan  des  xy.  Enfin  désignons  par  t  l'angle 
3  plan  des  œz  et  le  rayon  du  cylmdre  mené 
lélice,  dont  les  coordonnées  sont  œ,  y,  z. 
i  courbe  donne  évidemment 

zos.tf        y  =  Rsin.f,       z=^hat; 

pour  les  équations  en  ar,  y,  «  des  projec- 
sur  les  plans  coordonnés 

17 


««4-y*  =  RS    i  =  Ra.arc.cos.f ,    ^  =  Ra.a^c.sin.  J. 

Cela  posé,  si  Ton  veut  déterminer  en  premier  lieu  la  di- 
rection de  la  tangente  menée  à  un  point  cpielconque  de  la 
courbe,  on  aura,  par  les  premières  équations, 

Donc 

dy  __     i  àz_        a 

éx^     tang.*'       rf»""     filiLe* 

et  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  du  a*  113^  il 
viendra 

COS.a=: 7===»        C0S.6  =  ~=:^,        C0S.Y=-7===. 

v/ïTô*  v^Tfô*'  v^Th?' 

ou  si  Ton  veut 

D'après  cela  les  équations  de  la  tangente  seront 

6to.r     ^^' *^*     co8.f  ^   ^''^  •-«'       Si 
et  celle  du  plan  normal 

a!n.r(«— a:')— co«.r(y— y')— a(^--«')  =  0. 

j/,  {(^,  il'  désignent  les  coordonnées  du  point  de  tangenoe  m; 
t  est  rinclinaison  sur  Taxe  des  x  du  rayon  Om  qui  tépond  ' 


Tous  les  plans  normaux  forment  le  même  angle 
m  des  xy. 

second  lieu,  pour  la  détermination  du  plan  oscu- 
les  rayons  de  courbure,  on  déduira  des  expres- 
sdentes 

-flsin.f.dt9      dy=Rcos.e.rfe,      rfz  =  Ra.rfr, 

t  pour  la  variable  indépendante^ 

-Rcoar.rf^*,       d»y=— Rsiii.f.rff«,       (Pz  =  0; 
sin.r.dr»,  d»y=-Rco9.f.dr>,       rf»z  =  0; 

Le 

ds  =  y/î+ô*.  Mt ,         dH  =  0. 
sin.g  dy  _   cos.f  dz^      a     ^ 

)ression  du  rayon  de  la  première  courbure  p  du 
me  ici 

^  =  (i4-a»)R; 

tressions  de  cos.X,  cos.ix,  cos.v  du  même  nu- 
i  déterminent  la  direction  de  ce  rayon,  donnent 

=—008.; ,       cos.|A  = — sin.t ,       C08.V  =  «  ; 

conclut  que  le  rayon  de  la  première  courbure 
nt  à  chaque  point  de  la  courbe  est  dirigé  suivant 
du  cylîûdre  mené  à  ce  point.  Ainsi,  tous  les 
3  la  première  courbure  sont  placés  sur  une  hélice 
néme  axe  et  le  même  pas  que  l'hélice  proposée, 
îst  tracée  sur  un  cylindre  dont  le  rayon  est  a«R- 
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L'éqaaiiôn  du  plan  osculateur,  n""  %33,  devient 

Tous  les  plans  osculateurs  forment  le  même  angle  avec  le 
plan  des  xy. 

Quant  à  l'expression  du  rayon  P  de  la  seconde  courbure  ^ 
la  formule  du  n^  239  donne 

P=î±^R,     d'où     P=£; 

et  si  Ton  se  représente  ce  rayon  comme  dirigé  suivant  la 
perpendiculaire  au  plan  osculateur^  les  cosinus  des  angles 
qu'il  forme  avec  les  axes  des  x^  des  y  et  des  z  sont  res- 
pectivement 

asin.g  flCoa.<  1 

expressions  qui  indiquent  une  direction  perpendiculaire  à 
la  fois  à  la  tangente  de  la  courbe  déterminée  par  les  angles 
«^  6,  Y?  6^  AU  rayon  de  la  première  courbure  déterminé 
par  les  angles  X,  ji,  v. 

Si  l'on  désignait  par  V  l'angle  constant  formé  par  la 
tangente  de  la  courbe  avec  le  plan  des  xy,  on  aurait 
tang.  V=a^  et  les  expressions  précédentes  s'écriraient  plus 
simplement 

cos.a=— cos.T.sîD.t,     cos.6  =  cos.^.cos.r,    co8,Y=sin.Y. 

P  "  COS.*  V  •  sin.^.  COS.  Y  ' 

251.  Considérons  maintenant  la  surface  développable  qui 
est  le  lieu  des  centres  des  sphères  osculatrices  de  la  courbe 
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cercle  dont  le  rayon  est  Om  =  R  étant  (fig,  43) 
'hélice  proposée  (qui  se  projette  en  m'n'  sur 

œz)  ,  le  cercle  dont  le  rayon  0|A  =  a'R 
ç  est  tracée  pour  le  cas  où  o  est  >  i)  la  base 
eu  des  centres  de  la  première  courbure  qui  se 
L  v'  sur  le  plan  des  xz.  m\k  et  m'\tf  seront  les 
lions  du  rayon  de  première  courbure  appar- 
aint  de  Thélice  proposée  dont  les  projections 

Gela  posé^  la  surface  développable  qui  con- 
tres des  sphères  osculatrices  n'est  autre  chose 

des  intersections  successives  des  plans  nor- 
3lice  proposée  menés  par  tous  les  points  de 
.  Et  comme  tous  ces  plans  fornoent  le  même 
3  plan  des  xy,  la  surface  qui  est  le  lieu  de  leurs 

successives  est  une  surface  hélicoïde,  cette 
n  étant  appliquée  à  toute  surface  décrite  par 
îïïi  d'une  ligne  ou  d'une  autre  surface  dont 
ircourt  une  hélice,  tandis  que  les  parties  de 
de  la  surface  tournent  autour  de  Taxe  de  cette 
)lus,  les  intersections  successives  dont  il  s'agit 
un  point  placé  dans  l'hélice  projetée  en  jx'v', 
lieu  des  centres  de  la  première  courbure  de 
posée.  Toutes  forment  le  même  angle  avec  le 
y  et  elles  sont  toutes  perpendiculaires  au  rayon 
5  sur  lequel  l'hélice  projetée  en  jjt'v'  est  tracée, 
iont   autre  chose   que   les  tangentes   de   cette 

est  le  lieu  de  leurs  intersections  successives, 

Tarête  de  rebroussement  de  la  surface  déve- 
LT  et  {xV  représentent  sur  la  figure  les  projec- 
i  tangente  au  point  \i,  \i.'.  Les  points  t  où  ces 
rencontrent  le  plan  des  xy  forment  sur  ce  plan 
e  composée  de  deux  branches  t&,  os  qui  sont 


des  développantes  da  cercle  dont  0{&  est  le  rayon.  On  voit 
par  ce  qui  précède  que  la  surface  développable  lien  des 
centres  des  sphères  osculatrices  est  partagée  en  deux  nappes 
distinctes  par  l'hélice  lieu  des  centres  de  la  première  cour- 
bure qui  est  son  arête  de  rebroussement.  Ces  deux  nappes 
ne  pénètrent  point  dans  le  cylindre  dont  0{i.  est  le  raycm^ 
mais  elles  s'étendent  à  l'infini  dans  tous  les  sens  au  dehors 
de  ce  cylindre. 

On  peut  démontrer  ces  propositions  par  le  calcul ,  et  en 
même  temps  trouver  Péquation  de  la  surface  lieu  des  centres 
des  chères  osculatrices  d'après  à  ce  qui  a  été  expliqué  à  la 
fin  du  iif  243.  6i  dans  les  équations 

qui  appartiennent  à  l'intersection  de  deux  plans  normaux 
consécutifs  d'une  courbe  h  double  courbure,  on  met  pour  a:, 
y,  z,  et  leurs  différentielles,  les  valeurs  précédentes  en  l^il 
viendra 

asin.r  — 6cos.t  =  a(Y— Rar) 

«COS.  t  +  6s!d.  f = -—  a*R. 

Ces  deux  dernières  équations  sont  done  celles  de  la  ligne  d%- 
tersection  des  deux  plans  normiim  ccmséctttife  menés  an  pokil 
de  l'hélice  proposée  projeté  en  Ê^,in(y  et  au  p<Mnt  suivant:  il 
est  facile^  d'ailleurs^  de  vérifier  que  ce  sont  aussi  cdles  de 
la  tangente  menée  au  point  projeté  en  (&,  (i'  à  Théiice  \hm 
des  centres  de  la  première  courbure;  la  tangente  dont  j^ 
parle  est  dono  la  ligne  d'intersection  des  deux  plans  nor* 
maux,  c(ttformément  à  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus.  La  sectMide 
équation  9  qui  ne  contient  que  s  et  6^  est  l'équation  de  k 
pK^ectioQ  de  cette  tangente  sur  le  plan  des  sfff,  c'esi-à^dife 


i  laugento  fir,  nieoée  ftat  le  point  \^  m  eefele 
est  O^  on  a'R. 

ine  t  aitre  ces  deux  éqmdions^  le  résidiaft  ccm- 
^  les  lignes  d'iolersectioa  qu'elles  représen- 
surface  dévdopfieble  qui  en  est  le  Iîm.  Poor 
r  élimnialîoiii ,  (mql  a^oulerm  les  équations  apite 
68  au  eané^  œqindcHBBera 

a'  +  6»  =:a*R*  4-  a«(Y— Bar)» , 

cette  valeur  dans  la  seconde  équation  il  viendra 

DO  deDMmdée  de  kt  mtUit»  dévé^oppabte. 

B»  que  si  Fon  fait  fsnù  dan»  PéquaikMa  préoé- 

aux  points  x,  où  les  intersections  successivei 
►rmaux  qui  répondent  à  chaque  valeur  de  l'an- 
i  forment  la  surface  développable ,  rencontieat 
:t/.  Or  y^a*-t-'6*  représentant  la  distance  (h,  taa^ 
est  représenté  par  0\t-,  on  conclut  que  la  dia- 
t  être  égale  au  développement  de  Tare  t  dans  le 
le  rayon  est  a*R^  ou  que  la  courbe  x?  doit  être 
pante  de  ee  cercle^  comme  on  Ta  dit  plus  haut. 
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25S.  Si  Ton  vent ,  enfin  ^  connaître  les  développées  de  Thé- 
lice,  qui  sont  situées  sur  la  surface  développable  dont  il  vient 
d'être  question,  on  y  parviendra  de  la  manière  suivante.  Soit 
comme  ci-dessus  un  point  quelconque  de  Thélice  proposée 
projeté  en  m  (fig.  44)  sur  le  plan  des  xy,  et  en  m' sur  le  plan 
des  xZy  et  le  centre  de  la  première  courbure  de  l'hélice  cor-* 
respondant  à  ce  points  qui  est  projeté  en  ^,\>.'.  Ck)nsidérons 
l'ensemble  des  plans  normaux  menés  à  l'hélice  proposée^  et 
supposons  que  l'on  rabatte  tous  ces  plans,  en  les  faisant 
tourner  autour  de  leurs  intersections  successives^  sur  le  plan 
normal  mené  par  le  point  m,  m'.  D'après  ce  qui  a  été  dit 
n""  245  l'hélice  proposée  se  réduira  dans  ce  rabattement  à  un 
seul  point  m/\  et  comme  toutes  les  distances  m\i.  sont  égales 
entre  elles^  l'hélice  lieu  des  centres  de  la  première  courbure 
se  rabattra  sur  une  circonférence  de  cercle  décrite  du  point 
m"  comme  centre  avec  le  rayon  ffi'V=m(&.  Toutes  les  révo- 
lutions de  cette  dernière  hélice  se  trouveront  développées  et 
rabattues  les  unes  sur  les  autres,  suivant  leur  véritdïle  lon- 
gueur^ sur  la  circonférence  de  cercle  dont  il  s'agit., 

Cela  posé>  admettons  que  l'on  veut  déterminer  la  déve- 
loppée dont  le  premier  point  est  projeté  en  (i,  (l' et  rapporté 
en  \ff'  sur  le  rahattement.  Conformément  à  ce  qu'on  a  vu 
n*  245,  cette  développée  sera  représentée  sur  le  rabattement 
par  la  ligne  droite  m'Y*  Qu'il  faut  prolonger  à  Tinfini  dans  les 
deux  sens.  Si  l'on  veut  donc  trouver  un  point  qudconque  de 
la  développée  dont  il  s'agit,  on  considérera  que  les  arêtes 
rectilignes  de  la  surface  développable^  c'est-à-dire  les  tan- 
gentes de  l'hélice  lieu  des  centres  de  courbure,  sont  repré- 
sentées sur  le  rabattement  par  les  tangentes  au  cercle  dont 
le  rayon  est  m'V".  Si  donc  on  marque  sur  cette  hélice  le 
point  correspondant  au  point  e  (c'est-à-dire  le  point  qui  est 
situé  au-dessous  du  ppint  (&,  (i'  à  une  distance  mesurée  sur 
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à.  Tare  y^^'e);  si  Ton  mène  en  ce  point  une  tan- 
ce ,  et  si  l'on  porte  sur  cette  tangente  la  dis- 
Lura  le  point  cherché  de  la  développée. 
truire  d'abord  de  cette  manière  la  partie  de  la 
commençant  au  point  \l,  \l'  qui  se  trouve  placée 
\  supérieure  de  la  surface  développable^  on  tra- 
es  tangentes  de  la  partie  de  Thélice  projetée  en 
ibattue  en  [t/H".  Or^  la  tangente  menée  au  point  l'' 
jement  ne  rencontre  plus  la  ligne  m'V  prolongée. 
point  lyV  de  Thélice  est  situé  à  une  distance  du 
mesurée  sur  cette  hélice  égale  à  la  longueur  du 
rconf érence  [t/'eV^,  on  est  assuré  que  la  portion  de 
it  il  s'agit  y  projetée  en  {xa,  \L'a',  devient  à  une  dis- 
lie  parallèle  à  la  tangente  de  Thélice  menée  au 
Elle  a  donc  pour  asymptote  la  ligne  LÂ^  L'A'  me* 
élément  à  cette  tangente  par  le  point  L,  L' de  Fhé- 
»sée  qui  est  diamétralement  opposée  au  point  /,  /'. 

L,  L'  termine  Tare  mL,  mV  de  Thélice  proposée 
être  décrit  par  le  développement  de  là  portion  de 
a,  i^'a'. 

veut  en  second  lieu  construire  la  partie  de  la  déve- 
iommençant  au  point  ja,  \t!  qui  se  trouve  placée  sur 
3  inférieure  de  la  surface  développée,  on  emploiera 
entes  de  la  partie  de  l'hélice  projetée  en  jm,  ji'n'  et 
î  en  H-V,  en  portant  sur  chaque  tangente  la  lon- 
^h  en  contre-bas  du  point  de  tangence.  On  obtiendra 
î  manière  la  portion  de  courbe  \th,  p-'ft'.  Et  comme  la 
;e  menée  sur  le  rabattement  au  point  n"  ne  rencontre 
ligne  m'V'  prolongée,  il  s'ensuit  qu'ayant  marqué  sur 
î  le  point  n,  n'  qui  est  situé  à  une  distance  du  point  i* 
à  la  longueur  du  quart  de  circonférence  yf'gn'',  la 
3  ji.b,|A,6'  tend  à  devenir  à  Tinfini  parallèle  à  la  tan- 
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geate  d6  Thélice  menée  au  pmnt  njiil.  Cette  eourbe  auora  doue 
pour  asymptote  une  parallèle  NB^  N'F  à  cette  tangente  menée 
par  le  poiot  N^  N'  de  l'hélice  proposée  >  qui  est  diamétralemeiit 
opposé  au  point  n^  n'.  Le  point  N^  N'  termine  Tare  mN^  m'N'  de 
rhélke  proposée  qui  peut  être  décrit  par  le  déyeloppemeot 
de  la  portion  de  courbe  \»b^  ^b\ 

Les  deux  portions  de  courbe  (mi,  ^al  et  ^^  \t!h'  foraneni 
deux  branches  distinctes  de  la  développée^  réunies  au  point 
(1^  (&'  qui  est  un  point  de  rebroussement. 

Pour  continuer  à  tracer  cette  courbe ,  et  trouver  la  branebe 
dont  le  développement  pourrait  décrire  l'arc  de  lliâioe  pro- 
posée qui  est  au-dessus  du  point  N^N'  il  budra  oonstnâre  les 
tangentes  à  la  portion  np,  n'p'  de  Fhélice  Meu  des  cttntre»  de 
courbure  qui  est  rabattue  en  W'ip'^,  puis  porter  de  bas  en  huai 
sitf  ces  tangentes,  à  partir  du  point  de  tangeaee^  les  Ion- 
guecrs  ik.  Or^  il  est  visible  que  à  l'arc  d'hélice  iij»,  Wp'  est 
égal  en  longueur  au  quart  de  circonférence  nf'ip",  cette  opé-> 
ration  denn^a  la  portion  de  courbe  pe,  p'c',  paarfaiieaient 
égàlt  aux  précédentes,  ayant  pour  asymptote  le  pr(rfoBg^• 
ment  NC,  N'C  de  la  ligne  NB,  N  B. 

La  ménae  construction  dcmnera  ensuite  par  les  tangentes  de 
la  poitîon  pqy  p'q'  de  l'hélice  lieu  des  centres  de  courbure^ 
cpit  est  rabattue  si»  le  quart  de  cercle  p'V^  ^  porticMOb  de 
courbe  pd ,  p'd  qui  est  réuoie  en  fyp'  à  la  précédente  par  un 
point  de  rebroussement.  Et  ainsi  de  suite. 

On  voit  par  ce  qui  précède  que  la  développée  de  l'hélioe 
proposée  est  formée  d'une  inlînité  de  branches  parfait^nenl 
égdes  entre  elles  ^  placées  ^ternattvement  sur  les  nappes  su- 
périeure et  inférieure  de  la  surface  développaUe  qui  cai  k 
lieu  des  centres  des  sphères  oseulatriees.  Chaque  branche  est 
réunie  à  la  précédente  par  un  point  de  rebroussement^  et  à  la 
suivante  par  un  asymptote  qui  leur  est  commune»  Im  peints 
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ai  scMAt  placée  sur  Thélice  lieu  des  centres  de 
intervalles  égaux  à  la  longueur  du  demi-cercle 
5t  égal  an  rayon  de  courbure  (1  +û*)R' 
>pUquer  à  ThéRce  les  notions  présentées  dans 
marquera  qu'à  Tégard  de  cette  courbe  les  trois 
(G),  (D)  de  ce  numéro  deviennent  respeclive- 
n  y  remplace  x^  y,  z  et  leurs  différentielles  par 

otsi&.f — 6cofi.l  =  a(T— R«l) 
a  cos.r  4-  6sin.?  =  —  a*R 
asin.e  —  6cos.f  =  0. 

s,  qui  donnent 

mco&t,  6=— a*R8in,i,        et        T  =  R4itv 

t  évidemment  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  de 
dont  le  pas  est  égal  au  pas  de  Thélice  proposée^  et 
ée  dans.une  position  opposée  à  cette  dernière.  Ces 
appartiennent  à  la  courbe  qui  est  le  lieu  des  centres 
lière  courbure  de  Thélice  proposée,  comme  on  Ta 
s  le  n**  250  ;  et  Ton  a  vu  effectivement  dans  le  n°  251 
courbe  était  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface 
entres  de  la  première  courbure. 
28  sphères  dont  le  rayon  mesure  la  première  cour- 
a  courbe  proposée ,  et  qui  n'ont  en  général  qu'un 
lu  second  ordre  avec  cette  conrbe,  ont  dans  le  ca3 
er  de  l'hélice  un  contact  du  troisième  ordre, 
à  la  proposition  du   n**  248  on   remarquera   que 

û=!— ;  et  que  d'après  les  valeurs  de  (fe,  p  et  P  don- 

350,  on  a  par  cooséqueni  pour  l'hélice  prapottée 


^        adt 

Or  Paréte  de  rebroussement  de  la  surface  lieu  des  centres  des 
sphères  osculatrices  est  ici  une  seconde  hélice  dont  le  rayon 
est  a'R  et  dont  le  pas  est  égal  à  celui  de  Thélice  proposée; 
d'où  il  suit  qu'en  appelant  a'  la  valeur  de  a  qui  conviendrait  à 

1  1 

cette  seconde  hélice^  on  doit  avoir  a'= -.  Mais  si  l'on  écrit  - 

a  a 

à  la  place  de  a  dans  les  expressions  précédentes,  elles  de- 
viennent respectivement 

adt 


en  sorte  que  la  valeur  de  Tangle  (»  appartenant  à  la  courbe  ne 
di£fère  pas  de  la  valeur  de  l'angle  Q  appartenant  à  Tarète  de 
rebroussement^  et  réciproquement  la  valeur  de  l'angle  Q  qui 
appartient  à  la  courbe  ne  diffère  pas  de  la  valeur  de  l'angle  «o 
qui  appartient  à  l'arête  de  rebroussement;  ce  qui  est  conforme 
aux  propositions  énoncées. 

XXIII.  IlfTEGRATION  DBS  FOlfCTIONS  DIFFERENTIELLES  LES  PLUS  SIHPLBS 
d'une  SEULE  VARIABLE. 

254.  Une  fonction  différentielle  du  premier  ordre  d'une 
seule  variable  x  est  représentée  en  général  par 

X  désignant  une  fonction  quelconque  de  x.  Cette  fonction  dif- 
férentielle est  toujours  le  résultat  de  l'opération  de  la  différen* 
tiation  appliquée  à  une  certaine  fonction  y  de  la  variable  x,  en 


ly  =  Xcte  et         ^  =  X  » 


>Tï  peut  toujours  la  regarder  comme  le  résultat 
^ration.  L'opération  désignée  sous  le  nom  d'in- 
îste  à  trouver  la  fonction  y  lorsque  la  diflféren- 

donnée^  ou  en  général  à  trouver  une  fonction 
it  dîfférentiée^  donne  pour  sa  différentielle  Xdx. 
L  1/  de  la  variable  x  qui^  étant  différentiée^  donne 

la  dififérentielle  proposée  Xdx,  est  nommée  Vin- 
lie  différentielle.  De  plus  on  désigne  l'intégrale 
»n  différentielle  Xdx  par  le  signe  /  placé  au- 
ix.  Ainsi  ^  l'équation  précédente 

dy  =  Xdx 

,  elle  entraine  la  suivante  : 

y  =  SXdx, 

}uement.  Mais  il  importe  de  remarquer  que  si 
trouvé  une  fonction  de  x,  qui,  étant  différen- 
iât  pour  résultat  Xdx,  on  pourrait  ajouter  à  cette 
ane  constante  quelconque  C^  sans  qu'eUe  cessftt 
r  Xdx  par  sa  différentiation.  Si  donc  la  fonction 
it  de  trouver  ne  nous  est  connue  que  par  cette 
édition  qu'en  la  difiërentiant  l^on  doit  trouver  pour 
Xdx,  nous  devons,  pour  en  former  Texpression 
comprendre  dans  cette  expression  le  terme  con- 
arbitraire  G.  D'après  cela,  y  représentant  Vintégrale 
motion  différentielle  proposée  Xdx,  nous  écrirons 
îment 
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Dans  cette  équation  jXdx  leprésenle  le  lésultat  immédiat 
de  Vintégrationy  c'est-à-dire  la  fonction  de  x  qui,  étant 
différentiée,  donnera  Xdx  pour  sa  diffiérentielle.  G  est  la 
comsUmU  arbitraire  qui  doit  être  ajoutée  à  cette  fonction 
pour  donner  à  TcKpression  de  Tintégrale  y  la  généralité  né- 
cessaire. Au  moyen  de  l'addition  de  cette  constante  on  est 
assuré  que  y  comprend  toutes  les  expressions  analytiques  for- 
mées de  la  variable  x  qui,  étant  diflerentiées ,  donnait  Xdjc 
pour  leur  différentielle  commune;  car  on  ne  pourrait  ajouter 
à  SXdx  qu'une  quantité  dont  la  fonction  dérivée  fût  nulle  ^ 
c'est-à-dire  une  constante. 

Tant  que  l'intégrale  y  n'est  définie  que  par  cette  seule 
condition  d'avoir  Xdx  pour  différentielle^  la  constante  G  de- 
meure entièrement  arbitraire.  Mais  dans  toutes  les  questions 
qui  dépendent  du  calcul  intégral^  il  existe  toujours  des 
conditions  d'après  lesquelles  on  peut  fixer  la  valeur  de  cette 
constante  et  parvenir  à  un  résultat  déterminé. 

255.  Ge  n'est  pas  sans  raison  que  l'on  a  affecté  l'expres- 
sion Xdx  de  l'initiale  du  mot  S9mme  pour  expriiuer  la  fonc- 
tion dont  la  différentielle  est  Xdx.  En  effet  une  fooetioci 
quelconque  peut  toujours  être  regardée  comme  la  sooune 
d'un  nombre  iafini  de  valeurs  de  sa  différentielle.  Pour  le 
cnontrer  dairement^  nous  r^rendrons  la  considération»  déiîà 
employée  dans  d'autres  occasions^  des  valeurs  aueeessives 

«^♦•a;t+Aaî,a?4>+2Aa;,jCo+âAa?, a^o-f  (n— l)Aj?,a?o+JiAjc^ 

attribuées  à  la  variable  indépendante  x,  ^x  étant  regardée 
comme  nne  différence  constante ,  et  des  valeurs  correspon- 
dantes 
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r  une  Ibaetion  y  de  oette  nuîabte.  Les  diflé- 
i^ux.  ^alecns  consécutms  de  i^  étant  «xprimées 
i  y  ^y«#  ^y^-if  ^^us  avons  évidemiBfint  (pourvu 
oc  -=.  O  jusqu'à  j;  =  oTn  la  fonction  y  ne  prenne 
irs  infinies) 

:  y^  4-  A|/<>  -h  ^2/1  +  Ay,  +  Ay,  + +  Ay,t-i 

qui  peut  s'écrire 

3ns  maintenant  que  la  difiérence  ^  diminue  de 
lus  en  s'approchant  de  zéro^  et  que  le  nombre  n 
dans  le  même  rapport^  en  sorte  que  ntx  ne 
Dînt.  Le  nombre  des  termes  compris  dans  la  paren- 
.mentera  de  plus  en  plus^  et  la  valeur  de  Tun  quel- 

^  de  ces  termes  tiendra  à  se  confondre  avec  la 
Kx 

dy 
M  coefficient  différentiel  ^  qui  répond  à  la  valeur 

r  de  la  variable  x.  D'où  Ton  voit  qu'à  mesure  que  A^ 
i  la  quantité 

(^*s+^*^* ■^^)- 

)che  d'ime  limite  qui  est  la  somme  des  valeurs  en 

,g  infini  que  prend  la  différentielle  -r-dx  de  la  fonc- 

roposée,  lorsqu'on  fait  croître  la  variable  indépendante  x 
ntervalle  ooostant  et  infiniment  petit  dx ,  depuis  x=^Xq 
f^  xss:x^+n^.Oa  en  conclut  que  Ton  passe  de 
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la  valeur  quelconque  i/o  de  la  fonction  à  une  autre  ^eur 

quelconque  y,  en  ajoutant  à  y^  la  somme  des  valeurs  que 

dy 
prend  la  différentielle  —^  dx  dans  Tintervalle  compris  entre 

les  valeurs  x^  et  a;  qui  répondent  à  y^  et  y. 
Si  nous  représentons  donc  comme  ci-dessus  par  Xdx  la 

différentielle  de  la  fonction  y,   c'est-à-dire  -^^  dx,  nous 

ax 

pourrons  écrire  à  la  place  de  l'équation  précédente 


f=yo+y*3 


Le  signe  /«^  indique  que  l'on  a  fait  la  somme  des  valeurs  de 
la  différentielle  Xdx  qui  répondent  à  toutes  les  valeurs  x^, 
Xf^+dx,  a?o  +  2<te,  XQ-\-3dx,  etc.,  jusqu'à  la  valeur 
x^-^in-'i)  dx  qui  précède  la  valeur  x  correspondante  à  la 
valeur  y  de  la  fonction  qui  est  dans  le  premier  membre.  En 
écrivant  â?^  au  bas  du  signe  d'intégration  /,  on  spécifie  la 
valeur  particulière  de  x  correspondante  à  y^  à  partir  de  la- 
quelle la  somme  est  prise. 

L'équation  précédente  subsiste  d'ailleurs  quelles  que  soient 
les  valeurs  correspondantes  x^  ety^;  et  si  l'on  avait  simple- 
ment donné  une  différentielle  Xdx  sans  spécifier  à  partir  de 
quelle  valeur  x^  de  la  variable  indépendante  on  voulait 
sommer  les  valeius  de  cette  différentielle,  ni  quelle  était  la 
valeur  correspondante  y^  de  la  fonction,  il  n'existerait  aucun 
moyen  de  les  déterminer.  Donc  en  considérant  dans  l'équa- 
tion précédente  la  fonction  y  comme  étant  assujettie  à  cette 
seule  condition  d'avoir  Xdx  pour  différentielle,  il  faut  y  re- 
garder Xq  comme  arbitraire  aussi  bien  que  y^.  Il  est  donc 
inutile  de  marquer  la  valeur  indéterminée  de  a;  à  partir  de 
laquelle  la  somme  jXdx  est  prise,  et  l'on  peut  écrire  comme 
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précédent 

ïrmination  de  ia  valeur  de  Tintégrale  y^  et  la 

ompléter  T-expression  par  Taddition  d'une  oon- 

3  y  paraîtront  bien  évidentes  si  l'on  considère  x 

se  d'une  courbe  plane  dont  y  représente  For- 

b,  lorsque  la  fonction  y  est  donnée  explicitement  II 

•nt  en  o;^  la  figure  et  la  position  de  la  courbe  | 

nt  déterminées.  Mais  il  n'en  est  pas  de  même  ^ 

e  seulement  la  différentielle  dy  =  X<2x ,  ou  le  r 

irentiel  ^=X  de  la  fonction  dont  il  s'agit.  |j 

e  ce  coefficient  différentiel  détermine  simple- 
on  de  la  tangente  de  la  courbe  qui  a  lieu  pour 
correspondant  à  une  valeur  donnée  de  x,  â 
'une  courbe  mm  ait  été  tracée  de  manière  à  sa- 

condition  -^  =X^  et  qu'ensuite  on  la  déplace 
ûx 

;rire  à  tous  ses  points  des  parallèles  à  l'axe 

ifera  encore  à  cette  même  condition  dans  toutes 

m  j  mm  qu'elle  occupera;  et  il  n'y  aura  aucune 

hoisir  une  de  ces  positions  plutôt  que  toute 

Lt;  d'ailleurs^  que  l'ordonnée  de  la  courbe  doit 
[)ar  une  fonction  de  x  qui  ait  pour  coefficient  dif- 
is  représentons  par  iYidx  une  telle  fonction.  Mais 
it  à  cette  seule  fonction  en  écrivant  simplement 
choisirait  entre  les  courbes  dont  il  s'agit,  puis- 
ur  déterminée  de  x  correspondrait  alors  une 
inée  de  y.  Si  l'on  veut  donc  (comme  il  est  né- 

18 
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cessaire  de  le  foire)  conserver  à  Vïniipiiê  un»  wm  grtndb 

généralité  et  un  sens  aussi  étendu  qu'à  la  différentielle  propo- 
sée^ on  écrira 


€  désirant  nm  quantité  oot»t$(nte  arbitniyw.  De  oelt«  i 
nière  l'expression  de  y  peut  représenter  Pordontiée  de  toittte 
les  courbes  en  nombre  iniim  dont  la  direction  de  h  tsngoite 
est  déterminée  dans  un  point  qudconque  par  Tetpramoft 

-p  =  X  du  coefficient  différentiel  du  premier  ordre, 

957.  Remarqaons  enfin  que^  potdr  (ktt«  eeMer  loûld  tadJéi- 
temûnation  sur  la  courbe  doAt  la  fonction  y  doit  représenter 
l'ordonnée^  il  suffirait  de  se  donner  un  point  quelconque  par 
tequdl  cette  courbe  de?rait  passer.  Iles!  lacik»  de  se  rendre 
conapke^  en  eflet^  que  la  connaissanoe  d'un  seul  point  d'une 
courbe,  et  de  la  direction  de  la  tangente  correspondante  à 
une  Taàeiir  quelconque  de  Tabscisse,  suffit  pour  traeer  cette 
'  courbe  dans  toute  son  étendue.  Mais  se  donner  un  point  d'une 
courbe,  c'est  dire  qu'à  une  certaine  valeur  Xo  de  x  corres- 
pond une  certaine  valeur  y^  do  y*  Or,  si  l'on  fait  une  telle 
supposition^  la  constante  arbitnûre  G  de  l'équation 

y  =  Q  +  SXdx 

se  trouvera  déterminée  ;  car  soit  P  la  fonction  de  a? ,  repré- 
sentée par  /Xdîr,  et  désignons  par  P^  la  valeur  que  prend  P 
quand  ic  =  j:^.  On  devra  donc  avoir 

é<)uation  qui  détermine  la  valeur  de  G. 

£n  général,  la  constante  arbitraire  est  déterminée  lorsque  3 


fférentielle  Xdx  dont  on  demaiMerint^irale  y, 
une  certaine  valeur  donnée  a  de  x  doit  ré- 
mr  également  donnée  h  pour  y.  ,; 

ire  de  Topération  désignée  par  le  nom  d'inté-  «i 

pliquée  par  ce  qui  précède^  il  reate  à  indiquer  j 

i  Taaalyse  fournit  pour  effectuer  cette  opéra- 
re  pour  trouver  la  fonction  finie  de  la  variable  x 
rentiée^  donnera  une  difiërentielle  quelconque 
•  ou,  si  Ton  veut,  pour  trouver  la  ftwîtion  primi- 
fonction  donnée  X  est  la  fonction  dérivée  ou  le 
érentiel  du  premier  ordre.  Mafô  nous  devons 
que^  tandis  que  Topération  qui  consiste  à  dé- 
>nction  donnée  y  sa  différentielle  èy  s'effectue 
lé  régulier  conduisant  toujours  liu  résultat  dé- 
lation inverse  qui  consiste  à  revenir  de  la  diffé- 
onction  primitive,  ne  peut  au  contraire  s'effec- 
i  des  cas  particuliers  ^  et  en  quelque  sorte  par 
1  général,  on  n'est  pas  assuré  d0  pouvoir  assi- 
les  finis  la  fonction  primitive  de  x  correspon- 

différentielle  donnée  Xdx;  en  aorte  que  l'on  * 

bligé,  comme  on  le  verra  par  la  suite,  de  sup- 
;  procédés  d'approximation  au  manque  de  l'ex- 
(  de  celte  fonction  primitive.  H  importe,  d'ailleurs^ 

les  principaux  cas  dans  lesquels  IHntégration 
ictuée,  et  1^  méthodes  dont  cette  opération  exige 

i  évident,  en  premier  lieu,  que  l'on  obtient  im- 
t  l'intégrale  d'une  différentielle  proposée  lorsque 
ntîelle  est  reconnue  pour  appartenir  aux  ftmctiofis 
t  il  a  été  question  ci-dessus  dans  les  iprt.  II  et  1(1. 
,.  on  voit  sur-le-champ  qu'en  supposant 
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dy^afdx^  vn  aura  î/  =  C  + 


m  +  1 

-  C  +  te 

/a 
siii.x .  dj;  G  —  cosLo: 

'cos,x,dx  G  +  siD.a? 

Zi^  C  +  tang.ar 

^^^=  C  +  aPC.siB.a; 


^ 


C  +  arc.  cos-j? 


dtXf 
i-If-jï  C  +  arc  tang.a; 

""ÏTi*  C4-arc.cot.ar 

La  formule  fx^dx=z  subsiste  en  général  pour  toutes 

les  valeuré  positives  ou  négatives,  entières  ou  fractionnaires^ 
et  môme  irrationnelles,  de  l'exposant  m.  On  peut  distinguer 
les  cas  particulier  suivants  : 

qui  se  présentent  fréquemment.  Il  faut  toutefois  excepter  le 
seul  cas  où  l'on  aurait  m  =  —  i,  et  où  la  formule  générale 

.    rdx     1 

donnerait  j  —  —  j^-  Ne  concluons  pas,  d'ailleurs,  de  ce  ré- 
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Srse  indique  ici  une  valeur  infinie  pour  Pinte- 

dm 

îtion  diflTérentielle  — ,  ce  qui  serait  absurde. 

marquer^  en  effets  que  Fintégrale  doit  être 
me  constante  arbitraire.  Or,  comme  rienn'em- 
)ser  à  cette  constante  une  valeur  infinie  né- 
eulement  conclure  que  l'expression  générale 

le  un  résultat  indéterminé  quand  m  =  —  1, 

e  expression  sous  la  forme ?— — ,  a  dé- 

istante  (ce  qui  est  permis),  et  la  considérant 

ction  de  m  qui  devient  -  lorsque  Ton  attribue 

- 1 5  on  pourra  en  trouver  la  véritable  valeur 
BS  règles  données  dans  les  numéros  94  et  sui- 
v\  des  coefficients  différentiels  des  deux  termes 

)ris  relativement  à  m  est  — ^ — ,  et 

Qt  m= — 1,  Ix — la  pour  Texpression  de  la 

lée.  On  sait  effectivement,  par  le  calcul  diffé- 

dûc  /*dcc 

lx=^ — ,  d'où  résulte  /  —  =  te,  expression 

X  J    X 

doit  ajouter  une  constante  arbitraire.  La  va- 
quée à  Texposant  m  entraînant  un  changement 
;  de  la  fonction  par  laquelle  l'intégrale  est  re- 
ction  qui  alors  n'est  plus  comprise  dans  l'ex- 

raie  CH r-r,  on  est  averti  de  cette  cir- 

la  valeur  indéterminée  que  prend  alors  cette 


Ma  A  régafd  des  iimetioiis  diOÉrarilicUet  pia»  compo0é6»^ 
on  ne  parvient  à  les'  intégrer  qu'en  employant  divers  procédés 
dont  Tobjet  est  toujours  ou  de  décomposer  la  fonction  pro- 
pgeée  cm  d'autres  fonctions  diflBérentielles  plus  simples  qei 
psBtreM  âaos  quelques-unes  des  précédentes  ;  ou  d'en  dum* 
ger  ]b  fisime  pm  la  substitution  d'me  autre  Tviable  à  la  v«- 
rtable  x,  afin  da  la  faire  renk^sr  égakaaaii  dans  les  différen- 
tielles dont  les  fonctions  primitives  sont  immédiatement 
connues;  ou  enfin  de  faire  dépendre  la  recherche  de  Finté- 
^e  demandée  ds  la  connaissance  d'nne  autre  intégrale  qu'il 
est  plus  facile  d'obtenir. 

Tel  sel  l'objet  du  proeédé  connu  sons  le  nom  d'intégraftmi 
par  parties^  qui  est  des  plus  généraux  dont  on  fasse  usa^ 
dans  le  calcul  intégral.  Remarquons  que 

donc  réciproquement 

tw=^Sudo-\-fvdu: 
d'oiireatke 

Ainsi,  ayant  mis  une  diSerentlelle  quelconque  proposée  sous 
la  forme  udVy  o'es^à-dire  sous  la  forme  du  produit  d'une 
fonction  finie  u  de  la  variable  x^  par  la  fonction  difiéreniieUe 
d«  de  cette  même  variable  (dont  nous  supposons  que  l'on 
oonnaisae  l'intégrale  v),  la  recherche  de  l'intégrale  /uifu  a»t 
ramenée  à  connaître  l'intégrale  Jvdu.  Il  est  superflu  d'ajouter 
que  l'expression  de  l'intégrale  demandée  doit  toujours  être 
complétée  par  une  constante  «rbitraire,  que  nous  avoua  <wiîs 
d'écrire  dans  l'équation  précédente. 
261 .  Pour  faire  popçevojr  par  un  exemple  l'utilké  du  prooédé 
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ti  par  parties^  60it  la  différentidle  profMMiée 
r.  Nous  considérons  les  deux  facteurs  x  et 
le  defûier  a  pour  intégrale  sin.  x.  AÎDSi,  cen- 
a  formule  générale  préeédente,  nous  écrirODa 

■aîJ0OS,fl5<te=aî.«in.«— /sin.«jtof 
=  x.ain,x-\-eos.x 

int  riatégrale  par  une  constante  arbitraire  nous 
1/ =  C  +  a? .  sin.a?  +  cos.a? 

Dt  l'exactitude  peut  être  vérifiée  par  la  diffë- 
)utons  que  le  succès  de  l'opération  dépend  en 
Dix  des  facteurs  dans  lesquels  on  décompose  la 
)roposée.  Si  dans  la  différentielle  précédente 

xee$>xdx, 

rions  les  deux  facteurs  cos.o?  et  xdxy  dont  le 

ir  intégrale  —,  nous  devrions  écrire 


os.:r 


x*cos.a?  .    rx^in.xdx 

: s +   f  S » 


[a  recherche  de  l'intégrale  demandée  se  trouverait 
la  recherche  d'une  autre  intégrale  plus  compli- 
t  toujours  décomposer  (s'il  est  possible)  la  différen- 
ce de  manière  que  l'intégr^ion  d'un  des  facteurs 
tiationde  l'autre  la  ramène  à  une  expr^sion  plus 
rintégrali!  se  présente  immédiatement, 
aération  de  l'intégration  des  fonctions  différen- 
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tielles  peut  d'ailleurs  être  facilitée  par  les  remarques  sui- 
vantes: 

i<*  Lorsqu'une  différentielle  est  affectée  d'un  facteur  con- 
stant^ ce  fisu^ur  affecte  également  l'intégrale; 

dy  =  aXdx  donne  y  =  C  +  afXdx, 

^  Lorsque  la  fonction  proposée  présente  la  somme  de  plu- 
sieurs différentielles^  l'intégrale  demandée  est  également  la 
somme  des  intégrales  de  ces  différentielles  considérées  cha- 
cune à  part; 

dy  =  Xdx-h  Xidx^X^dx 

donne 

y  =  C  + /Xrfa:  + /XjCte— /XjrfîF. 

3<*  Lorsqu'une  différentielle  est  de  la  forme  ou  peut  être 
mise  sous  la  forme 

/i;x).rfx, 

X  désignant  toujours  une  fonction  quelconque  de  la  va- 
riable Xy  on  peut  alors  la  traiter  comme  si  X  était  une  va- 
riable indépendante;  en  sorte  que  si  F  (œ)  représente  la  fonc- 
tion de  X  dont  la  différentielle  est  f[x).dx^  c'est-à-dire  si 
Ton  a 

Y{x)=:Sf{x).dx, 
on  a  également 

^F(X)  =  /r(X).rfX, 

Soit  proposée^  par  exemple^  la  différentielle 

dy  =  af^^,  sim(a  +  bxi^)dx. 


—  28i  — 
et  divisant  par  m6  on  peut  écrire 

i 

ly  =  — T  .8in.(a  +  bx^).mktr-^dx, 

est  la  différentielle  de  la  fonction  a-^^bx^  qui 
;  le  signe  sinus.  En  posant  donc  X=a-}-i^**9 


1 


e  est 


^-à«*'*=*^-4"^(«+**")' 


vérifiera  en  appliquant  les  règles  de  la  diffé- 


[gration  dks  fonctions  rationnelles  entières 

ET  fractionnaires. 

:end  par  fonction  rationnelle  entière  de  la  va- 
fonction  formée  de  tennes  où  il  n'entre  que 
3s  de  cette  variable  dont  Texposant  est  un 
r.  Telle  est  la  fonction  différentielle 

5^  =  (û  +  6a?*  -\- ca^ -{- douf -{-  etc.)cte, 

ayhyC, sont  des  constantes  quelconques 

. . .  sont  des  nombres  entiers  positifs  ou  né- 
Ile  fonction  peut  toujours  être  intégrée,  et  son 
évidemment,,  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  Tar- 
it, î! 
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G  désignant  la  constante  arbitraire.  Il  faut  remarquer  seu- 
lemept  que  si  l'exposant  de  x  dans  l'un  des  termes  était — 1  ^ 

en  flfxte  que  ce  terme  (tA  -io;,  son  intégrale  8«nit  hdM. 

X 

De  plus,  la  différentielle  précédente  s'intégrerait  encore  de 
la  même  manière  si  les  exposants  m,fi,p. ...  avaient  des 
valeurs  quelconques  non  entières. 

264.  Si  Ton  donnait  la  fonction  différentielle  «oos  la  forme 


r  étant  un  nombre  entier»  oa  la  ferait  renti^  dans  la  pré- 
cédente en  développant  par  la  multiplication  la  puissaqoB 
indiquée. 
Mais  si  l'on  avait  simplement 

qui  pput  s'écri|% 

on  remarquerait  que  bdx  étant  la  diflférentielle  de  a+6aî,  la 
fonction  proposée  se  trouve  dans  le  cas  fiont  il  a  été  ques- 
tion dans  le  n?  262,  en  sorte  que  Ton  a  immédiatement  en 

d'où  (quel  que  soit  le  nombre  r,  sauf  le  cas  où  H  serait  — i) 


Ton  avait 

dy  =  (a  +  baf^yaf^'^dx , 
par  une  remarque  semblable  ] 

dérons  mgintemmi  les  fonctions  fraetioBfiaiMii  < 

lont  U  forme  génévale  est  l 


it  j9, 9, I  désignant  des  coefficients  constants 

;  m  et  n  des  nombres  entiers.  Nous  remarque- 
nier  lieu  que  si  l'exposant  m  dans  le  numéra- 
ilt  l'exposant  n  dans  le  dénominateur^  on  pour- 
simple  division  algébrique^  chan^ger  la  fraction 
\  dx  en  une  fonction  entière  à  laquelle  se  trou- 
ve une  nouvelle  fraction  dans  laquelle  le  plus 
;ant  de  x  daae  le  numérateur  serait  plus  petite 
au  moins  ^  que  le  plus  grand  ex{>osant  dans  le  ' 
ir.  L'intégration  de  la  fonction  entière  s'effec- 
rès  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n""  263.  Ainsi,  Fin- 
i  la  différentielle  proposée  se  ramène  toujours  au 
osant  m  est  au  plus  égal  à  n— 1 . 
S^  soit  en  général 

m 
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une  fraction  rationiielle,  F(x)  désignant  on  pol3fnoine  en  x 

du  degré  «,  de  la  forme  a:^+fMr''+gap'^+ +l;  et 

f{x)  un  autre  polynôme  en  x  du  degré  « — 1  au  plus.  Sup- 
posons qu'ayant  écrit  Téquation 

cette  équation  ait  été  résolue  par  les  méthodes  connues,  et 
qu'on  en  ait  déterminé  en  nombres  toutes  les  racines  réelles 
et  imaginaires.  Désignons  par  a,  a^,  a^,  etc.  les  racines  réelles 

par  «±6v^IIl,  aj±6,v/ — 1,  a,±:6,v^— 1,  etc.  les  racines 
imaginaires  ;  et  par  conséquent  par  x-^a,  ar-— «„  x — a„  etc. , 
les  facteurs  simples  correspondants  à  chaque  racine  réelle  ; 
etpar  (jr-«)«  + 6%  (jr— ,)*+€,%  (x-ot.)«+V,  etc.,  les 
facteurs  du  second  degré  correspondants  à  diaque  couple  de 
racines  imaginaires.  Supposons  en  premier  lieu  qu*il  n'y  ait 
pas  de  racines  égales  entre  elles.  On  sait  par  la  théorie  des 
équations  que  le  polynôme  F(a*]  est  égal  au  produit  des  fac- 
teurs simples  ou  doubles  correspondants  aux  racines  de  Té- 
quation  F(ar)=0  ;  et  nous  remarquons  que  l'on  peut  toujours 


f{x)      X  —  a     X — Ai      x — a,  * 

A,  Aj,  A,,etc.;  M,Mi,  M„  etc.;  etN,  N^,  N„  etc.,  dé- 
signant des  constantes;  puisqu'en  réduisant  les  fractions 
du  second  membre  au  même  dénominateur,  le  dénomina- 
teur commun  sera  V(x),  et  le  numérateur  un  polynôme 
en  X  du  degré  n — 1  que  l'on  rendra  identique  avec  le  poly- 
nôme ^(x),  en  posant  n— -I  équations  du  premier  degré. 
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iitant  d'équations  qu'il  existe  de  constantes  in- 

La  fraction  proposée  ^rrr  se  trouvera  décom- 

F{x) 

te  manière  en  fractions  partielles  de  la  forme 

— rrr-s*  Qwant  à  la  détermination  des  oon- 

>rment  les  numérateurs  des  fractions  partielles  > 
Tectuer  très-simplement  de  la  manière  suivante. 
»sons-noas  de  déterminer  le  numérateur  A  de 

A 
action  simple ,  et  posons  pour  abréger 

F(x)  =  (a?  — fl).9(a?) 

par  <p(x)  le  produit  de  tous  les  fiicteurs  du 
r)  à  l'exception  de  x — a.  Nous  pouvons  écrire 
[uation  précédente 

f(x)^     A         z^x) 
F(x)      x  —  a'^<f{x)* 

)t  une  fonction  entière  de  ^^  et  si  nous  multi- 
(  membres  par  F{x)y  il  viendra 


t  =  A-P'(«)f        d'où        A  = 


F'(a)  • 


M 


ipposait  x=:a,  la  fraction  multipliée  par  A 

,  et  donnerait  pour  sa  véritable  valeur,  d'après  jj^ 

numéros  94  et  suivants  ^  P(a)9  tandis  que  le 
se  réduirait  à  zéro.  Donc 


en  déaieiwai  par  F(9)  te  valeur  que  pread  le  ooeflhHenl  diSft- 

rentiel  du  premier  ordre  de  la  fonction  F{x)  lorsqu'on  y  sup- 
pose x=zaA\  est  visible  que  les  numérateurs  des  fractioiis 
simples  suivantes  se  détermineront  de  te  même  maQièw^  ei 
qu'on  aura  également 


Il  n'est  point  à  craindre  d'ailleurs  que  les  valeurs  de  V{a), 
F'(a,),F(aJ^  etc.,  se  réduisent  à  zéro:  cete  ne  pourrait 
arriver  qu'autant  qu'il  y  aurait  au  moins  deux  racines  égales 
à  a,  a^,  a,,  etc.^  ce  qui  est  contre  la  supposition. 

267.  Les  numérateurs  des  fractions  simples  correspon- 
dantes aux  racines  imaginaires  peuvent  être  déterminés  d'une 
manière  semblable.  Soit  la  fraction 

Mx-f  N 

on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

p— QyCTi  p^Qy/ITï     _  2P(a?  — g)  +  2Q6 

et  Ton  a  M=2P,  N  =— 2P*  +  2Q6.  En  employant  le  même 
raisonnement  qui  vient  d'être  présenté,  on  conclura  donc 
que  les  quantités  P^  Q  doivent  satiêfaire  à  Téquation 

qui  se  partage  en  deux  équations  distinctes  lorsqu'on  égale 
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'S  termes  réels  et  ceux  qui  soQt  afEectés  du  fa- 
ire ^ — i  ^  et  qui  Buffit  par  conséquent  pour  dé- 
d^ux  quaotitéfl  dont  il  a'a^t.  On  aura  de  la 


ite. 

1  suppose  en  second  lieu  que  l'équation  F(x);sO 
e  n°  265  a  plusieurs  racines  égales  à  la  racine 

la  décomposition  de  la  fraction  proposée  ~^ 

F{ap) 

er  de  la  manière  suivante. 


par  II  le  nonibre  des  racines  é(fa]e«  dont  il 
^  A,,  A„....Ak-i  des  constantes  indéterminéeê; 
roduit  de  tous  les  facteurs  du  dénomisateur  F(#) 
du  facteur  {x — a)*,  en  sorte  que  l'on  a  F{x)  = 
I  ;  enfin  par  ^{x)  un  polynôme  entier  en  x  dont 
nférieur  à  la  plus  haute  puissance  de  x  contenue 
l  est  visible  qu'en  réduisant  toutes  les  fractions 
smbre  au  même  dénominateur,  qui  sera  F(x), 
idre  les  deux  membres  identiques  en  disposant 
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des  constantes  A^  X^,  k^,....k^_i.  Pour  détenniner  les  va- 
leurs de  ces  constantes,  nous  remarquons  qu'après  la  ré- 
duction au  même  dénominateur  dont  on  vient  de  parla*^ 
réquation  précédente  devient  simplement 


Aa?)  =  A.9(a:)-|-Ai(a:-a).?(aî)  +  A,(a?-a)«-?(x)  + 

Or  en  la  différentiant  une,  deux,  trois  fois,  etc. ,  puis  foisant 
après  les  différentiations  x=a,  cette  équation  donnera  les 
suivantes, 

/'(a)=A.9(a) 
r(û)=A.9'(a)+A,.?(a) 
r(fl)  =  A.?"(a)+A,.29'(fl)+A,.29(a) 
r(a)=A.?"(a)+Ai.3?"(a)+A,.6?'(a)-hA,.6î>(a) 
n«)= A.  9'"(a)+Ai .  4f"'(a)+ A, .  129"(a)+ Aj-ÎWif '(«)+ A* .  ^U^a) 
etc. 

au  moyen  desquelles  les  valeurs  de  A,  A^,  A,,....,  A*^  pour- 
ront être  calculées  successivement.  Ces  valeurs  dépendront^ 
comme  on  le  voit,  des  fonctions  dérivées  successives  de  la 
fonction  (p  (a;),  qui  est  connue,  puisqu'elle  est  le  quotient  de 
la  division  du  dénominateur  F{x)  par  {x — a)^  Mais  si  l'on 
ne  veut  point  calculer  cette  fonction ,  on  remarquera  qu'en 
prenant  dans  Féquation 

Fix)  =  {X'^af.^x), 

les  coefficients  différentiels  ou  fonctions  dérivées  des  divers 
ordres  de  chaque  membre  on  trouvera  généralement  pour 
l'expression  de  la  fonction  dérivée  d'un  ordre  quelconque 
désigné  par  t , 


— iXfe— 2)....(A:— i4-2X^-«)*-+».(p'(x) 


Lt    facQement  qu'en   faisant  ^  =  a  dans  les 
ivées   des   ordres   *,   k  +  i,  *+2,  etc.,  il 

fc(fc-l)(/c-2) 2.l9(a), 

(fc+l)-&(fc-l)(fe-2) 2.l9'(a), 

i!S±^)^î±Ë  .k^k-^iXk--^) 2.1<p''(a), 


•  lesquelles  les  cpiantités  9(a),  <p'(a),  ^%a),  etc., 
éterminées  au  moyen  des  valeurs  que  prennent 
dérivées  des  ordres  *,  *  +  l,  *+2,  etc.,  du 
p  F(a;)  lorsqu'on  y  fait  aî=a. 
existait  dans  Téquation  F(ir)=0  d'autres  ra- 
\  égales  entre  elles,  par  exemple  h  racines 
on  concevrait  de  même  que  la  présence  du 
-aj*   dans  le  polynôme   F(x)  donnerait  lieu 

omposition  de  la  fraction  proposée  ^,  à  la 
i  fractions  simples. 

,       A^  A» 4, +  ^*^  . 


i 


I: 
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et  Ton  emploierait  pont  lé  calcul  ded  fSotiBtaiiles  A,  A^, 
A,....  Ak.i  les  formules  données  d^desSuS^  dans  lesquelles 
il  faudrait  regarder  ^{x)  comme  réprésentant  le  quotient 
de  la  division  de  F{x)  par  le  facteur  (x — aj*.  Il  en  serait 
d«  même  s'il  M  trouvait  un  plus  grand  nombre  de  racines 
multiples. 

270.  Ces  procédés  s'étendront  d'ailleurs  facilement  au  cas 
où  il  y  aurait  des  racines  imaginaires  multiples  dans  Téqua- 
tion  F(ar)aEO.  Si  Ton  représente»!  effet  par  [(of— «)*  +  6*]* 
l'un  des  facteurs  du  polydôme  F(x)y  et  si  l'on  veut  détéN 
miner  les  fractions  simples  auxquelles  la  présence  de  ce 
facteur  doit  donner  lieu,  on  écrira 

f{x) Ma;+N  M^j?+N^  M^+N.  crÇa?) 

F{x)  ~  [(a?-a«)+6*]*  "^  [(«-«)«+ 6*1 ''->  "^  {(a:-ij«+6*]»-*  ■»■•'••••■*-  ^^^y 

en  désignant  par  <f[x)  le  p!*oduit  de  tous  les  facteurs  dont 
se  compose  le  polynôme  F{x),  à  TeKception  du  facteur 
[{x — a)*4-6*]*.  Lorsqu'on  réduira  le  second  membre  au 
même  dénominateur^  cette  équation  deviendra 

81  Ton  prend  lés  différentielles  successives,  puisque  Ton 
donne  à  x  les  valeurs  â7=:a=p6\/ — 1  qui  réduisent  à  Eéro 
le  facteur  {x — a)*-|-6%  on  obtiendra^  en  remarquant  que 
chacune  de  ces  équations  se  partage  en  deux  lorsqu'on 
égale  séparément  les  parties  réelles  et  les  parties  imagi- 
naires, le  nombre  d'équations  nécessaires  pour  la  détermi* 
nation  des  constantes  M  et  N,  M^,  et  N^,  M,,  et  N,,  etc. 
Il  en  serait  de  même  si  le  dénominateur  de  la  frac- 
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!  présentait  d'autres  racines  imaginaires  et  mill- 
ions mainteilant  à  l'intégration  de  la  fonction 


_  aa!^+  bûd^^-h  cai^*+ -^f^ 

"^    ar^+pay'^-^+^ir^^ -ff 

us  sommes  proposée  n**  265.  D'après  oe  qu'on 
!S  numéros  précédents^  on  peut  toujours,  par 
ition  de  la  fraction  qui  multiplie  dx  en  frac- 
nplesy  faire  dépendre  cette  intégration  de  celle 
[elles  isuivantes, 

ArfJ?        fMa?  +  N)cte        (ALr-hN)rfj? 

lit  donc  à  intégrer  ces  dernières  différentielles, 
ippelailt  ce  qui  a  été  dit  n^"  359^  on  voit  sur- 
'  que 

J^        donne        y=sc^.A.<(a»— «)# 

int  toujours  la  constante  arbitraire  introduite 
tion; 


donne 

y=C- 

A 

«)»-«• 

ue 

Ma  +  N    rfx 
6          6  . 

5 

«J; 
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donne 

-273.  A''  Enfin,  qu'à  l'égard  de  la  fonction  différentielle 

(Ma?  H-  N)rfj;     _  M(3?  —  a)dx  +  (Ma  +  N)<fa; 

la  première  partie 

U(x — a)dx 
[(a;  — a)* +  6»)* 

a  visiblement  pour  intégrale 

M 


2(/c  — l)[(a?  — a)»  +  6«]*-i» 
et  quant  à  la  seconde  partie 

Ma  +  N    dx 
(M«  +  N)rfj     _         6»-^        6 
[(a._«)«4.6«]*-r/£-ay      n* 

qu'on  peut  en  effectuer  l'intégration  comme  il  suit: 

a?— ot  dx 

•Posons  — g— .  =  r,  d'où  -^=d<,  cette  dernière  diffé- 
rentielle deviendra 

Ma  +  N        dt 


6*»-i     -(f^+l)*' 
en  sorte  qu'il  s'agit  d'intégrer  la  fonction  différentielle 

dt 

Or,  cette  fonction  pouvant  se  mettre  sous  la  forme  sui- 
vante (en  ajoutant  et  retranchant  t^dt  au  numérateur) 
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dt 


t*dt 


it^-^i)"- 


{t^+i)' 


J  {t^-\-iY^J  (t'+ir'  J 

/t^dt 
.^,  ,  ^xt  les  deux 

t  — — r,  et  appliquant  le  procédé  de  l'in- 

r  parties  conformément  à  ce  qu'on  a  vu  dans 
il  vient 

=-2-(fc-i)(f«+i)*-*  V  2  {k^m*+i)^'' 

tuant  dans  Téquation  précédente, 
t  t  .    2fe~3    /•     df 

fait  dépendre  l'intégrale  cherchée  d'une  autre 
î  même  nature,  dans  laquelle  l'exposant  k  du 
jr  est  diûiinué  d'une  unité.  En  continuant  de 
aanière  on  trouve  pour  l'expression  de  l'inlé- 
il  s'agit 


t 

.1)*'! 


k^l 


k^l  /c-f 


1        «~2  l^+i  ■  "     2.        2.(f«+i)' 
ik=î'^"ï=rî*fe-2"^fc— 1    /c-2     fc-3  "^^ 
3.5,7 

2  ((*+!)» 


-l'-î     '' 


■/c— 1  fc— 2 


fe— 3     /c— 4 
7  5    3 


'^— 2    _2  _2  2  J  .  (^«+i)* 


5     ^     7 
ï7=:2*/f-3' 


3    1 

2/2 

•2*1 


arc.  tang.  t. 
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Si  l'on  remplace  dans  cette  expression  t  par  sa  valeur 
— g—,  et  SI  Ion  multiplie  par  ^j^i^  ,  on  aura  donc  (w 
ajoutant  une  constante  arbitraire)   l'expression  de  Tinté- 

grale  de  la  seconde  partie  rr —  ^*  \  />«-.t  d«  la  diffë- 

rentielle  proposée. 

On  pourra  toujours  j  au  moyen  des  notions  qui  yien« 
nent  d'être  présentées,  effectuer  l'intégration  d'une  fonc- 
tion différentielle  quelconque  rationnelle. 


XXY.     UfT^CBATIOIl     DBS    FONCTIONS     DIFF^RElfTIBLLBS     AFFEGTÉBS 
d'un  radical  du   SECOND  DEGRi.    DItoErENTIELLES   BINÔMES. 

274.  Lorsque  les  fonctions  différentielles  algébriques  sont 
irrationnelles,  on  q'est  point  assuré  en  général  d'eq  pou- 
voir effectuer  Tintégration  sous  forme  finie.  Les  procédés 
que  l'on  peut  employer  pour  y  parvenir  consistent  princi- 
palement à  substituer  à  la  variable  x  par  rapport  à  laquelle 
la  différentielle  proposée  est  prise,  une  nouvelle  variable  t, 
en  établissant,  d'ailleurs,  entre  ces  deux  variables  une 
relation  telle,  que  l'irrationalité  de  la  fonction  propo- 
sée disparaisse  par  la  substitution  de  la  valeur  de  do?  en  I 
et  di. 

275.  Le  cas  le  plus  étendu  dans  lequel  le  succès  de  ces 
procédés  soit  assuré  est  celui  oti  l'irrationalité  de  la  fonc- 
tion proposée  tient  seulement  à  la  présence  d'un  radical  du 
second  degré,  tel  que  ^a+bx  +  cx^y  ou  sja  +  bx — cx^j 
aei  b  désignant  des  quantités  constantes  quelconques,  et  c 
une  quantité  constante  positive.  On  peut  toujours  alors 
rendre  cette  fonction  rationnelle,  et  par  conséquent  en 
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é|pN|tioii   au  moyen  das  prooAdés  qui  ont  été 
is  l'article  précédent. 

r  lieu ,   lorsque  le  signe  du  terme  cx^  est  -j- , 
eia   désigpAant  pav  I  une  nouTelle  variable^ 


coc" 


~=.t — sfc.x^      ou      a  +  6a;=f*  — Sv'^.te; 


♦nt  la  çub^titutkm  VPndfft  évidemment  l»  fonction 
i^ationpeUe. 

n  second  lieu,  lorsque  le  signe  du  terme  co?'  est 
>nction  proposée  deviendra  égalemeQt  ratioandie 
ose 


T^.     ej     *.=.-^ p:^ 


.«»-h/«J.     et     *c=F^H2=^î;=^^J^.  !i 


Ir 


j  comme  c^t^  trapsfpw^tiQa ,  4^n^  le  e^  OÙ  bl 

té  a  serait  négative,  introduirait  des  termes  iq^D-  ^^ 

dans  la  différentielle  j»'oposée,  on  peut  alors  pro-  jj 

de  la  manière  suivante,  j^emarquons  que  Ton  est  ici  jj. 

opérer  sur  des  quantités  réelles,  et  par  conséquent 
les  wlewi  de  x  telle»  que  le  radieal  sj  a-^-bco—éx'^ 

réel.   Donc  le  trinôme  a  +  fea?  — ex'   a  des  valeurs 

tives;  d'où  il  suit  que  Péquatiea  a;«— -x— ^=0 
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a  ses  deux  racines  réelles.  Représentons  par  p  et  p^,  ces 
racines.  Nous  poserons 

si  a + bx—cx^  =  ^c(a?— p)(pi— a?) = ^x—p)t ,  ou  Pi— x=:(a5 — p)t^; 
d'où  Ton  déduit 

Ces  valeurs  rendront  rationnelle  la  différentielle  proposée 
sans  y  introduire  des  quantités  imaginaires. 

277.  L'irrationalité  d'une  fonction  difTérentielle  -peut 
également  disparaître  lorsqu'elle  résulte  de  la  présence  de 

deux  radicaux  différents  du  premier  degré  ^  tels  que  >j  a-\-Xf 

s/b  +  Xj  en  écrivant 


V^6  +  a?  =  r,      d'où      a;  =  f*  — 6,       dx  =  ^t.dt. 

Cette  transformation  fait  disparaître  le  second  radical  en 

donnant  au  premier  la  forme  ^  a — 6-|--^S  ce  qui  ramène 
la  fonction  proposée  au  cas  du  n"*  275. 

278.  Nous  indiquerons  les  applications  les  plus  simples 
des  procédés  qui  viennent  d'être  exposés. 
Soit 

dx 


dy= 


^a  +  bx-^-  ex* 


la  transformation  du  n**  275  changera  cette  di£férentiellQ 

en 

.           2dt 
dy  =  — — , 

2s^.t^b 
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sjc 
ant  t  par  sa  valeur  en  Xy 

ient  au  même, 

^    yfc        \2V^  / 

ujours  la  constante  arbitraire  introduite  par  Tin- 


dx 
dy=-        ^ 


^a  +  bx—cx^ 


»loie  la  première  transformation  du  n*  276,  cette 
e  se  changera  en 


2dt  .  2      i/c 

c 
graleest 

t/  =  C p.arc.  tang.  -=, 

tant  pour  t  sa  valeur  en  x 


dt  {I 


—  29g  — 

Si  maintenant  Ton  emploie  la  seconde  transfonnation  du 
même  numéro  ^  la  différeptiçllç  proposée  se  changera  en 

,  2      dt 


dont  rintégrale  est 

2 
y=C p.arctang.^; 

se 
et  en  remplaçant  i  par  sa  valeur 


2 


y=C— -^.arctang.l/piZl^, 

fc  y  oî-p 

ou  (  puisque  p  et  p,  sont  respectivement  les  racines  de  Pé<{u«- 

h        a 

tion  x' X =  0) 

c         c 


SIC  ▼    2cx— 6H-V^4a^+6* 


Ces  deux  expressions  de  Tintégrale  demandée  y^  peuvent 
être  employées  et  ne  diffèi^pt  l'upe  (]^  l'autre  quQ  par  la  va- 
leur de  là  Gonifttante  arbitraire. 

280.  Dans  le  cas  particulier  où  la  différentielle  propoisée 
serait 

on  aurait  a=l,  6  =  0^  c  =  l.  La  formule  du  n*"  278  don- 
nerait 
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»s  où  cette  différentielle  ierfût 
dx 

aurait  y=C4-arc  sîn.  x.  En  effet,  la  pre- 
u  n®  279  donnç 


14.1/1— .«« 
=  C— 2 arc tanç.    ^^^    ^  • 

=ç  :  cette  expression  deviendra 

i 
..Li;^??iî  =  C-2arct*ng. ^:-  =  C  +  ?. 

seconde  formule  du  n»  279  donne 
y  =  C-2arctang.  yj-;;^^. 


î/  =  C-arctanp. -^î-l^^: 


uons,  d'ailleurs,  que  Yon  pPUmit  (Jéduife 
fonction  différentielle 

élx 


ï-^* 


fj 
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de  la  formule  du  n«  278  en  y  faisant  a=i,  h  =.0 ,  c=  —  1 . 
On  trouverait  ainsi  l'expression  imaginaire 

y  =  c  + -p= . /(xvPn: -f  vT=:^«). 

Pour  que  cette  expression  s'accorde  avec  l'expression  réelle 
y  =  C  +  arc  sin.  x,  il  est  visible  que  Ton  doit  attribuer  dans 
Tune  et  l'autre  la  même  valeur  à  la  constante  arbitraire^ 
puisqu'elles  donnent  également  y  =.  G  quand  on  y  fait  x=0. 
Donc 

arc.sin.a?=  -— =./(jîv^^^+a:v^l— «*)  , 

ou 

ç  V^— i  =  f(cos.9  +  v^--isin.(p)^ 

équation  qui  s'accorde  avec  ce  qu'on  a  vu  dans  l'article  XIT. 
283.  Nous  remarquerons  encore  que  pour  effectuer  l'in- 
tégration de  la  différentielle 

,  dx 

^a  +  bx — ex* 

il  peut  paraître  plus  simple  de  ne  pas  employer  l'une  ou 
l'autre  des  transformations  dont  on  a  fait  usage  n»  279  et  de 

ramener  immédiatement  cette  différentielle  à  la  forme-- . 

On  aura  de  cette  manière 

.  dx 

dy  = 


^c^f^^* 


i 

L 
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dx 


<fi\/f 

dx 

± 

>l\ 


ûcV 


est 


1  ^    2^ 

=  C  +  -parc-sin.  ■     . 


1  _^       2tic— 6 

=  C+-7=arcsin.  ■ 


xpression  ne  diffère  encore  de  celles  qui  ont 
279  que  par  la  valeur  de  la  constante  arbi- 

amener  de  la  même  manière  la  différentielle 
dx 


^a-^-bx^  cx^ 

^^      ,  dont  l'intégrale  a  été  donnée  n*  280; 

ndrait  pas  ainsi  une  expression  plus  simple 
du  n*  278. 


•h. 

il?- 


-  3«- 

DilfirmHêUei  hmAtnei. 
284.  Cette  expression  désigne  les  différentieUes  de  la  forme 

a  et  b  désignant  des  constantes^  m  et  n  des  nombres  quelcon- 
ques^ entîersou fractionnaires^p  et  q  desnombres  entiers.  Nous 
remarquerons  en  premier  lieu  que  la  généralité  de  cette  fono* 
tion  n'est  pas  diminuée  lorsque  m  et  n  sont  supposés  entiers , 
et  même  lorsque  n  est  supposé  positif»  En  effets  on  passera  du 
cas  général  à  celui«Oi  par  des  transformations  très-faciles.  Gela 
posé^  nous  devons  chercher  en  premier  lieu  les  cas  ob  la 
différentielle  précédente  peut  être  rendue  rationnelle. 
1»  Si  Ton  pose 

d'où 

la  différentielle  proposée  se  changera  en 

Elte  deviendra  donc  rationnelle  si  ^  est  un  nottibre  entier. 

ti 

2*  Si  Ton  pose 


r 
e  proposée  fié  ehafigéi^a  eii 


*a  donc  rationnelle  s\  --4--  eêi  \xn  tionlbl« 
«      g 

is  sont  les  seuls  pour  lesquels  on  soit  assuré  de 
irentiella  binôme  rationnelle. 
)ourrons^  d'après  ce  qui  précède^  intégrer  toute 
le  la  forme 

p  t  1 

;a4-to~)«,   (a+ôx*)*,  (a+^x»)**,  etc.]a?^*.rfa?, 

Sf  tf  Uf  ete.^  désignant  des  nombres  entiers,  et 
•n  rationtielto  des  quantités  cx)ntenues  dans  la 
n  effets  la  fonction  proposée  deviendra  ration^ 
)se 

i  également  toute  différentielle  de  la  fofttie 

:+to«V  {à±È^y  (^±È^Y  et.la^-i  dx- 
elle  devettftiit  rationûdle  lorsqu^oA  pos6 
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a'  +  b'jf'     ^      • 
286.  Lorsque  la  difiëreatieUe  binôme 

(p  désignant  un  nombre  fractionnaire)  ne  peut  pas  être  ren- 
due rationnelle  9  on  cherche  à  la  réduire  à  une  forme  plus 
simple  en  diminuant  les  exposants  m  ou  p.  Ces  réductions 
s'opèrent  au  moyen  de  VirUéçraHan  par  parties,  dont  le  prin- 
cipe a  été  indiqué  n«  260. 

i*  m  étant  supposé  positif^  on  diminuera  cet  exposant 
comme  il  suit.  On  a 

y  =  /  x'^'^ia  +  6a?")'.  a?*-*  dx 
ou 

^      a:~-«(a+6x»)H-*        m—n    ,  .     ^  ^  ,,    .  .  ^,^, 
'  n(p+l)6  nCp+lJô-'  ^  ^      ^ 

Mms 

/  (te .  a^-^Ka  +  6a:?»)^*  =  /  af^'^^{a  -f  6a?")'  (a  +  6a?»)rfa? 
=zaSdx,  aj«*-»-*(a  +6aJ")'+6y  : 
donc 

^       w(p+l)6  n(p+l)^     ii(p+i)6J^-'''^^^+^^^' 

OU  enfin 

_  g*'-*^(a  +  6a;")'+*  —  (wt — n)a  /  da?.a?"*-^'-Va+6a?")' 

On  a  fait  dépendre  Tintégrale  demandée  d'une  autre  intégrale 
de  même  forme  ^  dans  laquelle  l'exposant  m — i  est  diminué 
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En  continuant  à  appliquer  la  même  formule 
3et  exposant  du  plus  grand  multiple  de  n  qui 

supposé  positif,  on  diminuera  paiement  cet 
manière  suivante  : 

•-*  (a  +  baf^y^^a  +  baH^) 

e  du  numéro  précédent  donnera^  en  changeant 
îtp  en  p — 4, 

.ant  cette  valeur  dans  Féquation  précédente  il 


af^a  H-  bx^y  4-  npa  fdx.af^^  (a  +  6a?**y-* 
m-hnp 

cette  formule  9  Fexposant  p  peut^  dans  la  diffé- 
osée,  être  diminué  du  plus  grand  nombre  en- 
contenu. 

3sant  m  était  négatif ,  on  emploierait  la  formule 
a,  d'après  ce  qui  précède, 

^^     ùf'^a+bjc^yp+^-^m'^np)bSdx.af^^{a-\-bx'')P 
'^'"^- '      {ni-n)a  ' 

iUt  -^m+n  au  lieu  de  m,  on  a 

~  '^  ma  "        * 

20 
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A""  Si  l'exposant  p  était  négatif ,  on  remarquerait  que, 
d'après  ce  qui  précède, 

puis  en  mettant  — p  + 1  au  lieu  de  p,  il  vient 

J  dx.^Ha+la-r'^ n(p-l)a ' 

Les  formules  précédentes  ne  pourraient  pas  être  exûr 
ployées  si  Ton  avait  m+np=0,  ou  m — n=:0.  Mais  dans 
ces  deux  cas  la  différentielle  binôme  peut  être  rendue  ra^ 
tionnelle,  conformément  à  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n^"  284. 
Remarquons,  d'ailleurs,  que  dans  les  cas  mêmes  où  cette 
différentielle  est  rationnelle,  ott  peut  être  rendue  ration- 
nelle, l'usage  des  formules  de  réduction  dont  il  s'agit  est 
généralement  le  moyen  le  plus  simple  d'obtenir  l'intégrale 
demandée.  On  a  vu  un  exemple  de  cette  manière  dans  le 
n*»  Î73. 

987.  Prenons  encore  pour  exemple  la  diCMrentielle 

yax — a?* 

Nous  emploierons  la  première  formule  du  numéro  pré- 
cédent dans  laquelle  on  fera  fn=:^r+i,  n=i,  p= — J, 
i  s=  —  4 ,  et  l'on  trouvera  ainsi 

En  continuant  à  appliquer  la  même  formule ,  on  parviendra 
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idemment  à  la  dififérentielle 

dx 

>jax — a^ 

i  maÏT^  dans  les  cas  traités  dans  les  numéros  279  et  sui- 
its,  et  dont  rintégrale,  qui  s'obtient  immédiatement  d'après 
qu^on  a  TU  n*  283^  est 

2j? — a 

G  +  arcsin. .  ^ 

a 

VI.  nrr^GRATlOlf  des  fonctions  PiyPliRKWTlKLtKS  LOGARITHHIQtJBS^ 
BXK)NEMtIELLBS  ET  CIRCULAIRES. 

^.  Les  intégrales  des  fonctions  dififérentielles  de  cette  i 

re  ne  s'obtiennent  sous  forme  finie  que  dans  quelques 
sarticuliers. 

L  voit  en  premier  lieu^  conformément  à  l'une  des  re- 
fues  qui  ont  été  faites  dans  le  n""  262  >  que  si  Finté- 
de  la  fonction  différentielle  dx.f{x)  est  connue^  on  ^  }: 

titra  oralement  les  intégrales  des  fonctions  différen- 

:a:),  dx.C.fi^*)^  cte.C0B.a?./(sin.aî),  <te.sin.ar/'(cos.ar), 
/(arc.  tangua?),  -j^^^'f^^^^ s\n,x),  -7=  •  Aarc*  QOi.x). 

reconnaît  également  que  le  signe  f  désignant  une  ;: 

a    algébrique  des  quantités  affectées  par  ce  signe,  il' 

rra  rendre  algébriques  les  fonctions  différentielles  \ 

Fi 

rfiT .  f{^)  »        dx.f{!An.x ,  cos.a?),  ^, 


i- 

-^ 
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en  posant  e*=(  pour  la  première,  et  s\n.x=t  ou  cos.a7=l 
pour  la  seconde.  Par  conséquent,  ces  fonctions  pourront 
être  intégrées  lorsque  la  fonction  f  sera  rationnelle ,  ou 
pourra  être  rendue  rationnelle. 

n  en  sera  de  même  si  l'on  a  sous  le  signe  de  fonction  f 
les  quantités  sin. Sa;,  sin.So?,  sin.4ar,  etc.,  ou  co8.2je, 
COS.  3a;,  cos.4ir,  etc.,  parce  que  les  sinus  ou  cosinus  des 
arcs  multiples  peuvent  être  exprimés  rationnellement  au 
moyen  des  puissances  du  sinus  ou  du  cosinus  de  l'arc 
simple  par  des  formules  qui  se  déduisent  immédiatement 
du  théorème  de  Moivre.  (V.  n"*  117  et  suivants.) 

3B9.  On  voit  aussi  que  les  fonctions  difiérentielles  trans- 
cendantes peuvent  quelquefois  être  intégrées  lorsqu'elles 
sont  de  la  forme 

P  désignant  une  fonction  algébrique ,  z  une  fonction  trans- 
cendante dont  le  coefiicient  différentiel  du  premier  ordre 
est  algébrique,  et  n  un  nombre  entier  positif.  Tel  serait 
le  cas  où  Ton  aurait  z  =  l.f{x),  z  =  arc  tang. /'(a?) ,  en 
désignant  par  f{x)  une  fonction  algébrique  de  z. 

En  effet,  en  intégrant  par  parties  la  différentielle  propo- 
sée, il  viendra,  en  posant  Q=/dj:.P, 


dz 
puis  en  posant  R=fdx.Q—,  on  aura  également 


—  309  — 
dz 


osant  S=/da?.R^, 


de  suite.  Cette  opération  fournira,  quelque  soit  n, 
citions  d'intégrales,  et  dans  le  cas  de  n  entier  po- 
donnera  Fintégrale  demandée  si  Ton  peut  trouver 
ion  finie  des  quantités  désignées  par  Q,  R,  S,  etc. 
Qn  exemple  simple  de  l'opération  dont  il  s'agit, 
^^ation  de  la  différentielle 

ne,  n  étant  un  nombre  entier  positif, 

encore 

dra 

af'n^n\'i        «     .  n(n-i)  ^w(n-i) 8.2.i-| 

l_^(to)  [^1-  ^  +  -^1(^51       ^        ^i(i^       J- 

L'intégration  par  parties  donne  de  la  même  ma- 
rintégrale  de  la  différentielle 
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On  a  en  eflTet 


et  en  appliquant  la  même  transformation  à  l'intégrale  du 
second  membre^  il  viendra 

On  trouvera  par  le  même  procédé 

/  rfa;.a7»»sin.  tfa7  =  C— —  j  cos.aj:ri  — ^?f^^  +  etc.! 

^2.  L'intégration  par  parties  donnant 

J  a  a 

/^      ^  '    u       e^sin.bx     b  ., 
dxw^sm.bx= Sdx.e^cos.bx^ 

on  tire  de  ces  deux  équations 

/J      -,       t       ^  ,  acoB,bx-^b6in,bx 
a* +  6* 


Ja.. 


e"sm.6x  =  C  + -^^-^ c". 
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sance  de  ces  deux  intégrales  mettrait  à  même 
leur  tour  les  différentielles  daF.xV'cos.  6^  et 
hao  y  par  le  procédé  dont  on  a  fait  usage  dans  le 
édent. 

^ue  les  différentielles  contenant  des  fonctionsf 
es  ne  peuvent  être  intégrées  sous  forme  finie  ^ 
lu  moins  à  les  faire  dépendre  de  fonctions  plus 
.*nii  les  formules  de  réduction  employées  à  cet 
distinguions  celles  qui  conviepuept  à  la  diffé- 

dy  =  dx.aiïL^x .  cos.*a7 , 

trésentont  des  nombres  quelconques  positifs  ou 

rfflnarquer  d'abcH^  que  cette  différentielle  se 
vilement  aux  différ^tielles  binômes,  dont  on 
é  dans  les  numéros  284  et  suivants.  En  effst 


rfy  =  rfa?.sin.'»a?(l  — sin.«a;)« 

éU 
osant  sm.xs=ty  d'oti  A»=2-p=r. 

qui  deviendrait  rationnelle  si  n  était  impair.  On 
ionc  emptoyer  les  formules  de  réduction  du  n"  286, 
onvient  niieux  d'opérer  directement  sur  la  différen- 


l'exposant  m  est  positif^  on  diminuera  cet  exposant 


i 
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sans  augmenter  n,  en  observant  que 

y  =  /sin.«-*  X .  cos."a? .  sin.  xdx. 
Donc 

ou 

équation  d'où  Ton  tire 

2"*  Si  l'exposant  n  est  positif,  on  diminuera  cet  expo- 
sant sans  augmenter  m,  en  employant  la  formule  suivante 
que  Ton  obtient  d'une  manière  semblable^ 

dx.8m,-^x.cos.-x= jj^-j3^j H-j^/rf^.sin.-aj.cos.-«a;. 

3*  Si  l'exposant  m  était  négatif,  on  remarquerait  que  Fon 
tire  de  la  première  équation  qui  vient  d'être  obtenue 

et  en  changeant  m  en  — m  +  2, 

J       sim-^aî         (m— l)sin.«^»a?^     m— 1    J  ^  sin,**-«i'       ' 
4*"  Enfin,  si  l'exposant  n  était  négatif,  on  remarquerfut 
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'.  que  la  seconde  des  équations  qui  viennent  d'être 
donne 


^^««-«  sln.«+*aî.cos. *-ia;  .  m+n..     .    ^ 

n— 1  n— 1 


ngeant  n  en  — n  +  2, 

in.**  j?  __       siD."*+^a? 
;os.*»a?      (n — 1)  COS.  *-*  a; 


.  n-— m— 2  r  ,     sin.«a? 
n — 1    J       COS.*  'a; 


*arnii  les  cas  particuliers  compris  dans  les  formules 
tes  y  CD  peut  distinguer  les  suivants  : 


sin.**~*a7.cos.a?  .  m — 1 ,  .      ,    .^, 

.  sin."»a;= -; +  — -— /rf».sin.'*-«x 

tn  m 

sin.a:.cos.*^*a:  ,  n— -1  ,  .     _   ^, 

r.cos.'*.x  = +  — --/(te.cos.'^-'a; 

n  n 

—2  r     dx 


sin."*-*a? 


r.*»aJ  ""      (m— l)sin."»-^a;     m—ij  i 

jto sin.a?  n--2  /*     </a? 

^7«5  "^  (n-^i)cos."-*a?     n— Ij  cos.*-*x 

.Ë5!::£=  rrf:c.taDg.-a;=î55?V^--/(te.tang.-«x 
'  cos.**a?     J  w— 1 

cos."£^  r£te.cot-a;==-55tLl^_/rfa;.cot'^»ir. 
'sin.*a7     J  n—i 

D'après  les  réductions  indiquées  dans  le  n**  293 ^  on 

jours  dépendre  l'intégration  des  différentielles  de  la  < 
ia;.sin.*aî.cos."a?  de  l'intégration  d'autres  différen- 

ie  la  môme  forme,  mais  dans  lesquelles  les  expo-  l 

i  et  n  ne  dépasseront  pas  1  et  — 1.  Et  lorsque  les  T 

its  m  et  n  seront  des  nombres  entiers  quelconques  i 

ou  négatifs,  l'intégration  de  la  différentielle  pro-       ^  | 
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posée  se  trouvera  dépendre  définitivement  de  Tintégration 
de  Tune  des  neuf  différentielles  dont  nous  donnons  oi- 
dessous  les  intégrales^  savoir  : 

I  dx=C-hx,  /  (ùî.sin.a;.cos.ir=C4-sSin.*aî, 

/-; =C+l.tBHïg.x,    /  rfx.sm.j?=C— COS.X, 
sin.a?.cos.a;  J 

//•        G0S«J7 

Ainsi,  dans  le  cas  où  m  et  n  sont  des  nombres  entiers ^  on 
obtiendra  toujours  sous  forme  finie  l'intégrale  de  la  différen- 
tielle dont  il  s'agit. 

Nous  remarquerpns  enfin  que  l'on  pourrait  également  in- 
tégrer les  fonctions  différentielles  de  cette  espèce  en  rem- 
plaçant sin.**a;  et  cos.*'^;  par  leurs  expressions  en  fonc- 
tions linéaires  des  sinus  et  cosinus  de  Tare  a;  et  de  ses 
multiples  qui  ont  été  données  dans  les  numéros  |36  et  sui- 
vants^ expressions  composées  d'un  nombre  déterminé  de 
termes  lorsque  m  et  n  sont  des  nombres  entiers  positifs, 

296.  D'après  la  forme  que  ce  dernier  procédé  donne  à  la 
différentielle 

i(x.8ln.^a7.cû6.**a; 

lorsque  m  et  n  sont  entiers  positifs  ^  il  est  évident  qu'en 
opérant  comme  on  Ta  fait  dans  les  numéros  ^1  et  292 1  on 
inté^er^  dans  le  même  cas  la  différentielle 

<l!r  .tf' .  Bin.*>« .  coB.  ^o? , 
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un    nombre  entier  positif^  ou  plus  géoérale- 
ielle 

da? .  Psin.«*a;  .O06."âp , 

me  fonction  rationnelle  et  entier»  de  «. 
niielles  de  la  forme 

P(arc  sîn.oî)**       ou       dx .  P(arc  cos.iD)* 

aux  précédentes  en  posant 

X  =  sin.i       ou       x^  OOS.I. 

XXVII.    INTÉGRATION   PAR  SÉRIES. 

fonction  quelconque  pouvant  en  général  être 

en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 

la  variable^  on  peut  obtenir  sous  la  même 

>ression  de  Tintégrale  d'une  différentipUe  quel- 

insi,  comme  Ton  a  en  généra,  d'après  le  n*  81, 


int  la  constante  arbitraire  qui  doit  être  ajoutée 
mer  à  l'intégrale  la  généralité  nécessaire.  Cette 
n  en  série  de  l'intégrale  fix.f(x)  peut  être  employée 
i  fois  que  la  série  est  convergente, 
remarqucfoqs  de  plus  que  ei  la  série  qui  doaqe  le 
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développement  de  f[x)  est  convergente  pour  toutes  les  valeurs 

de  la  variable  comprises  entre  0  et  une  certaine  limite  x,  la 

série  qui  donne  le  développement  de  idx.f[x)  le  sera  à  plus 

forte  raison.  En  effet,  la  série  /"(Oj  +  n^l'^P+etc.  ne  peut 

converger  vers  f(x)  qu'autant  que  le  terme  complémentaire 

M^x] 
-— -^ — - —  arf*  (  yoyez  n«  86)  devient  plus  petit  que  toute 

^,0** \i. 

grandeur  donnée,  pour  les  valeurs  de  la  variable  dans  Fin- 
tervalle  indiqué  y  lorsqu'on  augmente  indéfiniment  le  nombre 
ji.  Or  c'est  l'intégrale ,  prise  à  partir  de  ar=0 ,  de  cette  quan- 
tité multipliée  par  dx^  qui  fournit  le  terme  complémentaire 
du  développement  de  Sdx.f(x).  Celui-ci  est  Clone  la  somme 
des  valeurs  que  prend  le  produit 


lorsque  x  passe  de  0  à  sa  valeur  extrême  par  une  suite  d'ac- 
croissements infiniment  petits  et  égaux  dx  ;  il  est  ainsi  égal  au 
produit  de  l'intervalle  total  que  x  parcourt  par  la  valeur 

moyenne  de  ^-^-j — - —  x^,  et  il  tend  vers  zéro  comme  cette 

2.0.4 {A 

valeur  elle-même  lorsque  p.  augmente  à  l'infini. 

298.  Lorsque  la  fonction /"(rr). se  trouve  dans  les  cas  d'ex- 
ception qui  ont  été  remarqués  numéros  88  et  suivants, 
c'est-à-dire  lorsque  le  développement  de  cette  fonction  con- 
tient des  puissances  fractionnaires  ou  négatives  de  x,  on 
peut  également  employer  ce  développement  pour  obtenir 
l'expression  de  l'intégrale  j'dar. /{a;)  en  série,  expression  qui 
pourra  servir  au  calcul  nunxérique  de  cette  intégrale  si  la 
série  est  convergente. 

299.  L'intégration  par  série  est  quelquefois  le  procédé 
le  plus  simple  que  l'on  puisse  employer  pour  obtenir  le 
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piment  d'une 'fonction  suivant  les  puissances  en- 
;<3^iidantes  ou  descendantes  de  la  variable, 
y     par  exemple^ 


stdnte  arbitraire  G  doit  être  déterminée  de  manière 
galité  des  deux  membres  subsiste  pour  une  valeur 
ique  de  x.  Or,  en  faisant  j?  =  0,  le  premier  membre 
jît  à  zéro ,  et  la  série  du  second  membre  disparaît. 
::  ==0;  d'où  l'on  conclut 

a;'      a^      07*      a;' 
/(l+ar)=a:-  2-H--3~-j  +  y-etc. 

i  on  Ta  vu  n°  102. 
On  a  de  la  même  manière 

arc  tang.a;  =  -^^^  =cte(i— a;«+ a^^afi^x'^^  etc.) , 

^nséquent 

/dx       -,  a^     ûs^     x"^     oc^ 

ime  la  constante  est  nulle,  il  vient 

sc^     a^     x'^     ûc^ 
arc  tang.a?=aî— g-  +  5-— y  +  y —etc., 

le  on  Ta  vu  dans  le  nM15.  Remarquons ^  d'ailleurs. 
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que  cette  série  n'est  convergente  qu'autant  que  x  ne  sur- 
passe pas  Tunité.  On  pent  en  obtenir  une  autre  qui  soit 
au  contraire  convergente  lorsque  x  surpasse  l'unité  en  écri- 
vant 

♦ 

d.arctang.^=-,-^  =  ^(i--,^ 

d'où  l'on  déduit 

arctang.a.=C.-i+^-.^  +  ^-5|5  +  etc. 

et  comme  a?  =  -  réduit  cette  équation  à  -  =  C ,  oh  trouve 
définitivement 

Cette   série  ne  convient  qu'autant  que  x   est   comprise 

i 
entre  1  «*  jj« 

301.  L'équation 

^       j  /j  .  1  s .  1-3^  ,  i.3.5  -  .  i.3.5.7   .  \ 

donne  de  la  même  manière^  en  observant  que  la  valeur  de 

la  constante  est  zéro  ^ 

«««  oi«  «.     ^_i.  ^  ^  ^  *-3  ^  .  ^-3.5  x^  ^  1.3.5.7  sS^  .    , 
arc  sin.a;==«+ 2  3- +  2;^  "5  +  â^j^ë  y  +  2:^:8  9- +  ®*^' 

et  en  faisant  â;  =  l  on  trouve  cette  expression  du  nom- 
bre 1C; 
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_    *  _x_l  ^    ,  i-^i  ,  ^*3*6^  ,  i»8.5.7i 
-^^"*"2   3"^  2.4  6"*"  2./i,6  7  "^  2./u6.8  9  "*"  ^^' 

)ti  peut  d'ailleurs  obtenir  le  développement  en  série 

itégrale  demandée  /rfa? .  f(x) ,  non>seulement  en  dé- 

it  la  fonction  f[x)  suivant  les  puissances  de  ^,  ce 

ionne  à  intégrer  que  des  termes  de  la  .forme  ax^dx, 

décomposant  la  fonction  f[x)  en  deux  factem's^  ou 

tnt  soud  la  forme  9(27) .  ^x)y  puis  développant  un  seul 

facteurs ,  par  exemple  ^(x).  Les  termes  du  dévelop- 

qui  doivent  être  intégrés  sont  alors  de  la  forme 

c.dx,   et  il. est  nécessaire  que  l'intégration  puisse 

effectuée  par  les  méthodes  connues. 

par  exemple  la  différentielle 

dx 
dy  =  - 


Weloppant  le  facteur  (1  —  6x)""i  il  viendra 

me  terme  de  la  série  donne  à  intégrer  une  différen- 
te de  la  forme  -    ^   ^     .  ce  qu'on  peut  faire  d'après 

^ax  —  a^ 
qui  a  été  dit  dans  le  n»  287. 

XXVni.    IHTKGRALBS  DÉWNIBS. 

303.  Retenons  aux  notions  présentées  dans  les  nuraé- 
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ros  255  et  suivants.  Soit  en  général 

f{x).dx 

une  fonction  différentielle  quelconque  de  la  variable  x,  et 
désignons  par 

F(a:) 

l'intégrale  de  cette  fonction  différentielle^  ou  la  fonction  qui 
étant  différentiée,  aura  f{x)  .dx  pour  différentielle.  Cela  re- 
vient à  poser 

d.¥{x)z=:f{x).dx, 

ou  plus  généralement 

d[C  +  ¥(x)]=nx).dx, 

C  désignant  une  quantité  constante  entièrement' arbitraire* 
Et  la  fonction  ¥[x)  pourra  être  déduite  de  la  fonction  diffé- 
rentielle f{x),dXf  quand  celle-ci  sera  donnée ,  au  moyen 
des  méthodes  qui  ont  été  exposées  dans  les  articles  précé- 
dents. Gela  posé^  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  les  numé- 
ros 255  et  suivants^  une  fonction  quelconque  peut  toujours 
être  regardée  comme  étant  la  somme  d'un  nombre  infini 
de  valeurs  de  sa  différentielle.  Ainsi,  l'expression 

C  +  F(jt) 

représente  en  général  la  somme  d'un  nombre  infini  de  va,^ 
leurs  de  la  différentielle  f{x) .  dx.  Tant  que  la  constante  G 
demeure  indéterminée^  la  valeur  de  â;  à  partir  de  laquelle 
on  a  commencé  à  sommer  les  différentielles  est  également 
indéterminée;  et  quant  à  la  valeur  de  xk  laquelle  la  somme 
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rAÎnc  y   c'est  la  valeur  méine  de  cette  variable  qui  se 

sous  le  signe  de  la  fonction  F. 
fcstrquons  maintenant  qu'un  grand  nombre  de  ques- 
rxiportantes  exigent  la  recherche  de  la  somme  d'un 
*^  infini  de  valeurs  d'une  différentielle  proposée  ^  cette 
s    étant  prise  depuis  une  certaine  valeur  x^  de  x,  k 

<le  laquelle  les  différentielles  successives  sont  suppo- 
'ajouter  les  unes  aux  autres,  jusqu'à  une  autre  va- 
cTco    de  cette  même  variable^  au  delà  de  laquelle  on 

d'ajouter  les  difféi'entielles.  Cette  somme  s'exprime 
iquement  d'une  manière  générale  comme  il  suit^ 


/: 


'dx.f(x). 


dLQBnt  au-dessous  du  signe  /  la  valeur  de  la  variable  à 

de  laquelle  les  différentielles  commencent  à  être  ajou- 

et  au-dessus  de  ce  signe  la  valeur  de  la  variable  à  la- 

^    cesse  cette  addition.  L'expression  dont  il  s'agit  est  ee 

nomme  une  intégrale  définie^  en  entendant  par  là 

'intégrale^  ou  la  somme  des  différentielles ^  est  prise 

des  limites  déterminées;  x^  est  la  limite  inférieure, 

la  lifnite  supérieure  de  l'intégrale.  Les  intégrales  défi- 

►onstîtuent  d'ailleurs,  comme  on  le  verra  dans  la  suite, 

3uveau  genre  de  fonctions  dont  Tusage  est  fort  étendu 

l'analyse. 

r  opposition  aux  intégrales  définies,  les  géomètres  don- 
souvent  le  nom  d'intégrale  indéfinie  à  l'exïw^ssion 

C-fF(aî) 

la  recherche  a  été  l'objet  des  articles  précédents ,  qui 
ait  simplement  de  la  manière  la  plus  générale  à  la 
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condition  d'avoir  f[x)  ,dx  pour  différentielle^  et  qui  jrepré- 
sente  la  somme  des  valeurs  de  cette  différentielle  prise  de- 
puis une  valeur  indéterminée  de  ùo  jusA[]u'à  la  valeur  quel- 
conque que  l'on  voudra  attribuer  à  cette  variable  dans  le 
terme  Y(x).  Or,  la  connaissance  de  l'intégrale  indéfinie  d'une 
différentielle  proposée  donne  en  général  inunédifttement  celle 
d'une  intégrale  définie  relative  à  cette  même  différentielle 
prise  entre  des  limites  quelconques.  En  effets  si  Ton  fait 
x=.àc^  dans  l'expression  G  +  F(fl7),  on  aura 

pour  exprimer  la  somme  des  valeurs  de  la  difféi*entielle 
f[x) .  dx  prises  depuis  une  certaine  valeur  indéterminée 
de  X  jusqu'à  la  valeur  x^^  ;  et  si  l'on  &it  x=^x^  dans  la 
môme  expression,  sans  changer  la  constante  G,  on  aura 

pour  exprimer  la  somme  des  valeurs  de  cette  différentielle 
prise  depuis  la  même  valeur  indéterminée  de  x  jusqu'à  la 
valeur  ar^^.  Donc,  la  différence  de  ces  deux  expressions, 
c'est-à-dire 

représente  la  somme  des  valeurs  de  la  différentielle  dont  il 
s'agit,  prise  depuis  la  valeur  Xo  de  x  jusqu'à  la  valeur  x^j. 
On  voit  par  ce  qui  précède  que  l'équation 

d.Y{x)z=if{x).dx 

entraîne  généralement  la  suivante 


J  a;, 


:;;^dx.nx)^nx^)--¥{x,); 


f 
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-e  que  Ton  a  la  valeur  d'une  intégrale  définie  en 
ïit  Tune  de  l'autre  les  deux  valeurs  que  prend  Tin- 
iéfinie  lofqu'on  y  donne  à  la  variable  les  valeurs 
dantes  aux  limites  inférieure  et  supérieure  entre 
l'intégrale  définie  doit  être  prise, 
résulte  de  ce  qui  précède  que  Ton"  obtient  tou- 
rnent la  valeur  numérique  tfuûe  intégrale  définie 

\x),  lorsqu'on  peut  obtenir  sous  forme  finie,  ou  } 

nvergente,  la  fonction  F(x),  dont  la  diflëren-  f 

.  f(x).  Cela  n'est  pas  toujours  possible,  et  quand  j;^ 

y  parvenir,  on  est  obligé  de  calculer  la  valeur  l 

ioni  il  s'agit  par  des  méthodes  d'approximation 
xposées  dans  la  suite.  Dans  les  cas  même  où  la 
peut  être  obtenue  sous  forme  finie,  Tusage  des 
ipproximation  est  souvent  préférable  à  la  re-  .'• 

;e  de  cette  fonction. 

)tions  précédentes  deviendront  très-sensibles  si  fi 

,  comme  on  l'a  déjà  fait  dans  le  n*  256,  la  va- 
e  Tabscisse,  et  la  fonction  F{x) ,  ou  plus  gêné-  ;: 

^(x),  comme  l'ordonnée  d'une  courbe..  Une  • 

lelconque  ^ 

d[C  +  F(x)]=:f(x).tLt  j'. 

h 

\  représente  l'accroissement  infiniment  petit  t' 

)rsqu'on  passe  de  l'abscisse  x  à  l'abscisse  î; 

me  de  ces  accroissements  de  l'ordonnée  qui  ?; 

ne  certaine  valeur  0?^  de  x  jusqu'à  une  autre  J:! 

évidemment  égale  à  l'excès  de  l'ordonnée  -'^ 

3rnière  limite  sur  l'ordonnée  répondant  à  la  'ù 

'est-à-dire  à  y^^-y,  ou  F(x^)^F{x,).  f; 


.4.; 
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306.  Remarquons^  d'ailleurs,  que  Féquation  précédente 

fl'^dx.f{x)  =  F{xJ^F{x,), 

dans  laquelle  F(x)  est  telle  que  Ton  a  d.F{x)^dœ.f{x),  ne 
s'applique  pas  aux  cas  où  les  fonctions  f(x)  ou  F(x)  devien- 
draient infinies  pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  les  li- 
mites x^  et  x^^  de  l'intégrale  définie.  En  effet,  lorsqu'on  a  ex- 
posé dans  le  n*  255  des  considérations  d'où  il  résulterait 
qu'une  intégrale  quelconque  représente  toujours  la  somme 
d'un  nombre  infini  de  valeurs  de  la  différentielle ,  on  a  dû 
exclure  les  cas  où  les  fonctions  dont  il  s'agit  prendraient  des 
valeurs  infinies. 
Lorsqu'on   demande   la   valeur  d'une  intégrale  définie 

dx .  f{x) ,  et  qu'il  arrive  que  la  fonction  f(x)  devient  in- 
finie pour  une  certaine  valeur  aâe  x  comprise  entre  les  li- 
mites Xq  et  x^^^  de  Tintégrale,  on  ne  peut  en  général  obtenir 
la  valeur  cherchée  qu'en  partageant  l'intégrale  en  deux  par- 
ties, dont  la  première  finit  et  dont  la  seconde  commence  à  la 
valeur  :t;  =  a,  c'est-à-dire  en  considérant  séparément  les  deux 
intégrales  définies 

Jl^dx.fix)        et       Jl^'dx.fix), 

dont  la  somme  donnera  la  valeur  demandée.  Cette  somme 
aura  une  valeur  infinie  si  les  deux  parties  ont  elles-mêmes  des 
valeurs  infinies  et  de  même  signe,  ou  si  l'une  seulement  des 
deux  parties  est  infinie.  Elle  aura  une  valeur  indéterminée  si 
les  deux  parties  ont  des  valeurs  infinies  de  signes  contraires. 
Enfin  elle  aurait  une  valeur  finie  déterminée  si  les  deux  par- 
ties avaient  des  valeurs  finies. 


/: 
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^me  ,  s'il  se  trouvait  entre  les  limites  x^  et  x^  deux 
^s.  a.  et  «1 ,  pour  lesquelles /lar)  devînt  infinie,  on  devrait 
,^^r  de  cette  manière  Tintégrale  définie  proposée, 

Vét,^pminer  à  part  la  valeur  de  chaque  terme.  Et  ainsi  de 
e  si  le  nombre  des  valeurs  intermédiaires  qui  rendent  f(x) 
ïi\e  était  plus  considérable. 

^^^  ^   jl  résulte  de  ce  qui  précède  qu'il  revient  au  même  de 
3tiifçer  le  signe  dont  une  intégrale  définie  est  aiffectée,  ou 
-renverser  Tordre  des  limites.  Ainsi 

f^^dx.m^--  fZ'  dx.fix). 
J  Xq  j  ^(ù 

On  peut  d'ailleurs  changer  la  variable  x  qui  est  sous  le  signe 

i'\Taé«ration  définie,  pourvu  que  l'on  change  en  même  temps 

limites  de  manière  à  leur  conserver  les  mêmes  valeurs 

absolues.  Si,  par  exemple,  dans  l'expression  précédente ,  on 

t  remplace  x  par  une  nouvelle  variable  t,  en  établissant 

entre  ces  deux  quantités  la  relation  quelconque  a:=«>(0,  on 

devra  remplacer  dx  par  d.^{t)  ou  ?'(0d^  et  x,,x^  par  les 

leurs  de  i  qui  seraient  déduites  respectivement  des  équations 

*108    Nous  remarquons  enfin  que  la  considération  des  in- 
tégrales définies  peut  servir  à  trouver  le  développement  connu 
le  nom  de  théorème  de  Taylor,  et  conduit  à  une  expression 
remarquable  de  la  partie  que  l'on  néglige  en  s'arrêtant  à  un 
tiombre  déterminé  de  termes.  D'après  ce  qui  a  été  dit  dans 
le  n*  303  on  aura,  quelle  que  soit  la  fonction  f>  pourvu  que 


œUe  fonction  soit  continue  entre  les  valeurs]  xeix-\-kde\a, 

variable, 

f'(x)  désignant  le  coefficient  différentiel  ou  la  fonction  dérivée 
du  premier  ordre  de  la  fonction  fix).  Or^  on  peut  rem<- 
placer^  dans  l'intégrale  définie  du  second  membre,  x  par 
x-^k —  /,  en  désignant  par  t  une  nouvelle  variable ,  ce  qui 
changera  cette  intégrale^  en  ayant  égard  à  ce  qui  a  été  dit 
dans  le  numéro  {précédent  ^  en 

'^fl  ^•n^  +  '^-O,      ou     JJ  dt.n^+f^-t); 
en  sorte  qu'on  peut  écrire 

Gela  posé^  considérons  l'intégrale  indéfinie 

en  lui  appliquant  le  procédé  de  Tiptégration  par  parties,  oq 
trouvera  successiveipent 

fdt .  f'{x-\-h—t)=t .  f{x+h—t)-\-J[dt .  t .  f'Xx+h—t) , 

fdt .  trix-^h-^t)^  j .  r{x-^h-t)+Jdt .  j.rix + a-/)  , 
fdi.^^rix^h-^t)^j^.r{x-^h--t)^-fdt 
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nséquent 

ft—t)=e.r{x+k-t)+^f"{x+h-t)+:^^r{x+h-t)+ Pi 


n  prenant  l'intégral«  entre  les  limites  zéro  et  h, 
ibslitiiant  cette  valeur  dans  l'équation  précédente ,  ii 


:)=^r(^) +hnx)+ ^nx)+  ~n^)+  ^^  r  (*j + ...„ 

)n  fait  dans  cette  équation  a;=0,  puis  que  Ton  écrive 
place  de  h,  elle  prendra  la  forme 


tisé  de  reconnaître  d'ailleurs  que  cette  nouvelle  exprès^ 
lu  terme  oomplémentaire  de  la  séiie  de  Taylor  oom» 
celle  qui  a  été  présentée  dans  les  n"*  85  et  86.  Mais 
que  celle-ci  est  indéterminée ,  et  fait  seulement  cou- 
les limites  entre  lesquelles  la  valeur  du  ternie  dont  i) 


t.: 
f.v 

S' 


r 


u 


o=Ao)+^r(o)-f  y  r(o)+ |^r(o)+  ^^r  (o)+ l 


x: 
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s'agit  est  contenue,  l'expression  sous  forme  dintégrale  définie 
détermine  complètement  cette  valeur. 

XXIX.    USAGE  DBS  IMTÉGRALES   DEFINIES    FOUR  l'ÉVALDATION   DES 
LONGUEURS  DES   COURBES^    DES  AIRES  ET  DBS  YOLUMBS. 

r  Aires  des  conrbct  planct. 

309.  Considérons  une  courbe  quelconque  rapportée  à  deux 
axes  rectangulffires.  Proposons-nous  de  trouver  Taire  de  cette 
courbe ,  c'est-à-dire  la  valeur  numérique  de  la  surface  com-  ^ 
prise  entre  Taxe,  la  courbe  et  deux  ordonnées  quelconques. 
Désignons  par 

y=fix) 

Téquation  de  la  courbe^  et  par  x^*,  â?^  les  abscisses  qui  ré- 
pondent aux  ordonnées  par  lesquelles  Taire  qu'il  s'agit  d'éva- 
luer est  limitée.  On  a  trouvé  dans  le  n°  436  qu'en  désignant 
par  u  la  fonction  de  x  qui  représentait  la  valeur  de  Taire 
comptée  d'une  origine  quelconque  jusqu'à  Tordonnée  cor- 
respondante à  l'abscisse  x ,  la  différentielle  de  cette  fonction 
était  exprimée  par 

du  =  ydx. 

Or  Taire  qu'il  s'agit  d'évaluer  est  évidemment  la  somme  des 
valeurs  en  nombre  infini  que  prend  la  différentielle  du  lors- 
qu'on donne  à  x  dans  cette  différentielle  toutes  ses  valeurs 
comprises  entre  x^  et  x^^  Donc ,  conformément  à  ce  qu'on  a 
vu  dans  Tarticle  précédent ,  cette  aire  est  exprimée  par  Tinté- 
grale  définie 


/; 


X,  '^•y- 
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intendu  que  dans  cette  expression  les  limites  «,  et 
deux  nombres  donnés  correspondants  aux  positions 
Dunées  qui  terminent  l'aire.  Le  résultat  de  l'opération 
e    par  l'expression  analytique  dont  il  s'agit  est  égale- 
o.  nombre  déterminé ,  représentant  la  valeur  de  cette 

on  peut  aussi  imaginer  que  la  première  limite  «.est 
lonnée  et  fixe ,  et  que  la  seconde  limite  «„  est  indéter- 

et  arbitraire.  Alors  on  représentera  simplement  cette 
Le  limite  par  x.  Le  résultat  de  l'intégration  définie  sera 
me  fonction  de  x  représentant  l'aire  qui  commence  à 
anée  cbrrespondante  à  l'absdsse  ar„  et  qui  se  termine  à 
itre  ordonnée  quelconque  correspondante  à  l'abscisse  x. 
signant  cette  aire  par  «,  nous  écrirons  donc 

)  Si  la  courbe  proposée  est  rapportée  à  des  coordonnées 
•es     son  équation  sera  donnée  sous  la  forme 

•anant  l'angle  compris  entre  le  rayon  vecteur  dont  la 
'  r  est  r  et  une  ligne  fixe.  L'aire  u  est  ici  l'espace  Irian- 
^t  compris  entre  la  courbe  et  deux  rayons  vecteurs  for- 
t  avec  l'axe  fixe,  l'un  l'angle  »„  l'autre  l'angle  quel- 
jue  «.  Comme  on  a  trouvé  dans  le  n'  199 

lura  donc  ici 

2  J  », 


ii; 


II 


.1i 


if 
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311.  Soit,  p«tr  exemple,  l'ellipse  rapportée  à  ses  diamètres 
reotongulaires,  dont  Téquation  est 

S  +  g  =  l.       ou       y^^^/^^^. 

a  et  6  désignant  les  demi-diamèlres  oA  et  oB  (fig.  45).  L'aire 
oBmp  sera  exprimée  d'après  le  n*  309  par 

O.J  0 

X  désignant  l'abscisse  op.  Pour  obtenir  la  valeur  de  cette 
intégrale  définie  ^  il  faut  considérer  l'intégrale  indéfinie 
fdxsja} — x^.  On  pourrait  la  rendre  rationnelle  en  employant 
la  tranformation  indiquée  n""  276.  Il  serait  plus  simple  de  la 

dx    _  ,  et  de  considérer  à  part 

/o^dx  c   ^àx 

■    f*^  I  y  dont  la  pre- 

mière  s'intègre  immédiatement  d'après  le  n^"  281 ,  et  dont 
la  seconde  s'intégrerait  en  la  considérant  comme  une  diffé- 
rentielle binôme ,  et  opérant  d'une  manière  semblable  à  ce 
qu'on  a  fait  n*"  287.  Mais  il  sera  plus  simple  encore  de  poser 

V^a*  — x"  =  to,        d'où        ^~rzii« 

/  désignant  une  nouvelle  variable  \  ce  qui  donne 

^dx>lâ-^x-^iUxdx^\LX^--\^dx.a^^^i^^ 

par  poQçéquent 
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y  «<a?^a*--a?«==C  +  ~rj^— ^arctang./, 


2^v 2- °-       X       '  f:\ 


r?  v^«« —  a;«=  C  + 1 ar y/a'— a?«—  ^a*.arctaiig. 

li  prenant  Tîntégrale  depuis  x=0  jusqu'à  a? ;=^ a?, 

=  îo;  v/S^=5^+^a«.  arc  taiig.-^= 
•  2    '  2  a  3 


pression 


de  l'aire  demandée  est  donc 
„= g  V^5rZïr+ ^  arcsin.  ^ 

nme  ^  e^^  *'®^'^  ^"  triangle  omp ,  on  voit  tj^e  Taire 
secteur  oBm  est  y  arc  sin.  - .  B»  faisant  a? =a,  on  aura 

-  pour  Taire  oBA ,  et  par  conséquent  izab  pour  Taire  entière 

I 
Vellipse.  |. 

312    Soit  l'hyperbole  rapportée  à  ses  axes  dont  Téqua* 
n  est 


!   I 
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En  désignant  par  u  Taire  Apm  {fig.  46),  ap  représentant 
l'abscisse  jr  9  on  aura 

Pour  obtenir  l'intégrale    indéfinie  Jdx^x^^a*,  on  fera 
comme  d-dessus^ 

^a^-^a*  =  tx ,       d'où       x^  =  ~j, 
et 

Ifads 
donc 


ou 


•/  -*  a     x  +  ^x^ — a* 

et  en  prenant  l'intégrale  depuis  x=a  jusqu'à  x^=^x,  il 
vient 


L'expression  de  l'aire  Amp  dont  il  s'agit  est  donc 


a'  /*a?  dx 


a*   ,x 

ou  «  =  -ïrJ  — 

2     a:« 


r on  pose  a  =  1 ,  on  a  simplement 


4  /^. 


.  1^  logarithmes  népériens  des  nombres  donnent  immé- 
\  ment  les  aires  de  l'iiyperboie  équilatère.  C'est  par  cette 
*•     n  aue  ces  logarithmes  ont  été  nommés  logarithmes  hy- 

lerholig^'' 

..  i^'équation  de  la  parabole,  en  comptant  lès  ordon- 
nées du  sommet ,  est 
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-2        2-% +6;-  J 

II 
^^^  ^  représente  Taire  du  triangle  omp,  on  voit  que 

2  ;!} 

^u  secteur  omAestreprésentée  par  Y' M ^+|j- Cette 

devient  infinie  lorsque  le  point  m  s'éloignant  à  Tinfini  le  ]'■ 

ri.  €>m  se  confond  avec  l'asymptote. 

^3  ^   L'équation  de  ThypOTbole  équilatère  rapportée  à  ses 

nptotes  étant 

a*  a« 

^  =  y        ou       y=^, 

re  représentée  par  «,  comprise  entre  les  ordonnées  oor- 
pondantes  aux  abscisses  x^^  a?,  est  exprimée  par 


k 


y*=:z2px         ou         y  =  ^^X.  ^\ 


—  334  — 
L'aire  omp(fig.  47)  est  donc  représentée  par 

qui  revient  à 

2    •  2 

«=«\/2p.a?*,        ou        u  =  ^xy. 


L'aire  otnp  est  donc  les  -  du  rectangle  o^mp^  et  Taire  omr  en 

o 

est  le  s. 
315.  Si  Fon  considère  la  courbe  dont  l'ordonnée  est 

a  désignant  une  constante  positive^  et  pjus  gfande  que  l'u- 
nité, l'expression  de  l'aire  mpqn  [fig,  48)  représentée  par  u, 
et  terminée  aux  abscisses  op  et  oq,  représentées  par  x^  et  x, 
sera 


J   ^0 


dx.of; 


et  comme  on  a  l'intégrale  indéfinie  Sdx.a'='r ,  il  viendra 

M  =  — j • 

ia 

L'aire  comptée  à  partir  de  oB  du  côté  des  x  positives  sera 

a*— 1 
donc     .  ^   ^  et  Taire  comptée  à  partir  de  oB  du  c6té  des  x 

négatives  sera  — -. ^^  dernière  expression  donne,  en 
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int  a?=-,  p  pour  ^'^^^  comprise  entre  l'axe  et  la 

prolongée  à  Tinfini. 

Dand  la  cycloïde  [fig.  40),  les  coordonnées  op,  inp 
>înt  quelconque  de  la  courbe  étant  représentées  par 
>n  a  ,  comme  on  Ta  vu  n*  lïS, 

a7t=rR(cD  — sin.co),  y=:R*(i  — COS.W), 

'^nant  le  rayon  cr  du  cercle  générateur,  et  m  Tangle 
aire  omp  aéra  exprimée  par 

j  ^^     f*^ ydX  ou  tf  ï=:  R*  /  *** rfw(l  —  COS.to)«. 

n  a 

j^^j«--    rda)(l— 2C0S.U)+C0S.M=  /  c'"  U""^®^''"***"*"2*^^^*^) 

3  4 

=  jw— 2sin.a)+-sin.2w. 

^^  Rt /"Iw— asiiLci)  4-  r  sin.2a>  j . 

formule  donnera  la  totalité  de  l'aire  omna^  comprise 
la  première  partie  de  la  cycloïde  et  Taxe  oa,  en  y  fai- 

2^^  La  valeur  de  cette  aire  est  donc  3irR%  c'est-à- 

e  triple  de  Taire  du  cercle  générateur. 

peut  remarquer  d'ailleurs  que  Taire 

R* 

= --(w— sin.wcos,fc)): 


i> 


'h 
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donc  l'espace  oqtm  est  égal  à  la  partie  ma  du  cercle  géné- 
rateur, et  par  conséquent  l'espace  oqtnm  est  égal  à  la  moitié 
du  cercle  générateur. 

317.  On  pourra  toujours ,  au  moyen  de  l'opération  qui 
vient  d'être  expliquée,  évaluer  une  aire  quelconque  comprise 
dans  un  contour  tracé  sur  un  plan.  Car  soit  Mm^  Nm,  {fig,  50) 
le  contour  dont  il  s'agit^  rapporté  à  des  coordonnées  rectan- 
gulaires. Désignons  par  x^,  x^  les  abscisses  extrêmes  oP,  oQ; 
par  X  un  abscisse  quelconque  opj  et  par  y^  et  y,  les  ordon- 
nées mj)  et  mj)  correspondantes  à  cette  abscisse^  et  appar- 
tenant respectivement  aux  deux  courbes  Mm^N  et  Mm,N  qui 
forment  le  contour.  Ces  ordonnées  doivent  être  données  en 
fonctions  de  x,  et  il  est  visible  d'après  ce  qui  précède  que 
Taire  Hm^Nm,  est  exprimée  par  l'intégrale  définie 


/: 


^^rf^y.-yi). 


Si  le  contour  Mm^Nm,  est  discontinu^  et  composé  de 
parties  distinctes  ^  dont  les  ordonnées  ne  soient  pas  expri- 
mées par  une  même  fonction  de  Tabscisse  Xy  on  pourra  par- 
tager Taire  proposée  ^  et  Tintégrale  définie  qui  en  exprime  la 
valeur,  en  plusieurs  parties  correspondantes  respectivement 
aux  portions  du  contour  dont  les  ordonnées  ont  une  expres- 
sion commune.  La  valeur  de  chacune  de  ces  parties  se  calcu- 
lera séparément.  Dans  les  cas  mêmes  où  les  ordonnées  du 
contour  ne  sont  pas  données  par  une  ou  plusieurs  expressions 
analytiques  formées  de  Tabscisse  x,  mais  où  Ton  connaît 
seulement  les  valeurs  numériques  des  ordonnées  de  certains 
points  de  ce  contour,  il  existe,  comme  on  le  verra  dans  la 
suite,  des  méthodes  au  moyen  desquelles  on  peut  évaluer 
approximativement  Tintégrale  définie  par  laquelle  Taire  est 
représentée. 
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*<3ur  présenter  une  application  de  la  formule  du 
^^ft^ous  considérerons  la  spirale  logarithmique  dont  Té- 
rS^oniiée  n*»  204  est 

isLiigulaire  comprise  entre  la  courbe  et  les  deux  rayons  i 

'T  et   r«  qui  forment  entre  eux  ranglew — «^sera  ,1 


1    /•(o 
2J  to^ 


""=<^VA^ 


;; 


lire  ' 

►^  cas  particuliers  où  /a  =  i ,  et  r=zé^,  l'aire  dont  il 

i 
st  donc  le  j  de  la  différence  des  carrés  construits  sur 

:x  rayons  vecteurs. 

1*  hongutun  des  eoarkes  planct. 

En  appliquant  ici  les  considérations  qui  ont  été  pré- 
s  dans  le  n*  309 ,  et  se  rappelant  que  Ton  a  trouvé  dans 
57  que  la  différentielle  de  Parc  d'une  courbe  rapportée 
jordonnnées  rectangulaires  x,  y,  et  représentée  par 
tîon 


exprimée  par  .\ 

fi. 


•    ANNÉE. 


22  hi 
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on  aufs  évidemment  rinténale  définie 

pour  Texpression  générale  de  la  longueur  de  Tare  de  la 
courbe  compris  entre  les  points  correspondants  aux  ab- 
scisses â?o  et  X. 

390.  De  méme^  si  la  courbe  est  rapportée  à  des  coordon- 
nées polaires,  et  représentée  par  l'équation 

»•=/(«);    . 
comme  on  a  trouvé  dans  le  n"^  200, 

pour  l'expression  de  la  diflKrentielle  de  l'arc,  on  aura 

pour  l'expression  générale  de  la  longueur  de  l'arc  de  la 
courbe  compris  entre  les  points  correspondants  aux  va- 
leurs (0^  et  (D  de  l'angle  qui  détermine  la  direction  du  rayon 
vecteur. 

321.  Si  Ton  considère,  par  exemple,  comme  dans  le 
n<»  313,  Tellipse  rapportée  à  se^  diamètres  recUiogul^iroa  ^ 
dont  réquation 

^+g=i  donne  i/=^i/g=g.^=-l—£_ 
il  viendra 
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pression  de  Tare  compté  du  sommet  de  la  courbe 
point  dont  Tabscisse  est  x.  En  introduisant  l'excen- 
ignée  par  e  dans  le  n*  197,  ou  &isant  a*— ft"=aW;j 
[«ssion  s'écrira 

it  pas  Fobtenir  sous  forme  finie,  mais  on  peut  la 

?  en  série  convergente  de  diverses  manières.  Re- 

ce 
par  exemple,  que  -  est  toujours  une  fraction^ 

poser   x  =  a  cos.  f ,   d'où   da?  =  —  a  sin.  «pdtp, 

îloppant  (i  — e?co8.*«p)«; 

,  (^  -9)  -^afl  49  (|'cos.V+ 1 J  co8.*9 

ï 

ar  la  seconde  des  formules  écrites  n""  294, 


: 


=  |sin.9.cos.<p  +  29+C, 

=  -  sîn.<p.cos.»<p  +  -j^^sln.9.eos.9  i-  ^9+C, 
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/M  je 

df  .C()s.«f  =  j  siiL?.cos.»9  4-  T^  sln.ï>.cos.*? 

/4  4  7  4  ^i  7 

,  1.3.5.7  ,         ^      .  1.3.5.7    .  ^ 

etc.; 

11 
et  en  prenant  les  intégrales  depuis  ?  =  r  jusqu'à  <f  =  <p^ 

z 

J'JJ  d9,cos.»?=  I  sin.9.coa,9-|  Q- y^ , 
i 

J^^  (i9.cos.*9=  ^8in.9.cos.»9+ |^sin.?.cos.î)— ^  Q— (pj  ^ 

¥ 

^  d(p.cos.*(p=  r  8in.9.cos.»9+  T|gSin,9,cos.'9+  ^Vg  sIn.ç.cos.ç 

î 

_l^/7:_  \ 
2.û.6\2      V^ 

/m  4  4  7  4  f»  7 

^  rf9.cofl.'<p=:  g  sin.9.cos.'(p+ ^sîn.(p.co8.*î)+ TJg^  8in.<p.cos.«9 

î 

.  1.3.5.7  .  1.3.5.7 /j:       \ 


etc.; 


ce  qui  donne  les  valeurs  de  chaque  terme  de  la  série  pré- 
cédente. 

Si  l'on  suppose  x^a,  et  par  conséquent  cos.(p=l*ou 
(p=0,  l'expression  précédente  de  s  donnera  pour  la  lon- 
gueur du  quart  du  contour  de  l'ellipse  : 


t 


\        /i    \*      4A-3  t\"     4A-3.5^\*     1/1.3.5.7 ^V    ^.^ 

.^-(2^)  -3(2:4')  -5(2X6^)  —Axmn"''^' 

y23t.  L'équation  de  l'hyperbole 

-,-f,  =  i      donne      »=- Va,»-»'.  ^  =  -^^==5 

par  conséquent 

,  en  faisant  a«  +  6*=:aV, 

J  a       V  a?«-a« 

>ur  l'expression  de  Tare  compté  du  sommet  de  la  courbe 

squ'au  point  dont  l'abscisse  est  x.  Ck)mme  ici  x  est  tou- 

^       jj  »  j       asin.çrfp 
urs  >a^  nous  poserons  ;r  =  —--,  dou  dx 


COS.  <p  COS.f 


««   ' 


,   /.      cos.'?\» 
u,   en  dévdoppant  ^^1 ^j  , 


-341-     . 


i? 


eu  enfin 

Les  termes  de  la  série  seront  donnés  par  les  expressions 
de  /d<p.cos.*<p,  /d<p.cos.*<p,  etc.,  du  numéro  précédent, 
en  supposant  la  constante  arbitraire  G  égale  à  zéro. 

Remarquons  que  Téquation  de  Tasymptote  étant  y=^-x, 
la  distance  du  centre  de  la  courbe  au  point  de  l'asymptote 


dont  Tabscisse  est  x,  est  - — ^ — —=zex=: .  Soit  r 

a  cos.<f 

cette  distance  :  on  aura 


r — s  =  ae 


+ 


Si  Ton  suppose  ^  =  ^7  ^t  par  conséquent  cos. (p  =  0  ou 
^  =  -f  cette  dernière  formule  donnera  pour  la  limite  vers 
laquelle  tend  l'excès  de  r  sur  «,  à  mesure  que  l'abscisse 
X  devient  de  plus  en  plus  grande  (  en  remarquant  que 

i — sin.<p         cos.<p         _  ,  'kX 
'  =  ,  .    .       =  0  lorsque  ?  =  ^) , 

wr  ,  1/1 1\* ,  1/1.3  i\«    1/1.3.5  i\«      .    -1 
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on  de  la  parabole 


donne      y  =  v^,  ^  =  y  £* 

ipris  entre  le  sommet  de  la  courbe  et  le  point 
scisse  a  pour  expression, 

léfinie  SixKj  i  +  iz  ^  trouvera  W»  t>o- 


p,  t-l 


'^V*+ê=*'~S*-t+i 


+c 


/ 


*+ê-l'' 


'i  +  è  +  ' 
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et  en  prenant  Tintégrale  depuis  a?  =  0  jusqu'à  x  =  x. 


on  a 


OU 

^  li  p. 

324.  Soit  maintenant,  conune  dans  le  n"  316,  la  courbe 
dont  réquation  est 

y=a«,       et  donne       ^  =  to.a*  =  to.y; 
on  aura  donc 

5=  r^  ctev/l  +  (te.fl')« 

pour  la  longueur  de  Tare  dont  les  extrémités  correspon- 
dent aux  abscisses  œ^  et  x.  Pour  trouver  la  valeur  de  cette 
intégrale  définie,  nous  poserons 

â  =  /a.,  =  tang.x,    d'où    ta.dy^^^^  d.=^^ 

i  dz 


ta  sin.T.co8.T.' 
et 


laj  Tq  sin.t.cos.*T' 
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laiS;  par  la  quatrième  des  formules  données  n*  293, 

J  sin.T.cos.«T     co8.T^J  sm.T' 
t  par  Tune  des  formules  du  n"*  295^  on  trouve 

lonc 

T 


•  ..^l  ].  i 


te  \  cos.T     COS.T0       tang.^y  I 

l  est  sans  doute  superflu  de  remarquer  que  x=arctang.  (la.y)  | 

st  ici  l'angle  formé  avec  Taxe  des  x  par  la  tangente  menée  | 

la  courbe  au  point  dont  Tabscisse  est  x,  ^         S 

325.  Soit  encore,  comme  au  n*  3i6,  la  cycloïde  dont  ,' 

'équation  a  été  donnée  n*'  179  (fig.  49).  On  aura  1 


dy  __  v/2Ry-^y*  dx  _        y 


ou 


dx  y        '  dy      y'2Rt/— 2/»* 


)r  la  différentielle  dx^j  \-\-  ij-\    de  Tare  d'une  courbe 

>ouvant  également  s  exprimer  par  dyK/  i-\-  \-t-\  , 
>ouvons  repr&enter  ici  par 


nous  r 
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la  longueur  de  l'arc  compris  entre  Forigine  de  la  courbe  et 
le  point  dont  Tordonnée  est  y.  Et  conune  on  a 


r     dy 
J  V2R^ 


il  vient 


i  =  /iR  — 2\/2Rs/2R  — y. 

Cette  formule  donnera  la  longueur  de  la  moitié  de  la  courbe 
en  y  faisant  y  =  2ft.  Cette  moitié  est  donc  égaie  à  4R^ 
comme  on  Ta  déjà  remarqué  n'^iOi.  Si  d*ailleurs  on  voulait 
compter  l'ordonnée  y  de  haut  en  bas ,  à  partir  de  la  ligne  nq, 
et  l'arc  s  à  partir  du  point  n  dans  le  sens  nmoy  on  devrait 
écrire  2R — y  à  la  place  de  y  et  4R  —  s  à  la  place  de  $,  ce 
qui  donnerait 

s=2^2SÏy. 

326.  Nous  considérerons  enfin  la  spirale  logarithmique 
dont  réquation^  rs^portée  aux  coordonnées  polaires,  est 

r  =  c'-«,         d'Où  ^  =  te.e^-«»  =  to.r. 

II  viendra,  d'après  ce  qui  a  été  dit  n^  320, 

c'est-à-dire 
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Leur  île  Tare  compris  entre  les  points  de  la 
els  appartiennent  les  rayons  vecteurs  r^  et  r. 
le  compris  entre  la  normale  et  la  courbe  a 
e  Irigonométrique^  d'après  le  n**  204,  — ta, 
ris  entre  la  tangente  et  la  courbe  a  pour  tan- 

ometrique  -r-,  et  pour  cosmus  -.  H 

en  effet,   par  la  nature  de  la  courbe  dont  il  [ 

la  différence  de  deux  rayons  vecteurs  est  à  la  î 

3  l'arc  qu'ils  comprennent  dans  un  rapport  con-  I 

né  par  ce  cosinus.  ; 

Véquation  de  la  spirale  logarithmique  est  sim-  S 

=  e^,  on  a  «=  v^(r — r,).  La  longueur  de  Tare  ; 

citre  deux  points  quelconques  de  la  courbe  est  la  | 

des  diagonales  des  carrés  construits  sur  les  rayons  [ 

appartenant  à  ces  points.  \ 

étÊ  eoariet  *  dooble  courbure.  t 


Jne  courbe  à  double  courbure  étant  donnée  par  les 
is 

ouvé  dans  le  no  227^  pour  Texpression  générale  de 
rentielle  de  cette  courbe, 


.-.^..{t)\{if. 


îs  les  principes  établis  au  commencement  de  cet  article, 
ra  donc 
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'=/: -V- (â)'- (£)■• 

pour  Texpression  de  la  longueur  de  Tare  de  la  courbe  dont 
les  deux  extrémités  répondent  aux  abscisses  x^  et  x. 

328.  Soit,  par  exemple,  Thélice  représentée  par  les  équa* 
tions 

x  =  Rcos.u*,         {^  =  RsiD.u>,         2;=3aRco, 
qui  donnent 

cù;  =  — Rsin.tD.dco,      dy=:Rcos.u>.d(u,      (t2  =  aRct<u. 

L'expression  précédente  prendra  la  forme 

5  =  R v/i  +  û*  /  ***   du)  =  R  v^l  +  a*(w— wç), 

résultat  qu'il  est  aisé  de  prévoir  d'après  la  nature  de  la 
courbe. 

fli"  Volâmes  dM  folldei  de  révolauon. 

3^.  Supposons  que  l'axe  d'un  solide  de  révolution  coïn- 
cide avec  Taxe  des  x^  et  représentons  par 

y=m 

l'équation  de  la  courbe  plane  dont  la  révolution  autour  de 
cet  axe  décrit  la  surface  du  solide.  Désignons  par  v  la 
partie  du  volume  du  solide  comprise  entre  deux  plans  me- 
nés perpendiculairement  à  Taxe  ox  (fig.  51)  par  les  points 
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it  décrite  par  la  révolution  de  la  partie  PMtnp 
a  courbe  génératrice.  Soit  x  Tabscisse  o/i.  Il 
3  quand  œ  augmentera  de  ^  représentée  sur 
pg^  le  volume  t>  augmentera  d'une  quan- 
au  volume  décrit  par  la  révolution  de  Taire 
5  volume  (en  supposant  Lx  assez  petite  pour 
constamment  croissante  ou  décroissante  dans 
\q\  est  compris  entre  ceux  des  deux  cylindres 
Hauteur  commune /^^^  et  pour  rayons  pm  et  ^fw. 


ii>  >  îty* .  la? , 


Aw<ît(y  +  A2/)*.Aa:; 


e  ces  deux  expressions  ont  pour  limite  commune  ^ 
\x  devient  de  plus  en  plus  petite,  ity'^  nous  devons 
iure 


du 


=7«/*,       ou       (iu  =  7cy*.  cte. 


expression  générale  de  la  différentielle  du  volume  re- 
lié par  tj. 
[)rès  cela  Von  reconnaît  immédiatement  que  l'intégrale 

e 

,ie  l'expression  de  la  partie  du  volume  d'un  solide  de 


—  350  -- 

révolution  qui  est  comprise  entre  deux  plans  menés  perpen- 
diculairement à  l'axe  aux  distances  x^  et  x  d^  l'origipe  des 
coordonnées. 

330.  Soit  par  exemple  l'ellipsoïde  de  révolution  dqiit  l'^xfi 
de  révolution  est  âa^  et  ()ont  Taxe  perpendiculaire  à  celuirci 
est  26.  L'équation  de  la  courbe  génératrice^  en  comptsapt 
les  X  du  centre,  est 

Donc 

représente  la  partie  du  volume  du  corps  comprise  entre 
le  plan  perpendiculaire  à  Taxe  qui  passe  par  le  centre  et 
le  plan  mené  à  la  distance  x  de  celui-ci.  Cette  formule  donne 
d'ailleurs 


6«  /   ,  !X^\ 


27r 
En  faisant  ir  =  a,  on  aura  —  a6'  pour  le  volume  de  la 

ô 

moitié  de  l'ellipsoïde  de  révolution.  Le  volume  entier  de  ce 
corps  est  donc  —  o6'. 

•  331.  On  calculera  facilement,  d'après  ce  qui  précède, 
le  volume  de  tout  solide  décrit  par  la  révolution  d'une 
figure  plane  quelconque  autour  d'un  axe  pris  dans  le  plan 
de  cette  figure.  Le  volume  du  solide  décrit  par  la  révolu- 
tion de  l'aire  MmiNm.  \fiQ*  53)  tracée  dans  le  plan  des  xyi 
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des  Xf  est  exprimé  par  l'intégrale  définie 


^fl"^  dx(y,t-yi'). 


^sentant  la  plus  petite  valeur  oP  et  la  plus 
)Q  de  l'abscisse  or,  et  yi>Vi  ^^  valeurs  des 
,  m^p  des  deux  lignes  Mm^N,  Mm,N  qui  ré- 
abscisse quelconque  x. 


irons  la  surface  décrite  par  une  courbe  plane 
\  dont  Péquatioii  est 

y  =  fisc), 

courbe  tourne  autour  de  Taxa  &x  (fig.  51). 
u  Taire  de  la  partie  de  cette  siu*face  décrite 
on  de  la  partie  Mm  de  la  courbe.  Soit  x 
uorsque  x  augmentera  de  l'intervalle  infini- 
r  représenté  sur  la  figure  par  pq,  Taire  u 
Taire  décrite  par  la  révolution  de  Télément 
la  courbe  étant  regardée  comme  coïncidant 
te  dans  Tétendue  de  cet  élément^  Taocroisse- 
t  il  s'agit  sera  regardé  coirime  égal  à  la  sur- 
tronqué  dont  pq  est  la  hauteur  et  dont  mp 
'ayons  des  deux  bases.  Donc 

da=i<%  +  rfy)rf5, 
nt  les  quantités  infiniment  petites  du  second 


ordre 

du^^Tny.ds     ou      rftt  =  2w.rfa?.y\/l+^^j  • 

Ainsi  nous  aurons 

pour  Texpression  de  Taire  de  la  surface  de  révolution  qui 
est  comprise  entra  deux  plans  menés  perpendiculaire- 
ment à  Taxe  aux  distances  or^  et  x  de  l'origine  des  coor- 
données. 

333.  Soit  encore  pris  pour  exemple  Tellipsolde  de  révo- 
lution considéré  dans  le  numéro  330.  L'équation  de  la  courbe 
génératrice  donnant 


(,  . ^    dy         b      X 

^     a^  dx         a^'a^^x^ 


il  viendra 


^  à  rx  .  A  /  .    a^'-b^    , 


pour  Texpression  de  Paire  de  la  partie  de  la  surface  com- 
prise entre  le  plan  perpendiculaire  à  Taxe  qui  passe  par  le 
centre  et  un  autre  plan  mené  à  la  distance  x  de  celui-ci. 
Supposons  d'abord  a>hy  c'est-à-dire  que  l'ellipse  a  tourné 

a*  — 6« 

autour  de  son  grand  axe,  et  posons  ^ — =c*;  cette 

a 

expression  deviendra 
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3ar  le  numéro  311, 

=a,  il  viendra 

îai^(\/l — 6«  +  -arcsin.ej, 

^(^'  +  yarcsin.eK 

la  moitié  de  la  surface  de  Tellipsoîde. 

en  second  lieu  a<b,  c'est-à-dire  que  Tel- 

î  autour  de  son  petit  axe.  En  désignant  tou- 

ccentricité,  on  posera  donc  — rj —  =  e%  et  il 

ire 

,,     27C  rx  be.dXA  /  ,  .  b*e^x* 
<?  J  0       û     V  a* 

23 
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On  trouvera  d'ailleurs,  comme  dans  le  numéro  319 >  Pinte- 
grale  indéfinie 

et  en  prenant  Hntégrale  de  â?=0  à  x-=^Xy 

6a»  A  /  ,  .  6Vx* 
.  g'  ,-^V'''+^- 
+  2-' a 

Donc 


En  faisant  iv=:a,  il  viendra 


)]• 


ou 


pour  l'aire  de  la  moitié  de  la  surface  de  Tellipsoïde. 


1  pourra  calculer^  d'après  ce  qui  piécède^  Vm» 
ice  d'uo  solide  de  révolution  décrit  par  pne  courber 
Iconque  tournant  autour  d'un  axe  tracé  dans  le 
3tte  courbe.  En  conservant  ici  les  dénominations 
»  331 ,  Taire  de  la  surface  décrite  par  la  révolution 
be  Mm^Nm,  {fig.  52)  autour  de  l'axe  ax  ^  sera 
it  représentée  par  l'intégrale  définie 


Volnmeft  iet  soUdes  d*iiiie  f^sore  tnelcon^iie. 

un  solide  dont  la  surface  rapportée  aux  coor- 
stangulaires  x,y,z,  e§t  représentée  par  l'équa- 

«  =  /(».»)  5 

.*a  de  la  manière  la  plus  générale  la  question 
on  du  volume  de  ce  solide  si^  ayant  tracé  sur 
xy  {fig.  52)  un  contour  quelconque  MmjNm,^ 
le  volume  compris  entre  le  plan  des  xy,  la  sur- 
\y  et  le  cylindre  dont  le  contour  Mm^Nm,  est  la 
les  arêtes  sont  parallèles  à  Taxe  des  z.  Nous 
s  par  sBq  et  a;^  les  abscisses  extrêmes  oP  et 
Qe  Mm^Nm,;  par  y^  et  y,  les  ordonnées  m^p 
3pondent  à  l'abscisse  op  représentée  par  œ,  et 
nent  respectivement  aux  branches  Mm^N  et 
e  ligne.  Les  quantités  y^  et  y,  seront  des  fcmo- 
de  l'abscisse  x. 
Tonsidérons  la  partie  du  volume  demandé  dont 
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la  base  sur  le  plan  des  xy  est  Mm^m, ,  et  désignons  par  v 
sa  valeur^  qui  sera  une  fonction  de  x.  Lorsque  l'abscisse  op, 
ou  X,  augmentera  de  la  quantité  infiniment  petite  dx  repré- 
sentée sur  la  figure  par  pq,  le  volume  v  augmentera  d'une 
partie  également  infiniment  petite,  dont  la  base  sur  le  plan 
des  xy  est  m^nin^m^.  Donc  cette  partie  représente  la  diffé- 
rentielle dv.  Et  il  résulte  des  notions  présentées  au  com- 
mencement de  cet  article  que  l'on  a 


J  a?o 


dv^ 


et  que  le  volume  entier  dont  le  contour  Mm^Nm^  est  la  base 
est  exprimé  par 


/; 


*^dv. 


Il  s'agit  maintenant  d'exprimer  analytiquement  cette  dif- 
férentielle dv,  c'est-à-dire  la  partie  infiniment  petite  du  vo- 
lume demandé ,  dont  la  base  est  m^n^n^m^ ,  partie  qui  n'est 
au^re  chose  que  la  tranche  de  ce  volume  comprise  entre 
deux  plans  menés  parallèlement  au  plan  des  yz,  aux  dis- 
tances X  et  a;  -|-  (te  de  ce  plan.  Considérons  un  point  quel- 
conque m  pris  sur  la  ligne  m^m,  :  soit  y  l'ordonnée  mp 
de  ce  point  :  z=^f{x,  y)  représentera  l'ordonnée  de  la  sur- 
face par  laquelle  le  corps  est  terminé^  qui  répond  au 
point  m.  D'ailleurs  9  considérons  la  partie  mjfijvm  de  la 
tranche  qu'il  s'agit  d'évaluer^  partie  qui  est  évidemment 
une  fonction  de  l'ordonnée  mp,  ou  y.  Il  est  visible  que 
quand  y  croîtra  de  la  quantité  infiniment  petite  dy  repré- 
sentée sur  la  figure  par  mix,  la  partie  m^ni^m  de  la  tranche 
dont  il  s'agit  croîtra  d'une  portion  de  volume  infiniment 
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lecond  ordre,  dont  la  base  est  le  rectangle  m^tn^, 
•lume  dont  il  s'agit  est  évidemment  compris  entre 
nés  rectangulaires  dont  la  base  commune  est 
it  Tun  a  pour  hauteur  la  plus  petite  des  ordon- 
pondent  aux  quatre  points  tn,  v^n^  {ji,  et  Tautre 
iteur  la  plus  grande  de  ces  ordonnées.  Et  conmie 
luteiirs  ne  diffèrent  de  l'ordonnée  z  du  point  m 
quantité  infiniment  petite,  on  doit  les  regarder 
lies  à  z,  par  conséquent  prendre  le  produit 
our  l'expression  de  l'accroissement  que  subit 
e  la  tranche  dont  la  base  est  min^ynij  lorsque  y 
le  dy.  Nous  regarderons  donc  cette  tranche 
omme  d'un  nombre  infini  de  différentielles  ex- 

dx.dy.z,  expression  dans  laquelle  dx  est  un 
tant  et  commun.  Il  en  résultera  que  si  Ton 
^ale  dxjdy.z  entre  deux  limites  correspon- 
)oints  iWi  et  m, ,  c'est-à-dire  depuis  y =yi  jus- 

on  aura  un  résultat  qui  ne  différera  du  vo- 
ranche  cherchée  que  d'une  quantité  infiniment 
ond  ordre,  qui  doit  être  négligée  par  rapport 
y  qui  est  infiniment  petit  du  premier  ordre. 
1  donc 

dv  =  dx  /^*  dy,z; 


lant  cette  valeur  dans  l'expression  précédente 
'a 

on  générale  de  la  partie  du  volume  demandé 
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comprise  entre  des  plans  menés  pai*aUëlement  au  plan  des 
yz,  aux  distances  œ^  et  œ  de  Torigine  des  coordonnées.  On 
aura^  d'après  cela» 


H:'^I>' 


pour  l'expression  de  la  totalité  de  ce  volume. 

Ces  formules  sont  appelées  intégrales  définies  doubles 
parce  qu'elles  se  rapportent  aux  deux  variables  x,y.  On  en 
déterminera  toujours  la  valeur  au  moyen  des  procédés  ex- 
posés dans  les  articles  précédents.  En  effets  après  avoir 
substitué  poiir  z  la  valeur  f{Xy  y),  on  prendra  par  rapport 
à  y  l'intégrale  indéfinie  fdy.f{x,  y),  en  regardant  x  comme 
une  constante.  Cette  intégrale  devant  être  prise  entre  les 
limites,  y^,  y,,  qui  représentent  des  fonctions  données  de  a?, 
le  résultat  de  l'opération  sera  une  fonctiorf  de  x  seule. 
Soil  *{x)  cette  fonction  :  il  ne  restera  plus  qu'à  prendre 

/*x 
l'intégrale    i     dx .  ^x) . 
J  Xo 

Remarquons  d'ailleurs  que  Ton  ne  change  rien  à  la  va- 
leur d'une  intégrale  définie  double  en  intervertissant  Tordre 
des  intégrations  successives  qui  ont  lieu  par  rapport  à  cha- 
cune des  variables.  On  a  toujours 

/ï^-/;;  *■"/?:  VS-- 

en  désignant  par  x^  et  x^  les  valeurs  de  x  en  y,  Urées  de 
l'équation  de  la  courbe  MN,  appartenant  respectivement 
aux  deux  parties  de  cette  courbe  qtii  limitent  l'intégrale 
dans  le  sens  des  x,  et  par  y^  ®*  Vtù  *®s  valeurs  extrêmes  de 
l'ordonnée  y  appartenant  à  la  même  courbe.  Il  est  visible, 
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que  Tune  ou  Tautre  de  ces  expressions  donne  éga- 
a  valeur  du  volume  cherché.  Maïs  il  ne  faut  pas 
le  vue  que  Tusage  des  expressions  dont  il  s'agit 
en  général  qu'il  n'y  ait  aucune  des  valeurs  de  Tor- 
r  qui  soit  intime  dans  les  limites  de  l'intégrale.  S'il 
autrement^  on  ne  pouri*ait  en  obtenir  la  valeur 
décomposant  en  parties  distinctes,  séparées  par 
mées  dont  il  s'agit.  Si  les  valeurs  de  ces  parties  sont 
s  par  des  nombres  infinis  et  de  signes  contraires,  la 
\  leur  somme  ^  et  par  conséquent  celle  de  l'intégrale 
,  est  indéterminée. 

dmeitons  maintenant  que  la  siuface  du  solide  soit 
!  à  des  coordonnées  polaires.  Nous  i^garderons  la 
l'un  point  quelconque  m  (fig.  53)  de  cette  surface^ 
tant  donnée  :  l**  par  la  longueur  r  du  rayon  veo- 
lirigé  sur  ce  point  de  l'origine  o  des, coordonnées; 
ingle  <p  que  la  projection  om'  de  ce  rayon  vecteur 
n  des  xy  forme  avec  l'axe  des  a?;  3^  par  l'angle  ^ 
îme  rayon  vecteur  om  forme  avec  cette  projection, 
is  supposerons  que  la  surface  du  solide  est  donnée 
ition 

Ira  d'ailleurs  la  question  dont  il  s'agit  d'une  ma- 
i  générale  qu'il  est  nécessaire^  si  Ton  détermine  le 
>mpris  dans  un  cône  ayant  pour  sommet  l'origine 
,  et  pour  base  une  portion  quelconque  donnée  de 

du  solide.  Le  contour  de  cette  base  doit  être  dé- 
^t  il  le  sera  si  l'on  conçoit  qu'à  une  valeur  arbi- 
ibuée  à  l'angle  cp,  répondent  deux  valeurs  ^^  et  4^, 

^,  qui  appartiennent  respectivement  aux  deux 
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points  du  contour  situés  sur  la  branche  inférieure  et  sur  la 
branche  supérieure. 

Gela  posé^  soit  un  point  quelconque  m  de  la  surface  du 
solide^  déterminé  par  les  coordonnées  <p^  <)/  et  r.  Supposons 
que  <p  augmente  de  <2<p^  représentée  sur  la  figure  par  Fangle 
m'oiif;  et  que  4^  augmente  de  d^y  représentée  sur  la  figure 
par  l'angle  mo>*.  Considérons  la  pyramide  dont  le  sommet 
est  le  pôle  o,  et  qui  a  pour  base  le  rectangle  mtJLnv  dont  le 
plan  est  perpendiculaire  au  rayon  om.  Gomme  le  côté  m\L 
de  cette  base  est  égal  à  sa  projection  mV'  sur  le  plan  des  xy, 
et  comme  o^.'  est  égal  à  rcos:^,  il  s'ensuit  que  ce  côté 
m\>.=:r  COS. ^.d(f.  Le  côté  my»  est  égal  à  r.d^.  Donc  le  vo- 
lume de  cette  pyramide  est 

5rcos.+.dç.rrf«|»*.r, 


ou 


et  il  est  évident  qu'il  ne  diffère  que  d'un  infiniment  petit  du 
troisième  ordre  5  du  volume  compris  entre  les  faces  laté- 
rales de  la  même  pyramide  et  la  surface  du  corps. 
Donc  premièrement^  si  l'on  prend  l'intégrale 


Id^j^'^d^.cos.^, 


r». 


on  aura  le  volume  de  la  tranche  du  solide  comprise  entre  les 
deux  plans  passant  par  l'axe  des  z,  dont  les  traces  sur  le 
plan  des  oxy  sont  m' et  n\L'. 
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ind  lieu^  si  Ton  prend  Tintégrale 


5A^^/{:^*-^^-* 


r», 


volume  de  la  partie  du  solide  comprise  ehtrc 
ssant  par  Taxe  des  z,  qui  forment  avec  le  plan 
igles  <ff^  et  9.  Par  conséquent,  si  ^^  et  <p^  sont 
et  la  plus  grande  valeur  de  l'angle  cp  qui  appar- 
i  base  du  cône,  son  volume  entier  sera  repré- 


le  ces  intégrales  doubles  s'obtiendront  évidem- 
lanière  qui  a  été  expliquée  à  la  fin  du  numéro 


pôle  était  placé  dans  l'intérieur  du  corps ,  et 
exprimer  la  valem»  du  voliune  entier  de  ce 


ir     ,  ir 


parviendrait  en  prenant  — 5  et  5  pour  les 

z       z 

ileurs  de  Tangle  ^^  et  0  et  2n  pour  celles  de 

>i  ce  volume  est  représenté  par  l'expression     • 


^fT  "^^P  «^*-^^*-'^- 


onner  une  application  de  ces  formules  géné- 
ellipsoïde  rapporté  à  ses  diamètres  rectangu- 
';q  nation  est 
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5  +  g+^.i.     ou     .=c\AIf3J. 

a^byC  désignant  les  trois  demi-diamètres  qui  coïncident 
avec  les  axes  des  x,  des  y  et  des  z.  La  section  de  la  sur- 
face'du  corps  par  le  plan  des  fl:y  a  pour  équation 


j.+si=*.    °»    »=ft\/ï^> 


X-, 


et  cette  valeur  fonne  la  limite  du  corps  dans  le  sens  des  y. 
Les  limites  du  corps  dans  le  sens  des  x  sont  données  par 
les  abscisses  x= — a  et  x=:a.  Donc  le  volume  de  la  moi- 
tié de  Tellipsoïde  située  au-dessus  du  plan  des  xy  est  ex- 
primé par  rintégrale  double 

OU  si  Pon  veut. 

Or,  on  a  en  premier  lieu , 
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le  premier  membre  représente  évidemment  l'aire 

/f^*(a* x*] 

le  dont  le  rayon  est  1/  — ^ — 5 — i.  D  reste  donc 

)  rintégrale 

aleur  est  ;  ce  qui  donne  — 3 —  pour  le  vo- 


er  de  Tellif 

!tte  formule  donne  ^  conformément  aux  résultats 

par  la  géométrie,  — ^—  pour  le  volume  de  la 
3 

it  a  désigne  16  rayon;  On  obtient  le  même  résultat 

lière  très-simple  par  la  formule  du  numéro  337. 

'équation  de  la  surface  de  la  sphère  étant  r£=a> 

ule  devient  ici 


>s.  4/ = sin.  4/ ,  et  par  conséquent  /    d<|;.co8.  ^z=i%. 


a_3    /*CL— 

prendre  l'intégrale  —  f      Ap,  dont  la  valeur 
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r  Alrcf  des  rarfiMci  d'une  Usure  «aeleaiKIBe. 

340.  L'évaluation  générale  de  Taire  d'une  surface ,  dont 
nous  supposons  les  points  rapportés  à  des  axes  rectangu- 
laires 9  dépend  de  considérations  analogues  à  celles  qui  ont 
été  présentées  dans  le  numéro  335.  Toute  question  de  ce 
genre,  qui  pourrait  être  proposée,  se  ramènera  toujours 
à  déterminer  la  valeur  de  la  partie  de  Taire  d'une  surface 
dont  Téquation  est 

qui  est  comprise  dans  un  contour  dont  la  projection  sur  le 
plan  des  xy  est  une  ligne  quelconque  donnée  Mm^Nm, 
{fig.  52).  Conservons  les  dénominations  du  n°  335 ,  et  dé- 
signons par  t?  la  valeur  de  la  partie  de  Ttdre  dont  il  s'agit , 
qui  se  projette  sur  le  plan  des  xy  en  Mm^Nm, ,  et  qui  est 
une  fonction  déterminée  de  Tabscisse  op  ou  x.  L'inter- 
valle pq  représentant  dx,  la  partie  de  Taire  de  la  surface 
proposée  qui  se  projette  sur  le  plan  des  xy  en  m^n^n^fn^ 
représentera  dv.  On  aura 


pour  l'expression  de  v,  et 


f: 


dv, 


dVy 


pour  l'expression  de  la  totalité  de  Taire  demandée,  qui  se 
projette  en  IVfiniNm,.  Mais  Taire  projetée  en  tîijnjn,m,  est 
la  somme  d'un  nombre  infini  d'éléments  difi'ércntiels ,  tels 


qui  se  projette  sur  le  rectangle  m>fn{k,  dont  le 
^st  égal  h  dx,  et  le  côté  mi».  est  égal  à  dy.  On 
leurs  l'expression  de  l'élément  dififérentiel  dont  il 
remarquant  d'une  part  ^  que.  la  surface  proposée 
3gardée  comme  coïncidant  dans  l'étendue  corres- 
à  cet  élément  avec  son  plan  tangent  mené  au 

m  est  la  projection;  et  d'autre  part,  que  Faire 
re  quelconque  tracée  sur  un  premier  plan^  est 
ire  de  la  projection  de  cette  même  figure  sur  un 
Q  divisée  par  le  cosinus  de  l'angle  compris  entre 
[ans.  Or^  le  cosinus  de  l'angle  que  le  plan  tan- 
urface  proposée  forme  avec  le  plan  des  xy  étante 
n°  217, 


t 


'ssion  de  l'élément  différentiel  de  Taire  de  la 
se  projette  sur  le  rectangle  tnvri^A.  Il  en  résulte 
ant  une  quantité  infiniment  petite  du  second 
ira 


-/>vW^ 


+  i. 


pésentant  les  ordonnées  fn^p  et  m^p  qui  sont 
Dnction  de  x;  et  par  conséquent. 


^>f>sm^ 


+1. 


I 
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pour  rexprp86k>n  de  la  portion  de  Tiiifs  demandée  qui  se 
projette  en  Mmiin,,  puis 

pour  l'expression  de  la  totalité  de  cette  aire. 

341.  Nous  appliquerons  cette  form|ile  gégéra)Q  à  1^  re^ 
cherche  de  Taire  de  la  surfoce  sphérique ,  dont  TécjuatioQ 


«•  +  y'  +  »*  =  a«  ou  a=^û«— atf— y», 

l'ongine  des  coordonnées  étant  placée  aq  q^tve ,  çt  a  per 
présentant  le  rayon.  Cette  équation  donnant 

et  la  limite  de  la  surface  dans  le  sens  des  y  étant  représentée 
par  l'équation 

a?«-f-y*  =  a«»  ou  y^y^a*—»*, 

qui  appartient  à  l'intersection  de  cette  surface  et  du  plan 
des  xy;  la  formule  du  numéro  précédent  donnera 


y*+4. 


ou 
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)  de  la  moitié  de  la  surface^  qui  est  située  au- 
plan  des  xy.  Mais  on  a 

f,        ^      =:  =  C  +  apcsin.    ,    ^       , 


liant  rintégrale  entre  les  limites  indiquées , 


*^a'— a?* 


ur  est  2na';  ce  qui  donne  4na'  pour  la  valeur 
ère  de  la  surface  spbérique. 
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.    IirrÉGRAlBS  BforaiBS.— DIFFiRBOTIAnON 
KT  INTiIgRATION  SOUS  LB  SICHC  /. 

ne  intégrale  définie  telle  que 

ible,  ^  (a)  une  fonction  quelconque  de  «,  a  et  6 
tes.  Cette  formule  est  regardée,  conformément 
a  vu  dans  Tartide  XXVIU,  comme  présentant 
onslante  déterminée;  on  s'en  forme  une  idée 
i  concevant  qu'elle  exprime  l'aire  de  la  courbe 
l'abscisse,  et  /{«)  l'ordonnée,  cette  aire  étant 

1 
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comprise  entre  l'axe  d^  abscisses ,  la  courbe  et  les  ordonnées 
correspondantes  aux  abscisses  a  =  a  et  a  =  6.  On  pourra  tou- 
jours obtenir  d'une  manière  exacte  ou  approchée  la  valeur 
de  la  formule  dont  il  s'agit,  à  l'exception  des  cas  où  l'ordon- 
née f  (a)  deviendrait  infinie  pour  une  ou  plusieurs  valeurs  de  a 
comprises  entre  les  limites  a  et  h,  et  de  ceux  où  l'on  aurait 
a  ou  6  =  ±:  00  ;  ces  cas  exigent  le  plus  souvent  un  examen 
spécial. 

343.  Nous  remarquerons  maintenant  qu'une  intégrale  dé- 
finie peut  être  considérée  sous  un  point  de  vue  plus  étendu , 
en  admettant  que  la  fonction  désignée  par  f  (a)  contienne  une 
quantité  variable  x.  L'expression  précédente  devient  alors  une 
fonction  variable  de  a;,  dont  la  valeur  dépend  de  la  forme  de 
la  fonction  ^(a),  et  des  limites  a,  6.  En  effet,  lorsque  l'inté- 
gration définie  indiquée  par  rapport  à  a  est  effectuée,  cette 
quantité  a  a  disparu ,  et  il  ne  reste  plus  qu'une  fonction  con- 
tenant la  seule  variable  x. 

La  variable  a;  pourrait  être  aussi  contenue  dans  rexpression 
des  limites  désignées  par  a  et  6.  Ainsi  l'expression  générale 
d'une  intégrale  définie  représentant  une  fonction  de  x  est 


-/ 


douf(x,  «). 

<^x 


344.  Proposons -nous  de  différentier  cette  nouvelle  espèce 
de  fonction,  c'est-à-dire  de  connaître  l'accroissement  dX  cor- 
respondant à  l'accroissement  infiniment  petit  (to  de  la  varia- 
ble, fin  supposant  d'abord  que  les  limites  de  l'intégrale  déâoie 
aoieatles  constantes  a  et  b  »  on  aura 


—  3  — 


Si  nom  adnuttoai  maintenant  que  les  Umites  soient  «e 

ei  jix,  nooi  aurooi 


*=y!!2!4«-'-*^-]. 


c'est-à-dire 


dx 


ù,  en  négligeant  les  quantités  infiniment  petites  du  se- 
d  ordre, 

conséquent 

e  résultat  précédent  devient  très-sensible  lorsqu'on 
ente  l'intégrale  définie 
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J  fa? 


comme  exprimant  Taire  PMNQ  (/î^.  54)  de  la  courbe  MN 
dont  l'ordonnée  est  ([x^ol],  cette  aire  étant  prise  entre 
les  abscisses  OP  =  <p  [x]  et  OQ  =  ^\x).  !<>  Par  la  seule 
variation  de  x  dans  /"(ar,»),  la  courbe  se  transporte 
en  muj  et  Taire  augmente  de  Tespace  MmnN  représenté 

par  1       da. .        ,^  ^'  dx.  2«  Par  la  seule  variation  de  x 
J  ^x  dx 

dans  la  limite  inférieure  <p  (x)y  Taire  diminue  de  Tespace  PMM'P' 
représenté  par  f[x^  ^x).  -^  dx.  3»  Enfin  parla  seule  va- 
riation de  X  dans  la  limite  supérieure  ^  (a:).  Taire  augmente 

d»^x 
deTespaceQNN'Q' représenté  par /"(a?,  4/a?).  -^  dx.  La  va- 
riation simultanée  de  x  dans  les  trois  fonctions  fix,  a) ,  <p  {x) 
et  ^  {x)  change  d'ailleurs  Taire  PMNQ  en  Fm'n'Q'.  La  varia- 
tion totale  de  cette  aire  est  donc  exprimée  par  les  trois 
termes  de  la  formule  précédente ,  lorsqu'on  néglige  les  es- 
paces Mmm'M'  et  Nnii^N'  qui  sont  infiniment  petits  du  second 
ordre. 

346.  On  voit  par  ce  qui  précède,  qu'ayant  Tégalité 


=/: 


douf{x,a). 


les  limites  a,  b  étant  supposées  constantes,  on  obtient  le 
coefficient  différentiel  du  premier  ordre  de  la  fonction  X  en 
remplaçant  sous  le  signe  /  la  fonction  f(x,  a)  par  le  coeffi- 
cient différentiel  du  premier  ordre  de  cette  fonction  pris  par 
rapport  à  x.  Il  est  facile  d'en  conclure  que  si  Ton  multiplie 


—  5  — 

les  deux  membres  de  cette  même  égalité  par  (io?,  et  si  Tou 
intègre  de  part  et  d'autre^  on  aura 


jx.dx=:  i    dx.  idxflx.a). 


Ces  différentiations  et  intégrations  sous  le  signe  d'intégrale 
définie  donnent  le  moyen  de  déterminer  les  valeurs  de  cer- 
taines intégrales^  en  partant  des  valeurs  d'autres  intégrales 
déjà  connues. 

Détermination  de  quelques  intégrales  définies. 

347.  La  détermination  des  valeurs  des  intégrales  définies  y 
et  rétude  des  relations  qui  existent  entre  ces  valeurs ,  ont  beau- 
coup occupé  les  géomètres;  mais  nous  ne  pouvons  présenter 
sur  ce  sujet  que  quelques  aperçus. 

Lorsque  l'intégration  indéfinie  de  la  fonction  qui  se  trouve 
sous  le  signe  /  peut  être  effectuée ,  la  valeur  de  l'intégrale 
définie  proposée  s'en  déduit  immédiatement.  Il  suflSra  de  citer 
quelques  exemples  très-simples  d'intégrales  obtenues  de  cette 
manière. 

348.  Puisque  l'on  a 


/ 


dx 


on  ea  conclut ,  en  supposant  l'exposant  m  positif 

/v-.^=>     et     /; 

Pour  m  =  0,  on  a 


—  »  — 

349.  Les  équations 


/ 


dx        i         ,        X 
z- — i  =r  -  arc.  tang.  -, 

dx  m 

,       !    =  arc.  sin.  -  , 


donnent,  pour  a  positive^ 
dx 


j  a*+x*      2a' 


dx 


0   s/^^^      2' 

•  J    0  « 

comme  Ton  a^  en  intégrant  par  parties , 

on  trouve,  lorsque  a  est  un  nombre  entier  positif, 


/ 


00 

dx.x^Ke-^=i.2.3.U (a—l). 

0 


350.  Les  équations 

-  .  cos,(ix  ^  .  slD.âj; 

/  rfa?.sin.aa?.  =  —  ,        /  da?.cos.aa; =- 


a 


donnent 


cte.sin,ar = — ,  I      rfa7.c0a.ua?  = ^ . 

0  «  J  0  « 

Ainsi  la  valeur  de  la  première  intégrale  est  -  lorsque  a  est  un 
nombre  entier  impair,  et  zéro  lorsque  a  est  un  nombre  entier 


«conde  iniég^rale  est  toujours  égale  à  aéro  lorsque  a 
•nibre  entier, 
^es  équations 

a  a*     ' 

/  dx.a:  COS.  a*  =  î^  +  55^  . 

al ,  pour  a  entier, 


a 


"^      ,  COS.OTC  —  1 

0  û« 


conséquent^  suivant  que  a  est  entier  impair  ou  entier 
• ,  la  première  intégrale  est  +  -  ou  —  -;  et  la  seconde 
égrale  est  —  -^  ou  0. 
35^.  Des  équations 

f,     ^  ,        sin.â?.  c 
on  déduit 


/dx.cos..x=?i5:^^+Ja:, 


l     dx.sin.«a?=  j      rfa?.cos,««?5=  î  ; 
et  en  général,  les  formules  de  réduction  données  n*  294^ 

m  m  ' 

/da;.cos.«a;  = ~ ^  _^ /rfa;.co8.— «x , 

w*  fil 


—  8  — 

conduisent  aux  résultats  suivants  :  1**  lorsque  m  est  un  nombre 
entier  pair, 

0  J  0  2.Û.6. m    2* 

2*  Lorsque  m  est  un  nombre  entier  impair, 


ir 


J  0  J  0  3.5.7 m    » 

En  se  représentant  les  trois  intégrales  successives 

«  ar  X 

/rfa?,sin,  **-*«,         /     <te.sin.**a?,  1     «te.ain,  *"*+*x, 

comme  trois  aires  de  courbes ,  et  en  observant  que  la  seconde 
des  trois  ordonnées  positives 

sin.*'^*ar,    sin.*'"a?,    sin.**»+*x 

est  comprise  entre  les  deux  autres^  on  arrive  facilement  aux 
deux  inégalités  suivantes 

«r      2  2  4  A  6  6       2m— ^    2m— 2      2m 
2  "^  ï*  3*  3*  6'  5'  7  •'"•  2m— 3  '  2m— ï  *  2m^ 


V      2  2  û  /ii  6  6       2m— 2    2m— 2      2m         2m 
2  ^  1*3*3* 6'6'7  '•*•  2m— 3'  '2m— 1  '  2m-^'  2mTi* 

Le  rapport  de  ces  deux  produits  tend  vers  la  limite  1  quand 
m  augmente  ;  d'où  l'on  conclut ,  en  prenant  m  infini^ 

%_2  2  û  6  6  6  8  8 


Celte  expression  très-remarquable  du  nombre  ic  a  été  donnée 
par  Wallis. 

353.  Les  équations 

a»  +  6*  * 

/rfar.e-«.cos.6»  =  e— .      àsin.bx^aQ^bx 

û«  +  6«  • 

qui  se  déduisent  du  n*  292,  donnent 

rfjT.e-**.  sin.  bx  =    ^  .  . , ,    |      i(â;.r^,cos.6« = — ? 

et  Ton  peut  remarquer  qu'à  mesure  que  la  quantité  désignée 
par  X  approche  de  devenir  égale  à  zéro,  ces  expressions  ap- 
prochent de  plus  en  plus  des  limites  -r  et  zéro.  Néanmoins  les 
valeurs  des  intégrales 

dx.^.bx,        et         I      dx.eo8.ax^ 

prises  en  elles-mêmes^  sont  évidemment  indéterminées. 

35i.  Userait  superflu  de  multiplier  ces  exemples ,  puisque 
dans  des  cas  semblables  la  recherche  dont  il  s'agit  n'offre  pas 
de  difficultés.  Mais  les  géomètres  ont  détemuné,  dans  les  cas 
même  où  la  fraction  sous  le  signe  /  ne  peut  être  intégrée,  les 
valeurs  d'mi  grand  nombre  d'intégrales  définies.  Les  méthodes 
employées  pour  cette  détermination  consistent  principale- 
ment :  !•  à  déduire  les  valeurs  des  intégrales  cherchées  d'au- 
tres intégrales  déjà  connues,  au  moyen  de  la  différentiation 
ou  de  l'intégration  sous  le  signe  f-y  â^"  à  trouver  entre  la  fonc- 
tion que  représente  l'intégrale  proposée  et  ses  différentielles 


—  io- 
des relations  qui  %n  font  connaitre  la  joatuit;  X  à  pas— r  daa 
expressions  réelles  aux  expressions  imaginaires.  La  oonsidé* 
ration  des  intégrales  doubles  a  également  fait  connaître  plu- 
sieurs résultats  importants.  Nous  présenterons  quelques  exem- 
ples propres  à  donner  une  idée  des  méthodes  dont  il  s'agit. 
355.  Si  dans  l'équation  donnée  n°  348 , 


/: 


où  l'on  suppose  m  plus  grand  que  zéro^  on  multiplie  les  deux 
membres  par  dm,  et  que  Ton  intègre  à  partir  dems=n  , 
conformément  à  ce  qu'on  a  vu  n°  346,  on  trouvera 


/: 


1        a?"*"* — a:'*"*      ,m 


/: 


356.  Reprenons  les  équations  du  n""  353 , 

/*  b  r^  a 

cte.^-^sln.  bx  =  -i-TTi»    I       da:.e-«cos.  bx  =    ,  .  ^^ 

Multipliant  par  da,  et  intégrant  par  rapport  à  a  depuis  a  =  c, 
il  viendra 

ilx^  — H Bin.6d;aoaro.taDg.  ^— arctang.  f  =  are. tans.  ^^    ^^ 

X  °  6  "="  b  ^  b*  -f-or* 


/: 


2     c«  +  6«' 


357.  Si  Ton  fait  c  =  0  et  a  =  oo ,  ces  dernières  équations 
donnent 


/••  .  Pin,  to     n       .       f^  , 


cos.6j; 


—  41  — 


Dam  l'intégrale  /      dx  -— ^ —  on  suppose  b  positif,  sans 

«7   0  ^ 

TE  IZ 

quoi  il  faudrait  —  -  au  lieu  de  -.  Sa  valeur  est  et  doit  être 
indépendante  du  nombre  h.  En  effet,  supposant  a; =-,  cette 

0 

intégrale  se  change  en  /       dz  — '— ,  où  6  a  disparu. 

t/    0  Z 

358.  Soit  l'intégrale 


/ 


00 

dXA 
0 


En  la  multipliant  par  une  autre  intégrale  pareille  dans  la- 
quelle nous  écrirons  y  au  lieu  de  x  y  nous  aurons 

/oo  /»«  /»00  /»00 

dy.e^\  j      dx.€'"'=  f      dx  f      dy.e<y*+'\ 

Posons  maintenant  y  =  xt,  t  étant  une  nouvelle  variable. 
Quelle  que  soit  x  entre  les  limites  0  et  oo^  aux  valeurs  0 
et  oo  de  y  correspondront  également  les  valeurs  0  et  oo 
de  t;  et  l'on  aura  d'ailleurs  dy^=^xdt.  L'expression précé* 
dente  se  changera  donc  en 

/"^  dx    r*rff.a:.e- !+'')«'=   \      dt  /       ito;».é^H^K 
o  •/     0  J    ù  J    Ù 

Effectuant  d'abord  l'intégration  par  rapport  à  x,  elle  de- 
viendra 

1   r^    dt 

/di 
,    ,  =  arc.  tang.  ^ ,  et  par  conséquent 


—  4«  — 

j-j—  =  ',  nous  aurons  définitivement  -  -  pour   la 

dx.c"^.  Donc 

expression  très-remarquable,    et  fréquemment   employée 
dans  plusieurs  applications  de  l'analyse. 

359.  Cionsidérons  maintenant  l'intégrale. 

/oo 
rf*.c08.r«.e-^«". 

Différentiant  par  rapport  à  r,  on  trouve 

~  =  —  r     rfa?.aadn.ra?.tf-«'< 

Mais  nous  avons  en  intégrant  par  parties , 

d'où  Ton  déduit,  puisque  le  terme  hors  du  signe  est  nul  aux 
deux  limites  0  et  00  , 

Cette  équation  foit  connaître  la  nature  de  la  fonction  U^  qui 
est  nécessairement 

_^ 


—  13  — 
A  désignant  une  constante.  Ainsi  nous  avons 

<lr.  COS.  rx.  «"•*•■  =  A.  e    ♦•*• 

Pour  déterminer  la  constante  A^  on  supposera  r=sO,  ce 
qui  donnera 

/oo 
rfx.  *-'-•  =  A. 

d^e"*' =- \/îï,    obtenue  n*  358, 

on  déduit  en  faisant  r  =  aa? ,    /       dx.  r*'*'  =  r-^  =  A. 

L'expression  de  Tintégrale   proposée    est    donc   détiniti- 
vement 

dx.  COS.  ra;. «-•'•* rriî.e     »••. 

360.  Soit  encore  l'intégrale 

/**  .  QOS.ax 

2ibr 

et  prenons  d'abord  pour  limite  supérieure — ,  k  désignant 
un  nombre  entier.  En  écrivant  donc 


—  4i  — 

et  différentiant  deux  fois  de  suite  par  rapport  à  a  ^  confor- 
mément à  la  règle  donnée  n»  344 ,  il  viendra 

—=z—    r  "  d    ^^"^-  ^  Sfc:: 

c<*U  _  _^  /*  "    ,    jc*  COS.  flo;  ûArza 

d'où  l'on  conclut 


u — 7-1=  f        dxcos.ax^rr 


kkna 


(a^  +  Uir-'r 


ou  simplement  (  puisque  l'intégrale  du  second  membre  a  une 
▼aleur  nulle  ) , 


Admettons  maintenant  que  k  soit  un  nombre  infiniment 
grand  j  le  second  membre  de  cette  équation  deviendra  infini- 
ment petit.  Par  conséquent  si  U  représente  Tmtégrale  pro- 
posée, nous  aurons 

Cette  équation  détermine  la  nature  de  la  fonction  U^  dont 
l'expression  la  plus  générale  est 

Ae-^  +  Be», 
A  et  B  désignant  deux  constantes  arbitraires.  Mais  il  est 


--15  — 

Ton  doit  faire  B  =  0,  puisque  la  valeur  de  l'inté- 
sée  ne  peut  croître  indéfiniment  avec  le  nombre  a. 
simplement 

/***      ,     C08.CUC         ^    ^ 
o  4  +  x» 

terminer   la  constante  A  y  on  supposera  a  =  0  ^ 

' — \ — ;  =--  =  A,  il  vient  définitivement 
^     1  -H  a;*       2 


/**    ,    COS.  or 


7C 

2^- 


3/ 

.  Si  Von  remplace  dans  cette  équation  a?  par  —,    et  a 

fil 


\a  y  elle  se  change  en 


3m 


;a  dlff éreûtiant  par  rapport  à  a ,  on  a  le  résultat  non  moins 
awqviable 


/*  j   xsin.  or      « 


362.  Pour  donner  un  exemple  de  l'usage  des  Imaginaires 
\ous  prendrons  l'intégrale 


/ 


dx.  COS.  2ra7.e~*\ 

ao 


En  remplaçant  cos.  îrx  par  sa  valeur  en  exponentielles  ima- 
ginûres,  elle  deviendra 


—  46  — 


OU  en  multipliant  et  divisant  par  r^*,  afin  de  rendre  les 
exposants  de  e,  sous  les  signes  d'intégration,  des  quarrés 
parfaits, 

r     J  ^<^  2       J  -oo 

Mais  on  a ,  comme  on  Ta  vu  n"*  358 , 

r*  ite .  r*'  =  I  V^s  ♦  et  par  conséquent    j  ^    ite.e'»"=r  ^7i  ; 

d'où  l'on  conclut 

quelle  que  soit  la  constante  réelle  6.  Étendons  maintenant  ce 
résultat  aux  valeurs  imaginaires  de  6,  en  faisant  h=:tr  ^ — ï  • 
Texpression  précédente  de  l'intégrale  proposée  deviendra 

dao.  C08.  2r«.  e-**  =  ^îc.  r^\ 

et  Fon  aura  par  conséquent 

/»  ,     1    -     » 

da?.  cos.  2r«.e-*  ==  j  ^ice-^ , 

Ce  résultat  s'accorde  avec  celui  qui  a  été  obtenu  n"*  359. 


—  i7  — 

OMDITIOÎYS     I>'ll«TÉGRABlLITB    POUR  LES  fOMCTIONS  DIFF^BN- 
i      DU     PREMIBR     ORDRE    A     PLUSIEURS     VARIABLES    INDléPElf- 

$.   ITVréGRATION  DE  CES    FONCTIONS  LORSQU'ELLES    SATIS- 

AX3X   CONDITIONS   d'iNTÉGRABILIT^. 

Considérons  une  fonction  différentielle  d'une  seule 
le  telle  que  Xcte ,  X  désignant  une  fonction  contenant 
\able  oc  et  des  quantités  constantes.  La  fonction  Xdx 
a  toujours  être  regardée  comme  la  différentielle  exacte 
}  certaine  fonction  de  x.  En  effet,  ou  Xdx  sera  la 
:entieUe  d'une  fonction  connue  de  â? ,  et  dans  ce  cas 
îgralîon  s'effectuerait  immédiatement ,  ou  du  moins  l'on 
rra  effectuer  cette  intégration  en  développant  la  fonction 
n  série  ordonnée  en  suivant  les  puissances  entières  de  la 
iable  x  ou  x — a,  et  prenant  l'intégrale  de  chaque  terme. 
^64.  Soit  maintenant  une  fonction  difiërentielle  du  pre- 
er  ordre  de  deux  variables  a;,  y,  telle  que  Prfar  +  Qrfy, 
i  P  ,  Q  désignent  des  fonctions  quelconques  de  x  et  y.  Une 
\\e  fonction  ne  peut  pas  être  regardée  en  général  comme 
tant  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  àe  x^  y  \  cela 
l'a  lieu  qu'autant  qu'il  existe  une  certaine  relation  entre 
es  quantités  F  et  Q.  En  effet,  soit  U  une  fonction  quel- 
conque de  ar,  y;  la  différentielle  complète  de  U,  c'est-à-dire 
V«LCcroissement  de  U  correspondant  aux  aclcroissements  si- 
multanés ix  et  dy  de  x  et  y,  sera ^  comme  on  Ta  vu  dans 
Yarticle  IV, 

od  1- ,  -p,  représentent  respectivement  les  coeflScients  dif- 
férentiels de  la  fonction  U  pris  en  regardant  x  seule  comme 
2«  xmto.  3 


-18- 

variable ,  et  y  seule  comme  variable.  Il  faut  donc ,  pour  que 
la  fonction  proposée  Pdx  +  Qdy  résulte  de  la  différentiation 
d'une  fonction  quelconque  U  y  que  Ton  puisse  écrire 

Mais  on  a,  comme  on  Pa  vu  n»  69,  3— p  =  -i-^-;  donc  on 

dxdy      dydx^ 

devrait  avoir  également 

rfP  _rfQ 

équation  qui  exprime  la  relation  qui  doit  subsister  entre  les 
fonctions  P,  Q,  pour  que  Vdx  +  Qrfy  soit  la  différentielle 
d'une  fonction  quelconque  de  j;,  y. 

365.  Si  la  fonction  proposée  est  Vdx  +  Qdy  +  Kdz ,  où 
P,  Q,  R  désignent  des  fonctions  quelconques  de  a?,  y,  z,   on 
remarquera  que  U  étant  une  fonction  quelconque  de  «,  y,  z 
(ma 

Mais 

dîxrfy  ""  rfyrfx  •        dxdz  "  dzdx  '       rfy rf^  ~  iôSay  ' 

Donc  la  fonction  proposée  ne  pourra  être  la  différentielle 
d'une  certaine  fonction  de  x,  y,  z,  à  moins  que  les  fonctions 

P^  Q,  R  ne  satisfassent  aux  conditions 


dP      dQ 

dP      rfR 

éQ      dK 

dy"  dx' 

dz''  dx' 

dz~  dy 

Bt  ainsi  de  suite  s'il  y  avait  un  plus  grand  nombre  de  va- 
riables. 


—  49  — 

366.  Lorsque  les  fonctions  différentielles  proposées  satis- 
font aux  conditions  d'intégrabilité ,  on  peut  en  obtenir  Tinté- 
grale  de  la  manière  suivante.  Soit 

rintégrale  U  doit  nécessairement  être  de  la  forme 

en  désignant  par  Y  une  fonction  de  la  Variable  y  seule.  Or, 
cette  dernière  équation  donnerait  : 


quantité  qui  doit  être  égale  à  Q.  Ainsi 

dY      ^      rdP, 
Ty='^''Jdy^^ 

et 

X  =  cansU  -h  Sdy  (Q  —  f(^^\ 

L'intégrale  cherchée  est  donc 

U  =  const.  +  Sdx.P  -f  Sdy  (Q  —  jdx~-\. 

367-    On   vérifie  que  ce  procédé   d'intégration  suppose 
rexistence  de  la  condition  indiquée  n°  364.  En  effet ,  pour 

que  la  quantité  Q  —  /  ^^  T"  soit  une  fonction  de  y  seule ,  il 

aut  que  la  différentielle  de  cette  fonction  prise  par  rapport 
a:  sait  nulle  ,  c'est-à-dire  que  Ton  ait 

dx     dy"   ' 


—  ÎO  — 
968.  Soit  pour  exemple  la  fonction  différentielle 


ydx  —  xdy 


Comme  nous  avons 


d_  (    y    \  _x«  +  y*—y'^_  ^p'^^yl 

dy  \x^  +  y V  (^'  +  y')*  (x«  -f  y «)«  ' 

_rf   /   — X  \ ar'  +  y*  —  x.2j;  _   j?*  —  y» 

la  fonction  proposée  satisfait  aux  conditions  d'intégrabi- 
lité.  En  suivant  la  méthode  précédente ,  nous  écrirons 
donc 


dU_  X  dY 

dy"      y'  +  X*-      dy 

Mais  en  comparant  avec  la  fonction  proposée ,  on  voit  que 
—  doit  être  nulle.  L'intégrale  cherchée  est  donc  simple- 
ment 

U  =  consL  +  arc  tang.  -. 

309.  Soit  encore  proposée  la  différentielle 

X»  +  y*       \  X        y  J 

Elle  satîs&it  aux  conditions  d'intégrabilité^  car  Ton  trouve 

cfl>_tfQ_    X*— y* 
dy^dx*"(x«  +  y7" 


—  u  — 

Nous  écrirons  donc 

qui  se  met  &cilement  sous  la  forme 
et  donne 


U  =  arctang.|+te  +  T. 

On  en  déduit 

rfU             X       ^  dï 

dy~     ««  +  y*'*"rfy' 

et  en  comparant 

avec  la  différentielle  proposée. 

a?'  +  a:y  +  y*              x          ctY 

(x^+y*)y             x^  +  y^'^dy 

d'où 


^  = ,    et  par  conséquent    Y  =  cmut.  -4y. 


L'intégrale  cherchée  est  donc 

U  =  arc  tang.  -  +  /  -  +  canst. 

y      y 

370.   Les  mêmes  considérations  s'appliquent  aux  différen- 
tielles contenant  trois  ou  un  plus  grand  nombre  de  variables. 

Soit 

rfU  =  Pdx  +  Qdy  +  Mz , 

une  différentielle  proposée  satisfaisant  aux  conditions  d'inté- 
grabilité  indiquées  n''  365.  L'intégrale  U  doit  néoessairemen  t 


—  M  — 
être  de  la  forme 

T  désignant  ici  une  fonction  des  variables  y  et  jr  seules. 
Cette  équation  donne  comme  ci-dessus , 

.  dy~'  J  dy  dy* 

quantité  qui  doit  être  égale  à  Q.  Donc 

i=^-/î'^'      «*     T  =  ;d,(Q-/dx|)+Z. 

Z  désignant  une  fonction  de  la  variable  z  seule.   Ainsi 
Ton  a 

et  par  conséquent 

dz=^'^dz^^'^y\Tz-^'^didz)-^di 

Cette  dernière  quantité  devant  être  égale  à  R ,  la  fonction  Z 
est  déterminée  par  Téquation 


dz' 


ce  qui  donne 

.=»»,.  +  /^[,-/^g-;*(g-/^'^)]. 

Ainsi  l'intégrale  cherchée  est 

V^consL  -hSdx.-p-hJdy  0>  —  Sdx^\ 


—  M  — 


érifle  encore  ici  que  ce  procédé  d'intégration 
stence  des  conditions  d'intégrabilité  indiquées 
-et^  pour  que  le  second  membre  de  l'équation 

rfY        ^         r  rfP  ^^ 

dy      ^     ^  dy 

e  premier,  indépendant  dex,\\  faut  que  la  dif- 
>e  par  rapport  à  x  soit  nulle,  c'est-à-dire  que 

dP_rfQ 
dy^di»' 

que  la  quantité 

ion  de  z  seule,  il  faut  que  les  différentielles  de 
prises  par  rapport  à  jr  et  par  rapport  à  y  soient 
donne 


R        rfP ç.     /  u-M   tiir  \ 

v'^dz      ^^\dzdx     dydz) 
/  ' dzdy 


rfzrfi/      dz  dydz 


i  dernières  équations ,  les  termes  où  entre  le 
'uisent  en  vertu  de  la  relation  obtenue  d'abord 
)n  »  donc  finalement,  comme  an  d*  dAé , 

ly~~  dx'     dz"  dx*     dz      dy' 
)ur  exemple  la  diâârentielle 


rfy- 


2^ 


4J»  +  -|5« 


di;. 


—  24  — 

Elle  satis&it  aux  conditions  d'intégrabilité  :  car  on  trouve 

dP_  rfQ_         tixy        dP _ dR _     àyz        dO_çfR ^ 

dy"  dx~     (j;*+y«)» *  dz^dx'' (x»+^«)« '  dz'~  dy~^' 

Nous  écrirons  donc 

qui  revient  à 

c'est-à-dire 

Cette  expression  donne 

dU_     2y         dY 
dj/  ""  aî«+j/«      dy* 


et  en  comparant  avec  la  fonction  proposée,  on  voit  que 

-r-  doit  être  nul 
dy 

On  aurait  alors 


//Y 

3-  doit  être  nulle.  Donc  Y  ne  peut  contenir  que  la  variable  z 


du  _         2z         dï 

dz  ""      x^H-z*  ■*■  dz  • 

et  en  comparant  encore  avec  la  fonction  proposée ,  on  voit 

/fV 

que  -T~  doit  être  nulle.  L'intégrale  cherchée  est  donc  sim- 
dz 

plement 
373.  Soit  encore  pour  exemple  la  différentielle 
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r     £M-(j/— -£)*  rfy      ar*4-y*— ^*  dz      ydz      dz 

conditions  d'intégrabilité ,  car  on  trouve 

5  _  rfR ûy^ jl^ 

loncy  conformément  à  la  méthode  précé- 

jA |.î ^ 


>équent 

J  =  /a?  —  /  (aî«+  y«+  ^«)  +  Y. 
^U  _  2y  çfY 

avec  la  dififérentielle  proposée  donne 

et  par  conséquent  T  =  -  +  Z. 

z 

actuellement 
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Donc 

dz  '^      a?*+y»+2;»      z^  ^  dz*^ 
et  en  comparant  avec  la  différentielle  proposée , 

d'où 

^  =  -  +  ^,    et  par  conséquent  Z  =  iz^  ^  +  const. 

L'intégrale  cherchée  est  donc 

374.  n  est  superflu  de  remarquer  que  Ton  parvient  au 

même  résultat  quelle  que  soit  la  variable  par  laquelle  on 

commence  l'intégration.    Si  dans  l'exemple  précédent ,  on 
veut  commencer  par  la  variable  Zy  on  écrira 

"  -  ■'  ^  \{x^Jry^J^z^)z      z«  +  ^V  +  ^ . 

X  désignant  une  fonction  de  a;  et  y  seules.  Cette  équation 
revient  à 


ou 


U  =  -/(aî«+yH^*)+te  +  |-^  +  X. 


On  en  déduit 
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/D^  2a?  dX, 

îc  la  fonction  proposée  Ton  a 

?— yt— ^t    ^  ^        2a?  dX 

+i/-\-z*)x  ""      a?*+y*+2*      (te  ' 


:-,       et       X  =  to  +  T, 

X 


i  fonction  de  y  seule.  Nous  avons  donc 


p»+y'+^«)  +  /2+|  — ^  +te+Y, 


2y  .   i    ,  ^ 

a?*+y»+^'      z      dy  • 

avec  la  fonction  proposée ,  on  voit  que 
e ,  ou  que  la  fonction  Y  se  réduit  à  une 
eur  complète  de  U  est  donc  comme  ci- 

XZ  V  1 

ms  réquation 

du  =  Pda?  +  Qdy , 

e  est  une  différentielle  exacte ,  U  est  une 
X  variables  indépendantes  x,  y.   Dans  la 
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géométrie  on  regardera  cette  fonction  comme  l'ordonnée 
d'une  surface ,  mesurée  perpendiculairement  au  plan  dans 
lequel  seront  comptées  les  deux  abscisses  x  et  y.  Mais  il  n*en 
est  plus  de  même  si  la  fonction  différentielle  Pdx  -f-  Qdy 
ne  satisfait  pas  aux  conditions  d'intégrabilité.  L'équation 
dont  il  s'agit  n'a  plus  alors  aucun  sens^  puisqu'on  ne  peut 
plus  la  concevoir  dérivée  d'une  relation  analytique  existante 
entre  les  trois  quantités  U ,  rr,  y.  On  ne  peut  lui  en  donner  un 
qu'en  établissant  une  certaine  relation  entre  les  variables 
X  et  y,  qui  ne  seront  plus  alors  toutes  deux  indépendantes. 
Posant  donc  y  =  <p  (oc)^  <p  désignant  une  fonction  entièrement 
arbitraire ,  l'équation  proposée  deviendra  de  la  forme 

M  étant  une  fonction  de  x  seule ,  qui  contiendra  la  fonction 
arbitraire  <p{x)'et  son  coefficient  différentiel  du  premier  ordre. 
L'équation  dU  =  Mdx  peut  toujours  être  intégrée.  La  fonc- 
tion U  qui  sera  donnée  par  l'intégration ,  représentera  l'or- 
donnée d'une  courbe  dont  la  projection  sur  le  plan  des  a;,  y  a 
pour  équation  y  =  (f(x);  et  il  est  évident  qu'à  raison  de 
rindétermination  de  la  fonction  f,  il  existe  une  infinité  de 
courbes  différentes  auxquelles  l'ordonnée  U  peut  appar- 
tenir. 

Ces  notions  s'étendront  facilement  aux  cas  où  la  fonction 
différentielle  proposée  contient  un  plus  grand  nombre .  de 
variables. 
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▲TlOIfS  DIFFÉRENTIELLI»  DU   FRBMIIR   ORDRE 
A  DEUX   VARIABLES. 


»rend  en  général  sous  cette  dénomination 
)  la  forme. 


<-.î'.2)=o. 


^st  regardée  comme  la  variable  indépen- 
me  fonction  variable  dont  la  valeur  dépend 

~  est  le  coefficient  différentiel  du  premier 

ar  rapport  à  x,  c'est-à-dire  le  rapport  des 
nultanés  des  variables  x  et  y.  Il  s'agit  de  se 
le  la  relation  qu'une  telle  équation  établit 
iables. 

ir,  on  remarque   que  Téquation  propo- 

dy 
être  censée  résolue  par  rapport  à-^, 

n  ait  tiré 


S=T<'.I 


^nant  une  fonction  qui  peut  en  général 
lusieurs  valeurs  distinctes.  Admettons  en  '^ 

le  ne  présente  qu'une  seule  valeur,  et, 
;  considérons  x  comme  une  abscisse  et  y 
correspondante ,  en  sorte  que  l'équation 
résenter  la  figure  d'une  courbe  plane.  Si 
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l*on  attribue  arbitrairement  k  x  et  y  deux  valeurs    quel- 
conques a  et  6,  l'équation  précédente  donnera  pour  - —  une 

valeur  déterminée ,  au  moyen  de  laquelle  on  pourrait  con- 
naître quelle  serait  la  variation  fort  petite  de  y  à  partir  de 
la  valeur  6,  si  ar  venait  à  augmenter  ou  à  diminuer  d'une 
quantité  très-petite  à  partir  de  la  valeur  a.  En  effets  Aa?  re- 
présentant un  très-petit  accroissement  de  a?,  on  a  sensible- 
ment Ay  =  -^  Ax.  Attribuant  ensuite  k  x  eiy  dans  l'équa- 

dX 

dy 
tion  précédente  les  valeurs  a  +  ajj  et  6  -^-  ^  àx,  cette  équa- 

dy 
tion  donnera  une  nouvelle  valeur  de  ~  qui  pourra  être  em- 

ployéede  la  même  manière.  Il  est  évident  qu'en  opérant  ainsi , 
on  peut  obtenir  une  courbe  qui  s'approchera  indéfiniment  de 
la  courbe  proposée  à  mesure  que  l'on  attribuera  des  valeurs 
de  plus  en  plus  petites  aux  accroissements  Aor.  L'équation 
proposée  doit  donc  être  regardée  comme  déterminant  la  fi- 
gure d'une  certaine  courbe  dont  on  peut  prendre  arbitraire- 
ment un  point  quelconque. 

Suivant  la  position  arbitraire  que  Ton  attribuera  au  pre- 
mier point  des  courbes  qui  seraient  construites  par  le  moyen 
de  l'équation  précédente ,  non-seulement  la  position ,  mais 
en  général  la  figure  de  ces  courbes  seront  différentes.  Néan- 
moins elles  auront  toutes  un  caractère  commun ,  dont  la  na- 
ture est  exprimée  par,  l'équation  différentielle  proposée. 
Ainsi ,  k  proprement  parler,  cette  équation  différentielle  ex- 
prime une  propriété  commune  à  une  infinité  de  courbes  que 
l'on  peut  concevoir  tracées  sur  un  plan.  Cette  propriété  dé- 
termine l'inclinaison  de  la  tangente  dans  un  point  quel- 
conque, en  fonction  des  coordonnées  de  ce  point    :   elle 


-  31  — 

n  de  construire  la  courbe  entière ,  lorsqu'un 

e  de  cette  courbe  est  déterminé. 

rquer  d'ailleurs ,  que  le  choix  de  l'une  qnel- 

bes  en  nombre  infini  auxquelles  appartient 

entielle  prof>osée  dépend  d'une  seule  quan- 

suffira  de  fixer,  par  exemple ,  la  valeur  de  y 

i  celle  de  â?  =  0.  En  effet,  Ton  doit  toujours 

ne  courbe,  quel  que  soit  celui  des  points  de 

Ton  se  soit  donné. 

s  en  second  lieu  que  l'équation 

aleurs  différentes  pour  le  coefficient  diffé- 

it  considérer  chacune  de  ces  valeurs  à  part, 

le  qui  a  été  dit  dans  le  n*"  précédent.  On 
que  l'équationr  différentielle  proposée  ap- 
s  systèmes  de  courbes  tracées  sur  un  pian , 
1  différents  sens.  Cette  équation  exprime 
nmunes  à  toutes  les  courbes  en  nombre 
ennent  respectivement  à  chacun  de  ces 
ttés  au  moyen  desquelles  la  tangente  est 
n  point  quelconque  des  courbes  en  fonc- 
ées de  ce  point  ;  en  sorte  que  ces  courbes 
kstruites  au  moyen  de  Téquation  proposée, 
ts  était  donné. 

de  concevoir  d'après  cela  ce  que  doit  être 
e  ou  l'intégrale  de  Téquaiion  différen- 
te équation  primitive ,  si  Ton  veut  qu'elle 
ralité  que  l'équation  différentielle,  doit 
elconque  des  courbes  qui  pourraient  être 


—  3«  — 

coDftruites  au  moyen  de  cette  équation.  Ainsi ,  I*  il  faut 
qu'elle  contienne  une  constante  arbitraire ,  c'est-à-dire  dif- 
férente des  constantes  qui  peuvent  se  trouver  dans  l'é- 
quation différentielle  proposée,  et  qui  entreraient  dans 
l'expression  analytique  de  la  propriété  représentée  par 
cette  équation.  L'indétermination  de  la  constante  dont  il 
s'agit  donnera  au  résultat  toute  la  généralité  nécessaire  pour 
qu'il  représente  le  système  entier  des  courbes  auxquelles 
convient  l'équation  proposée.  2*  il  faut  que  cette  équation  pri- 
mitive satisfasse  à  l'équation  différentielle  proposée  <»  c'est-à- 
dire  que  les  valeurs  de  y  et  -^  qui  seraient  tirées  de  l'équa- 
tion primitive  et  de  sa  différentielle  étant  substituées  dans 
l'équation  proposée,  la  rendent  identique^  ou  du  naoins 
qu'en  éliminant  la  constante  arbitraire  entre  Téquation  pri- 
mitive et  sa  différentielle ,  on  retrouve  l'équation  proposée. 

379.  Toute  équation  en  termes  finis  qui  satisfait  à  une 
équation  différentielle  proposée,  et  qui  contient  une  constante 
arbitraire,  est  V intégrale  générale  de  cette  équation  différen- 
tielle. Cette  intégrale  générale  donne  les  intégrales  particu- 
lières quand  on  y  attribue  diverses  valeurs  à  la  constante 
arbitraire. 

U  existe  dans  beaucoup  de  cas  des  équations  primitives 
qui  satisfont  à  une  équation  différentielle  proposée,  mais  qui 
ne  contiennent  pas  de  constante  arbitraire.  Quelquefois  ces 
équations  sont  des  intégrales  particulières  dans  lesquelles 
la  constante  arbitraire  a  disparu,  à  raison  d'une  certaine  va- 
leur que  Ton  aurait  attribuée  à  cette  constante ,  comme  cela 
aurait  lieu ,  par  exemple ,  si  on  l'avait  supposée  égale  à  zéro 
ou  infinie.  D'autres  fois  les  équations  primitives  dont  il  s'agit 
ont  un  caractère  spécial ,  et  doivent  être  considérées  à  part  : 
elles  constituent  alors  ce  qu'on  a  nommé  sol/uiûm$  partieu- 
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»ous  oocupoQs  seulement  étxusciti orticle  de  la 

l'intégrale  générale. 

)ur  exemple  l'équation  différentielle 


d.v  jc     '    , ,  , 

le  que  cette  équation  appartient  à  une  ligne 
que  passant  par  le  point  dont  les  coordonnées 
=  6.  L'intégrale  générale  est 

y  —  ax  —  ft  =  0. 

équatioD  primitive  satisfinit  à  l'équation  diflfë* 

e  que  les  valeurs  y  =  ax  -\-  H,  --^^  à,  que 

ax 

y  rendent  identique  cette  équation  différent 

elle  contient  la  constante  arbitraire  a  qui 

is  réquatioo  proposée,  kn  faisant  varier  cette 

ntégrales  particulières  qu'on  obtiendra  repré- 

s  les  lignes  droites  diy^seqent  inclinées  qui 

l'axe  des  y  y  à  une  distance  h  de  l'origine. 

core  réquation  différentielle 

J7  =  0,  ou         rfy  — (a-f-2a:>te=0, 

primitive  est  , 

//  —  ax  —  x'4-6  =  0  , 

ante  arbitraire.  Cette  équation  primitive  re* 

a 
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présente  une  parabole  dont  le  paramètre  est  égal  à  i ,  et  dont 

l'axe  est  parallèle  k  Taxe  des  y  et  placé  à  une  distance  —  ^ 

de  cet  axe.  La  courbe  coupe  Taxe  des  y  à  la  distance  —  6 
de  l'origine.  Pour  avoir  toutes  les  courbes  auxquelles  appar- 
tient l'équation  différentielle  proposée,  il  suffira  donc  de  faire 
varier  la  constante  b  dans  l'équation  primitive,  depuis  —  o=> 
jusqu'à -f^;  ou  de  transporter  la  parabole  parallèlement 
aux  y  y  sans  cbanger  la  position  de  son  axe. 

L'équation  différentielle^— a— âap=0  oonduii  à  l'é- 
quation primitive  y — ax — x^-\-b=^Oy  dans  laquelle  6  est 
la  constante  arbitraire.  On  peut  proposer  de  chercher  une 
autre  équation  différentielle,  qui  conduirait  à  la  même  équa- 
tion primitive  dans  laquelle  a  serait  la  constante  arbitraire. 
Cette  équation  différentielle  se  trouvera  immédiatement ,  en 
préparant  Téquation  primitive  de  manière  que  la  différen- 
tiation  fasse  disparaître  la  constante  a,  c'est-à-dire  en  la 
résolvant  par  rapport  à  cette  constante ,  ce  qui  donne 

^ ^ a=0. 

X 

Différentiant ,  et  supprimant  le  fiicteur  conmiun   -^^    il 
vient 

y  —  x^  +«•+6=0. 
ax 

On  peut  aussi  trouver  la  même  équation  différentielle  sans 

résoudre  l'équation  primitive  par  rapport  à  a^  en  éliminant 

cette  constante    entre   l'équation  primitive   et  Féquation 

dv 

-2  -.a  — 2jc  =  0,  qui  s'en  déduit  par  la  différentiation. 

ux 
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rérentielle  que  nous  venons  d'obtenir  en  der- 
ans  laquelle  la  constante  a  a  disparu ,  appar- 
en  que  l'équation  primitive  dans  laquelle  a  est 
me  la  constante  arbitraire^  à  toutes  les  para- 
nètre  =i ,  dont  l'axe  est  parallèle  à  l'axe  des  y, 
cet  axe  à  la  distance —6  de  l'origine  des  coor- 

d^ 
l'équation  y — a?-~+ar*  +  6  =  0  était  pro- 
dx 

pourrait  pas  en  déduire  Immédiatement  l'équa- 

dont  elle  dérive  ;  car  le  premier  membre  n'est 

întielle  exacte  d'une  fonction  des  variables  x  et 

i 

evient  en  restituant  le  facteur  — r. 

X* 

nation  différentielle  proposée  était 


lent ,  cette  équation  appartient  aux  davx  sy/s- 
;s  droites  qui  forment  avec  l'axe  des  x  des  a^- 
angentes  trigonom^triques  isont  respectivement 
a  pour  intégrale  générale 

multiplication  des  4eux  équations  y-\z€ix — b=^, 
^0 ,  qui  appartiemient  respectivement ,  à  cause 
e  arbitraire  b^  à  l'une  quelcooque  des  lignes 
ou  de  l'autre  &ystè(ne.  £a  effet ,  en  différoa- 
)  précédente ,  on  a 
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et  en  élimiDaut  b  entre  ces  deux  équations ,  on  retrouvera 
réquation  proposée. 

383.  En  général  y  étant  donnée  une  équation  primitive 
contenant  les  deux  variables  a; ,  y  et  plusieurs  constantes 
a,  by  c,  etc.,  que  nous  désignons  par 

F(a?,î/,fl,6,c,  etc.)  =  0, 

réquation  qui  s'en  déduit  immédiatement  par  la  différentia- 
tion  y 

dF   .  rfF  dy       ^  dF  .     ,   dF   . 

subsistera  en  même  temps  que  cette  équation  primitive.  On 
peut  donc  combiner  d'une  manière  quelconque  les  deux 
équations  dont  il  s'agit.  Il  est  possible  que  la  différentiation 
ait  fait  disparaître  une  des  constantes  a,  6^  c,  etc.;  et  c'est  ce 
qui  aura  lieu  si  cette  constante  se  trouve  seulement  dans  un 
terme  qui  ne  contienne  ni  x,  ni  y.  On  peut  éliminer  une 
constante  quelconque  qui  se  trouverait  à  la  fois  dans  les  deux 
équations.  On  peat  aussi  éliminer  une  certaine  fonction  de 
X,  y,  qui  se  trouverait  dans  quelques  termes.  ïf  est  possible 
enfin,  que  tous  les  termes  de  l'équation  différentielle  se 
trouvent  multipliés  par  un  facteur  en  x,  y  qui  disparaîtra 
quand  on  égalera  la  somme  de  ces  termes  à  zéro.  On  voit 
ainsi  que  d'une  même  équ«rf;ion  primitive,  on  peut  en  général 
déduire  par  diverses  opérations  plusieurs  équations  différen- 
tielles différentes  les  unes  des  autres,  et  Fon  conçoit  la  diffi- 
culte  du  problèmi^  qui  consiste  à  trouver  l'intégrale  d'une 
équation  différentielle  quelconque  proposée. 


—  37  — 

érentielle»  du  premier  ordre  où  le  coefficient 
îiel  fC entre  qu'à  la  première  puissance. 

^rons  une  équation  (Jifférentielle  proposée  du 

dy 
ians  laquelle  le  coefficient  diflRsrentiel  ^  nese 

emier  degré,  et  qui  sera  de  la  forme 

^  =  0 ,        ou       Pdx  +  Qdy  =  0  , 

tdes  fonctions  quelconques  de  x  et  y. 
d'abord  qu^,  si  la  fonction  Fdx  +  Qdy  était 
le  exacte  d'une  certaine  fonction  de  Xy  y  y 
elle  satisfaisait  à  la  condition  d'intégrabilité 
,  il  suffirait  de  prendre  l'intégrale  de  cette 
'mément  aux  règles  données  dans  Tarticle 
intégrale^  complétée  par  une  constante  ar- 
^galée  à  zéro,  serait  l'intégrale  cherchée.  Ce 
\e  peut  avoir  lieu^  qu'autant  que  l'équation 
posée  est  le  résultat  immédiat  de  la  différen- 
ition  primitive  misé  sous  une  forme  telle, 
arbitraire  se  trouvant  dans  un  terme  où  x  et 
nt  y  cette  constante  a  pu  disparaître  par  le 
iérentiation. 

n  proposée  s'intègre  toujours,  ou  du  moins 
intégrale  est  ramenée  aux  quadratures,  lors- 
sont  séparées  y  c'est-à-dire,  lorsque  cette 
:  sous  la  forme 

Xdx  +  Ydy  =  0 , 
fonction  quelconque  de  x  seule,  et  Y 
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une  fonction  quelconque  de  y  seule.  L'intégrale  générale  est 
alors 

A  désignant  la  constante  arbiti*aîre. 

Les  variables  sont  évidemment  8isé0s  à  séparer  quand  Téqua- 

dy 
tion  étant  résolue  par  rapport  à  ^  ^  on  trouve 


cela  donne  en  etfet 


1-"^ 


Xrfar  —  -p  =  0. 


366.  La  séparation  des  variables  s'opère  quelquefois  au 
moyen  d'uhe  transformation,  ou  d'^un  changement  de  va- 
riables. L'exemple  le  plus  remarquable  est  celui  de  réquation 

^+Py-fQ  =  0,       ou       dy-hPydX'\-Qdx=zO, 

dans  laquelle  P^Q  désignent  des  fonctions  de  œ  seule  ^  et  que 
l'on  appelle  équation  linéaire  du  premier  ordre ,  ou  éqiuUion 
du  premier  degré  et  du  premier  ordre ,  parce  qu'elle  ne  con- 
tient que  la  première  puissance  de  la  fonction  y  et  de  son 

coeftcient  différentiel  ^.  Soi(  &H 

y=Xl,  d'où  dy  =  tdX.-\-Xdi, 

en  désignant  par  X  une  fonction  de  x  et  par  I  une  nouvelle 
variable.  Ces  valeurs ,  substituées  dans  l'équation  proposée 
donnent 

tdX  +  Xdt  -f  PXtdx  +  Octe  =  0. 
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^ioii  X  étant  indéterminée^  on  peut  la  déterminer 
idition  que  l'équation  soit  partagée  dans  les  deux 

D!C  +  Qrfa?  =  0,  et  d«  +  Prcfer  =  0. 

[es sont  séparées  dans  la  seconde,  qui  donne, 
=  -P(te,       tt  =  — /Prfx,        t  =  e'^^*^; 

eur  de  t  étant  substituée  dans  la  première ,  il 
valeurs  de  X  et  ^  dans  y  =  XI,  on  trouve 

aie  générale  de  Téquation  ph)posée^  A  étant  la 

jitraire. 

lUt  intégrer  par  la  même  méthode  les  équations 

y'"-^.dy  4-  Py'^.clx  +  Qdx  =  0  , 

ant  toujours  des  fonctions  quelconques  de  x.  En 
trnière  équation  deviendra  semblable  à  celle  du 
ii  Ton  pose  jr =^- 
icore  une  équation  de  la  forme 

dy  dt 

,  d'où  y=a:r,  -r^  =  i-|-x  3-,  cette  équation 

ax  ux 


—   iO  — 
se  change  en 

^  +  x*+AO  =  0,       ou        ^,^+Ç=o. 

dans  lesquelles  leé  variables  sont  séparées. 

Du  facteur  propre  à  rendre  V équation  intégrable* 

389.  Pour  qu'une  équation  différentielle 

Vdx  +  Qdy  —  0  , 

se  présente  sous  la  forn^e  dtffârentielle  exacte,  d'une  fonction 
des  deux  variables  x,  y,  il  est  nécessaire  en  général  que  cette 
équation  soit  le  résultai  immédiat  de  la  difiérentiation  de  Té- 
quation  primitive.  Mais  lors  même  que  cette  circonstance  a 
lieu ,  l'équation  différentielle  ne  se  présente  pas  toujours  sous 
la  forme  d'une  différentielle  exacte ,  parce  que  la  différentia- 
tion  introduit  quelquefois  des  facteurs  communs  aux  diffé- 
rents termes^  qui  disparaissent  quand  on  égale  la  différen- 
tielle à  zéro.  Par  exemple^  Téquation  primitive  étant 

X 

la  différentielle  du  premier  membre  est — ^LZiLf  ^  et  en  éga- 
lant cette  quantité  à  zéro ,  on  aura  simplement 
xdy  —  ydx  =  0 , 

dont  le  premier  membre  n'est  point  une  différentielle  exacte. 
390.  Quelle  que  soit  d'ailleurs  l'origine  d'une  équation  dif- 
férentielle ,  on  démontre  qu'il  existe  toujours  un  facteur  va- 
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si  l'équation  est  multipliée  par  oe  fiu^teur^  elle 

e  différentielle  exacte.  En  effet,  supposons  l'é- 
3sée  mise  sous  la  forme 


i+'-»- 


une  fonction  quelconque  de  j?,  y.  L'intégrale 
3tte  équation  aura  pour  premier  membre  une 
on  do^,  y  et  d'une  certaine  constante  arbi- 
16  se  trouve  pas  dans  l'équation  différentielle, 
'ayant  résolu  cette  intégrale  générale  par  rap- 
'ait  mise  sous  la  forme 

U  =  a, 

le  fonction  de  Xj  y.  ai  nous  différencions  alors 
il  viendra 

cfu 

dy  dx      .  dx      du         ' 

dy 

laquelle  la  constante  a  a  disparu ,  et  qui  doit 
être  identique  avec  l'équation  différentielle 
ni  donc  avoir 


dV 
dx 


\dx'^^  Jdy"  dx^  dy  dx' 
dy 


dV'     °" 


-4--r-  -^  est  la  fonction  dérivée  complète 
*  dy  dx 
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de  la  fonction  U.  Donc  U  en  sera  de  môme  de  la  (|uantîtë 

-^  +  V,  lorsqu'on  Taura  multipliée  par  j-. 
dut/  dy 

On  est  assuré  d'après  ce  qui  précède  de  Texistence  d'un 
facteur  par  lequel  Téquation  proposée  étant  multipliée ,  cette 
équation  devient  immédiatement  intégrable.  De  plus  on  voit 
quel  doit  être  ce  facteur,  «t  qu'il  serait  connu  si  Tèquation 
primitive  était  connue. 

391.  d(Ht^  par  exemple  »  l'équation  primitive 

y«  — 2a(ir  +  y)=:0. 

En  la  différentiant  on  trouve 

yrfy  — a(rfa:  +  rfy)  =  0; 

et  en  éliminant  la  constante  a  entre  ces  deux  équations  on 
obtiendra  Téquation  différentielle 

(2x  4-  y)dy  —  ydx  =  0. 

Cette  équation  ne  satisfait  pas  aux  conditions  d'intégrabilité. 
Mettant  Téquation  primitive  sous  la  forme 

t/«      _ 

on  a  pour  la  dérivée  du  premier  membre  prise  par  rapport  à 
y,  ^  ,  vl'  Mettant  également  l'équation  différentielle  sous 
la  forme 

EL y-=o 

dx       2a?+y         ' 
si  on  la  multiplie ,  conformément  à  ce  qu'on  a  vu  dans  le 
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nt,  par  le  facteur  [^,  ^    >~^  on  trouvera 

^[x  +  yY 

y^+2xy  dy  _      y^       _ 
^{x+yf  di       2(a;H-î^)*-"' 


(y^'\-^xy)dy—y*dx  ___ 
2(0^+2/)»  -"' 

I  OÙ  l'on  reconDait  la  différentielle  complète  de  la 

-T-^-; — r ,  et  dont  par  conséquent  on  déduit  immé- 

',  réquatîon  primitive.. 

n  conclut  d'ailleurs  de  l'équation 

dy     „__  dx dy  ~dx 

dx'^  rfU 

dy 

0,  qu'outre  le  facteur  —,  il  en  existe  une  infinité 

d\i 
qui  auront  la  propriété  de  rendre  la  fonction  ■—-  +  V 

dx 

érentielle  exacte.  En  effet,  on  remarquera  que  la 

^^^'\d:€  ^  dy  dx) 

Privée  complète  d'une  certaine  fonction  de  U  que  nous 
rons  par  4»(U).  Donc  û  on  multipliait  le  premier 
3  de  l'équation  précédente  par 

^)f.  fli 


:  I 
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il  deviendrait  une- dérivée  exacte  d'une  certaine  fonction  de 
x,y.  Cette  fonction  serait  la  fonction  même  qui  a  été  dési- 
gnée par  *(U)  j  en  sorte  que  l'intégrale  serait 

<1>(U)  =  const. , 
d*oii  Ton  tire  immédiatement 

U  =  const, , 
c'est-à-dire  l'intégrale  de  l'équation  proposée.  Ainsi  tous  les 
multiplicateurs  compris  dans  l'expression  ?(U)  ^,  où  »  dé- 
signe une  fonction  entièrement  arbitraire,  ramèneront  tou 
lowK  à  cette  même  int^^nde. 

393;  Nous  avons  obtenu  dans  le  n«  386,  pour  l'intécnii*. 
de  l'équation  ® 

dy  +  Vydx  +  0(te  =  0 , 
dans  laquelle  P  et  Q  désignent  des  fonctions  de  x  seule , 

A  étant  la  constante  arbitraire.  D'après  ce  qui  précède  on 
mettra  donc  cette  intégrale  sous  la  forme 

A  =  y  dx.Qef'*'  +  y.e/P"**  =  U 

elle  facteur  par  lequel  «faudra  multiplier  l'équaUon  diffé 
rent.elle  pour  la  rendre  intégrable  sera,  conformément  au 

n..  390,  ?=/■"" 

C'est  ce  qu'on  peut  vérifier  directement  ;  car  soit  ^i  le  fao 


-   i.S  - 

I,  que  nous  supposerons  devoir  iHre  une  fonction 
Gomme  le  terme  \i.Qdx  est  intégrable ,  îl  s'agit 
)  déterminer  (x  par  la  condition  de  rendre  une 
exacte  la  quantité 

ue  Ton  doit  avoir 

ou       ~^==Pdx;       d'où        u.=:ef^''\ 

(^  . 

général  l'équation 

Pdx  +  Qdy  =  0  , 

it  des  fonctions  quelconques  de  x  et  y.  Si  Ton 
{A  le  facteur  qui  rendrait  cette  équation  in- 
ction  fx  devra  évidemment  satisfaire  à  la  con- 


d.[»P_d,[tJQ 
dy  ^  dx  * 


r.a       ^rf.a   ^       /dp       dQ\       ^ 

re  équatioYi  est  presque  toujours  plus  diffî- 
'équation  proposée  elle-même, 
larquerons  d'ailleurs,  que  toutes  les  fois 
éparer  les  variables  dans  l'équation 

Pdo!  +  Qdy  =  0^ 
transformation  quelconque ,  on  connaît 
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immédiflteipeiit  le  facteur  par  lequel  il  feuidrait  auiltiplier 
cette  équatiou  pour  rendre  P(ia:-f  Qcfy  une  différentieJle 
exacte. 

En  effet,  supposons  qu'ayant  remplacé  a;  et  y  par  d'autres 
variables  s  et  ^ ,  l'équation  proposée  soit  devenue 

Mds-{-Mt  =  0, 

M  et  N  étant  des  fonctions  de  «  et  ^  ;  et  qu'en  divisant  les  deux 
ternies  par  la  fonction  Y  .de  $  ei  t  les  variables  se  trouvent 

séparées ,  en  sorte  que  rr  soit  une  fonction  de  $  seule,  et  que 

N  M  N 

rt  soit  une  fonction  de  t  seule.  La  quantité  ^  d'+  :^di  sera 

donc  devenue  une  différentielle  exacte.  Or,  en  remplaçant 

dans  cette  quantité  <  et  I  par  leurs  valeurs  en  x  et  y,  elle  ne 

p  Q 

différera  point  de  la  quantité  —  da?  +  —  dy  (en  concevant 

toujours  que  Ton  ait  mis  dans  V  à  la  place  de  «  et  <  leurs 

P  Q 

valeurs  en  j;  et  y  ).  Donc  —  rfa:  +  y  ^y  serait  nécessairement 

aussi  une  différentielle  exacte. 

396.  Nous  avons  donné  dans  le  n»  388 ,  pour  exemple  de 
la  séparation  des  variables,  Téquation 

qui ,  en  faisant  y  =  xt^  d*oii  dy  =  tdx-\'  xdt ,  devient 

[/•(O  +  ^lttr  +  xrffr^o, 

et  dans  laquelle  les  variables  se  séparent  lorsqu'on  divise  les 
deux  termes  par  ar[/(r)  + 1],  D'après  ce  qui  précède ,  l'équa- 
tion dont  il  s'agit  doit  donc  être  rendue  intégrable  en  la  mul- 
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'^  ^^^^  ^\flt)  +  ty  ^^  *'^°  remplacerai  par  sa 
et  y  ;  c'est-à-dire  par  le  facteur  * 


te  équation  devient  alors 


f[^dx  +  dy 


=0, 


■{'(ihi) 

iilement  sous  la  forme 

dy      ydx 
dx     X       x^ 

5grable,  puisque  J?  -^L.  est  la  différentielle 


les  fanctums  homogènes.-^  Intégration  des 
équations  homogènes. 

jne  par  le  nom  de  Théorème  des  fondions 
lines  relations  qui  existent  entre  une  fonction 
, -à-dire  une  fonctiop  composée  de  termes 
somme  des  exposants  des  variables  est  un 
,  et  ses  coefficients  différentiels  des  divers 
ipport  à  ces  variables.  Soit  U  une  fonction 
sieurs  variables  x,y,  etc.  En  mettant  tx  à  la 
a  place  de  y,  tz  à  la  place  de  :i,  etc.,  cette 
/'*U^n  désignant  la  somme  des  exposants  des 
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variables  dans  chaque  terme.  On  peut  d'ailleurs  foire  ^  =i -]  ^, 
ce  qui  revient  à  mettre  x  +  gx  k  la  place  de  x,y  +  gy  k  la 
place  de  y,  etc.  On  aura  en  appliquant  le  théorème  de  Taylor, 

(i+(;)"U=U  +  ,(g  +  g,  +  etc.)  + 

+  2(,Sï^«-^+2^^^^  +  ;7^î''  +  etc.j  +  etc.; 

et  en  développant  le  premier  membre  et  égalant  les  termes 
affectés  des  mêmes  puissances  de  l'indéterminée  g , 

etc. 

398.  La  considération  de  ces  relations  fecilite  qMelquefois 
l'intégration  des  fonctions  de  plusieurs  variables.  Lorsqu'une 
fonction  est  homogène,  une  différentiation  effectuée  sur  relie 
fonction  n'en  altère  pas  l'homogénéité.  Si  Pdx-\-Qdy-{-etc. 
est  la  différentielle  d'une  fonction  homogène  U  de<legfé  n4-| 
P,  Q,  etc.  seront  homogènes  de  degisé  »,  et  Ton  aura 

(n  +  l)U=Pjr  +  Oy  +  etc.     ^  .      , 

réciproquement ,  il  est  aisé  de  vérifier  que  P,  Q,  etc.  étant  des 
fonctions  homogènes  du  même  degré  n  et  fdx+Qdy  +  eio. 
satisfaisant  aux  conditions  d'intégrabilité,  on  a  en  tifet 

d{Px  +  Oî/  +  etc.)  =  (w  + 1)  (Prf.r  +  Qdy  +  etc.). 

A  part  le  cas  de  n=— 1,  cela  permet  d'écrire  immédiate- 
ment l'intégrale  de  toute  différentielle  homogène  exacte. 
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.  Lorsque  daos  l'équation  différentielle 

Vdx  +  Qdy  =  0 , 

liions  ?,Q  des  variables  x^y  sont  homogènes  et  du 
legré;  ces  variables  se  séparent  facilement,  et  par  con- 
réquation  devient  immédiatement  întégrable.  En 
saut  y=xtf  les  fonctions  P,Q  prennent  alors  la  forme 
;  p,q  étant  des  fonctions  de  t  seule,  et  n  désignant 
0  des  exposants  de  a;  et  y  dans  les  termes  de  Téqua- 
)Osée.  Cette  équation  devient  donc 

dx       adt 
-qtyix-rqxdt^^,        OU        -^-  +  -L_  =  0, 

grale  est 

le  on  devra ,  apr6s  avoir  effectué  l'intégration  qui 

y 

,  remplacer  t  par  sa  valeur  -. 

se 

ïonr  exemple  l'équation 

(a!—2y)dx-\-ydy=:0. 

t,  elle  devient 
dx  tdt 


X    ^  1  —  2^+7*  "■^' 


est 


£r+/fi_r;+^  =  A, 


mte  arbitraire.  En  mettant  pour  t  sa  valeur 

4 


y 

-,  on  a 

X 


—  oO  — 


^(^-2/)  +  ^  =  A* 


qui  peut  s'écrire 

a  étant  une  autre  constante. 
401.  Soit  encore  l'équation 

(x»  H-  a:y  —  ^y*)dx  +(y^  —  Zx^)dy  =r  0. 
Elle  devient ,  en  faisant  y  =a;/ , 

Par  les  méthodes  exposées  à  Tarticle  XXIV^  on  trouve , 

r<-8         _  2  7-V5  7+V5 

^î— 2fï— 2f+i  ■"      5(f+l)  "^  6(2^— 3— V5^      5(2f— 3+ V6;  ' 

ce  qui  change  l'équation  ci-dessus^  en 

dx     2  jjf_     7— V5       dt  7-fV6        dr 

x"^Bf-hl  5     2f— 3— V5  3     îîf— 3+V5        * 

dont  iMntégrale  est 

Cette  équation  peuts'éctire, 

.     5/  f     d      ,    ,xto/2y— 3ar4JCV'5\a\5"      . 
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l  Puisquo ,  après  avoir  fait  y = xi  dans  Téquation 
V(ixiQ(iy=:0 , 

sée homogène,  et  n  marquant  le  degré  commun  des 

ns  P,  Q,  il  vient 

ariables  se  séparent  en  divisant  par  x(  pj?*  +  qjo'^t),  il 
ie  ce  qui  a  été  dit  n^  305,  que  le  facteur  par  lequel 
n  précédente  doit  être  multipliée  pour  devenir  intc- 

t  — — jrr — vT  i^^  remplaçant  t  par  sa  valeur),  c*esl- 

X\pX  "f*^^  '/ 

Ainsi  la  fonction  -^  T^     sera  nécessai- 


e  différentielle  exacte.  C'est  ce  que  Ton  peut  aisé- 

ler,  en  ayant  égard  aux  propriétés  des  fonctions 

u 

s  J^exemple  du  n^  400>  l'équation  proposée 

(a?  — 2y)da;  +  |^c(2/  =  0 

légrable>  d'après  ce  qui  précède^  en  la  multipliant 
— r— ^  *  qui  revient  à  r ^.  En  effet,  Téqua- 

iac — dy         dx       x((ix—dy)_ 
X — y  '      ~œ — y        \x—yY  * 

t  ic  vcrîficr  en  réduisant  tous  les  termes  au 
iteur),  ou  bien 
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rf.rx-y;  +  rf(£-)=o. 


d*oii  l'on  déduit  immédiatement  l'intégrale  trouvée  ci- 
dessus. 

Équations  du  premier  ordre  dans  lesquelles  se  trouvent  la  se- 
conde puissance  ou  les  puissances  supérieures  du  coefficient 
différeniieU 

404.  Lorsque  Téquation  différentielle  contient  les  puis- 
sances supérieures  du  coefficient  différentiel -7^,  on  peut  la 

concevoir  résolue  algébriquement  par  rapport  à  ce  coefiicicnt 
considéré  commel'inconnue.  Sil'on  égaleensuite  à  zéro  les  fac- 
teurs correspondants  à  chacune  des  racines,  on  aura  autant 

d'équations  différentielles  dans  lesquelles  -J-  no  sera    plus 

aoD 

qu'au  premier  degré,  et  dont  on  pourra  prendre  les  intégrales 
qui  seront  complétées  chacune  par  une  constante  arbitraire. 
Le  produit  de  ces  diverses  intégrales  donnera  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  proposée.  D'ailleurs,  on  ne  diminue  point 
la  généralité  de  cette  intégrale  en  admettant  que  ce  soit  la 
mt^nie  constante  arbitraire  qui  entre  dans  tous  ces  facteurs. 
D'nù  l'on  voit  que  toute  équation  différentielle  du  premier 
ordre,  dans  laquelle  entre  la  puissance  n  du  coefficient  dîfiPé* 

rcnticl  —,  a  pour  intégrale  une  équation  primitive,  où  la 
dx 

constante  arbitraire  est  élevée  à  la  puissance  n. 

On  a  donné,  n**  382,  un  exemple  d'une  équation  de  celte 

espèce.  ^ 

405.  Souvent  la  résolution  algébrique  de  l'équation  pro- 
posée n'est  pas  possible ,  et  par  conséquent  le  procédé  qui 


—  sa- 
it d]étre indiqué,  ne  peut  être  appliqué.  On  parvient  quel- 
fois  à  intégrer  une  équation  du  genre  de  celles  dont  il 
:it  CD  la  metlant  d^abord  sous  la  forme 

ésignant  une  fonction  de  x  et*  de  —^  que  nous  dé« 

dx 

erons  pour  atnréger  par  y'.  Si  ensuite  l'on  différencie,  il 

Ira 

tion  différentielle  du  premier  ordre  entre  y'  et  x.  Si  ello 
être  intégrée ,  on  obtiendra  une  équation  entre  y'  et  x 
une  constante  arbitraire;  et  en  éliminant  ensuite  y' 
cette  équation  et  la  proposée,  on  obtiendra  Tintégrale 
lée. 

.  La  méthode  dont  il  s'agit  s'applique  à  l'équation 

'  désignant  des  fonctions  quelconques  de  -~  ou  y\  En 

dx 
îctte  équation  donne 

dy=mx+x^,dy'-i-^j,dy^, 
i  s'écrire  (puisque  dy=y'dx) 

e  dans  la  forme  de  l'équation  considérée  n"'  385  et 
prcinirr  membre  deviendra  donc  intégrable  en  multi<- 
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1  /m-"' 

pliant  par  le  Taclcur ;  t       ^ ,  cl  son  inlégraîc  sera 

Al  —  y 


A  étant  la  constante  arbitraire.  Il  restera  à  éliminer  y  entre 
cette  équation  et  la  proposée. 

407.  Le  cas  où  M=i/,  en  sorte  que  l'équation  proposée 
est 

y  —  y'x  +  fi, 

A  été  remarqué.  On  a  alors  en  différenciant 

'  équation  h  laquelle  on  peut  également  satisfaire  en  po- 
sant 

a?+^,=  0,        et        d7/=zO. 
liN 

L'équation  x+  j^  =  0  donnera  une  valeur  de  y'  qui,  étant 

substituée  dans  la  proposée,  conduira  à  une  équation  primi* 
tive  :  mais  cette  équation^  qui  ne  contient  pas  de  constante 
arbitraire^  sera  une  solution  particulière ,  conformément  à  ce 
qui  a  été  dit  n®  379.  L'équation  dy=0  donne  en  l'intégrant 

i/'=A, 

A  étant  la  constante  arbitraire  :  cette  valeur  mise  dans  la 
proposée  à  la  place  de  y'  donnera  l'intégrale  générale  cher- 
chée. Cette  intégrale  est  l'équation  d'une  ligne  droite  dont  la 
valeur  attribuée  à  la  constante  A  détermine  l'inclinaison  sur 
Taxe  des  jp. 


lutions  particuUèreB  des  équaiions  différentiellet  du  premier 
ordre  d  deux  variables. 

[06.  On  a  remarqué  n""  379^  quUl  existait  quelquefois  des 
lations  primitives  (sans  constante  arbitraire)  qui  satisfont 

ne  équation  différentielle  f(x,  y,  ^]  =0,  et  qui  néan- 

ins  ne  sont  point  comprises  dans  son  intégrale  générale. 

équations  dont  il  s'agit,  appelées  solutions  particulières^ 

istinguent  ainsi  des  intégrales  particulières  qui  répondent 

diverses  valeurs  de  la  constante  arbitraire  dont  la  présence 

e  caractère  essentiel  de  l'intégrale  générale.  Comme  il  est 

de  les  trouver  lorsqu'elles  sont  de  la  forme  x=zc,  jo 

)oserai  dans  ce  qui  va  suivre  qu'elles  contiennent  la 

tion  y. 

)it 

y  =  ^(x,a) (1) 

Igrale  générale  de  Téquation  différentielle 

0 (2) 


'{'■«■ï) 


dernière  équation  sera  le  résultat  de  l'élimination  de 
nstante  a  entre  l'équation  (i)  et  sa  différentielle  immé- 
,  qui  est 

dx  ""  rfi  '  • 

iformément  à  ce  qui  a  été  exposé  dans  les  n**  376  et 
lis  f  nous  regardons  les  équations  (1)  et  (2)  comme  ap* 
lant  au  système  d'une  infinité  de  lignes  courbes  qui 
3nt  seulement  les  unes  des  autres  par  les  diverses  va- 
que Ton  peut  attribuer  à  la  constante  a. 


-.  M  — 

Cela  posé ,  admettons  que  Ton  ait  donné  dans  Téqoa* 
tion  (!)  à  la  constante  a  une  valeur  déterminée ,  et  oonsidé* 
rons  la  courbe  correspondante  à  cette  valeur.  Si,  à  partir 
de  la  valeur  dont  il  s'agit,  a  augmente  de  la  quantité  infini- 
ment petite  da,  l'équation  (1)  deviendra 

Cette  dernière  équation  appartiendra  à  une  seconde  coui*be 
infiniment  voisine  de  la  première;  et  les  valeurs  de  x,y  qui 
satisferont  simultanément  aux  deux  équations 

!/=?•         et         y=9+^rfa, 

ou  si  Ton  veut  aux  deux  équations 

y=,,  et  J?  =  0, 

appartiendront  au  point  d'intersection  de  ces  deux  courbes. 
409.  Admettons  maintenant  que  Ton  élimine  la  constante  a 
entre  les  deux  équations 

d9 

Le  résultat  de  cette  élimination  sera  une  équation  primitive 
entre  x  et  y  appartenant  à  la  ligne  qui  est  le  lieu  des  points 
d'intersection  de  toutes  les  courbes  comprises  dans  l'inté- 
grale générale,  et  qui  correspondent  aux  diverses  valeurs  de 
la  constante  a.  Cette  ligne  est  évidemment  touchée  par  toutes 
les  courbes  dont  il  s'agit,  et  elle  en  forme  l'enveloppe.  L'é* 
quation  obtenue  de  cette  manière,  et  qui  ne  contient  pas  de 
constante  arbitraire,  donne  la  solution  parliculièrede  Téquatiou 

/'(j^-y>-^)=0,à  laquelle  clic  doit  satisfaire,  puisque  la 
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îur  de  j^  dans  l'un  quelconque  des  points  de  l'enveloppe 

commune  à  cette  enveloppe  et  à  la  courbe  comprise  dans 

égrale  générale  qui  la  touche  en  ce  point. 

au  Heu  de  l'équation  (i)^  on  n'avait  que  l'équation  non 

lue 

F(a:,  y,  a)  =  0  , 

ODsidérerait  que  cette  équation  devant  être  vérifiée  par 

'.(x,  a),  on  en  déduira  j^  ou  ^  par  la  méthode  pour 

entier  les  fonctions  implicites,  laquelle  donne 

rf?  _  _  rfF  .  rfF 
da  ~      (la  '  dy' 

,  donc  alors  remplacer  les  deux  équations 

2/  =  ç>         et         ^  =  0 
•^       *  da 

lles-cî 

dernière  peut  être  réduite  à  —  =  0  quand  F  ne  con- 

radicaux^  ni  dénominateurs. 
it  remarquer  d'ailleurs,  que  les  courbes  représentées 
^  équation  différentielle  et  par  son  intégrale  générale, 
Jîre  les  courbes  correspondantes  aux  intégrales  parti- 
,  n'ont  pas  toujours  une  enveloppe  ;  ou  qu'il  n'arrive 
ours  que  ces  courbes  soient  successivement  tangen- 
le  certaine  ligne  fixe.  Alors  la  solution  particulière 
pas.    Il  peut  se  faire  aussi  que  l'équation  de  l'en* 
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veloppe  soit  comprise  dans  l'intégrale  générale  ci  forme 
une  intégrale  et  non  une  solution  particulière.  On  rcconnait 
qu'il  n'existe  pas  de  solution  particulière  lorsque  l'équation 

~-ss  0  ne  peut  donner  pour  la  constante  a  une  valeur  exprK. 

mée  en  x;  ou  plus  exactement  lorsqu'on  ne  peut  déduire  dos 

do 
équations  y  =  <î'  et  ~-=0,  par  Télimination  de  a,  une  équa- 
tion entre  a?  et  y  qui  ne  rentre  pas  dans  l'intégrale  générale 
et  n'en  soit  pas  un  cas  particulier. 

410.  Il  est  &cile  de  reconnaître  directement  que  la  ro* 
cherche  de  la  solution  particulière ,  c'est-t^-dire  d'une  équa* 
tion  qui ,  sans  provenir  d'une  valeur  particulière  attribuée  à  la 
constante  a  de  l'intégrale  générale,  satisfait  cependant  à  l'équa* 
tion  différentielle  (2),  doit  s'opérer  par  Télimination  de  a 

d<p 
entre  l'équation  (1)  et  l'équation  -p  =  0.  En  effet,  tout  se 

réduit,  pour  trouver  l'équation  dont  il  s'agit,  à  mettre  h  la 
place  de  a,  dans  l'équation  (1),  une  fonction  de  x,  conve- 
nablement déterminée,  et  telle  que  cp(x,  a)  devienne  la  valeur 
de  j/  qu'offre  la  solution  particulière.  Or,  supposons  que  cette 
substitution  ait  été  faite ,  et  regardons  a  comme  une  fonction 
de  X.  L'équation  différentielle  déduite  immédiatement  de 
l'équation  (1)sera  alors 

dy  __  rf?  ,  d^  da 
Itx'^  dx      da  dx' 

Mais  l'équation  (2)  résulte,  par  hypothèse,  de  l'éliminatiou 

de  a  y  supposée  constante,  entre  l'équation  (1)  et  son  équa- 

dy      d^ 
tion  différentielle,  qui  est  alors  -p==--i^.  Donc  il  suflSt, 

pour  obtenir  le  même  résultat,  a  étant  supposée  variable 
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t   fonction  de  T,  de  déterminer  cette  fonction  a  par  la 

d  ^  d.fi 
ondition  de  faire  disparaître  le  terme  -p  •—  :  car  les  deux 

iquations  entre  lesquelles  l'élimination  s'opérera  étant  les 
nômcs  dans  les  deux  cas,  Téquation  (2)  qui  en  résultera 
;era  aussi  la  même.  On  peut  faire  disparaître  ce  terme  en  po- 

;ant  -pssO,  ce  qui  donne  a  égale  à  une  constante  quoi- 
îonqiic  et  répond  au  cas  de  l'intégrale  générale  ;  ou  en  po- 
sant *-^  =0^  ce  qui  donnera  pour  a  une  fonction  de  Xy  qui 
da 

étant  substituée  dans  l'équation  (1)  ou  y=o^  conduira  à  une 
équation  primitive  sans  constante  arbitraire ,  et  satisfaisant 
à  réquation  différentielle,  qui  sera  par  conséquent  la  solution 
particulière  demandée. 

A\\,  D'après  ce  qui  précède^  on  peut  obtenir  la  solution 
particulière  quand  on  connaît  l'intégrale  générale.  Cette  so- 
lution particulière  peut  être  aussi  déduite  de  Péquation  diffé- 
rentielle. Considérons  Tune  des  courbes  comprises  dans  l'in- 
tégrale générale  et  correspondante  à  une  valeur  a  de  la 
constante.  Cette  courbe  sera  à  la  fois  coupée  et  touchée  parla 
courbe  contiguë  correspondante  à  la  valeur  a-\-day  dans  un 
des  points  de  l'enveloppe  dont  la  solution  particulière  est 
l'équation.  Or,  cette  même  courbe  correspondante  à  la  valeur 
a  de  la  constante  n'est  plus  touchée,  mais  est  coupée  par  les 
autres  courbes  correspondantes  aux  vsileurs  de  la  constante 
qui  diffèrent  de  a  d'une  quantité  finie.  Il  suit  de  là  que  l'é- 
quation différentielle 

•      '{'■"■'£)'-'■ 

étant  résolue  par  rapport  à  j- ,  donnera  généralement  deux 
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ou  plusieurs  valeurs  différentes  pour  ce  coefficient  différentiel, 
si  Ton  attribue  à  x  et  y  des  valeurs  quelconques.  Mais  si  l'on 
attribue  à  x  et  y  les  valeurs  qui  appartiennent  aux  points  de 
l'enveloppe,  ou  à  la  solution  particulière  qui  représente  cette 

enveloppe ,  il  y  aura  au  moins  deux  des  valeurs  de  -j-  qui  de* 

viendront  égales  entre  elles.  Ainsi  la  solution  particulière 
doit  offrir  ce  double  caractère;  i**  de  satisfaire  à  l'équatioa 
différentielle  proposée 

A-r*  y»  y')  =  0 , 

(en  écrivant  pour  abréger  y'  au  lieu  de  ^  j  ;  2o  de  rendre 

égales  au  moins  deux  des  valeurs  de  y'  qui  satisfont  à  cette 
équation.  Or,  l'existence  de  deux  ou  plusieurs  valeurs  égales 
de  y'  données  par  Téquation  précédente  est  exprimée  en  gé- 
néral par  la  condition 


d'où  Ton  conclut  qu'en  éliminant  y'  entre  les  deux  équations 

A^>y>y')  =  o^       e^i       iy^=^' 

on  obtiendra  ^  si  elles  existent,  les  solutions  particulières  de- 
mandées. 

412.  On  trouvera  encore  la  solution  particulière  de  la  ma- 
nière suivante.  Supposons  que  l'équation  différentielle  pro- 
posée/"  (ar,  y,  y')  =0  ayant  été  résolue  par  rapport  à  y',  on 
lui  ait  donné  la  forme  suivante 

y'+V  =  o, 
V  étant  une  fonction  de  x,y.  l'uisqiic  les  courbes  qui  sont  re- 
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(sentées  par  les  intégrales  particulières  se  coupent  gêné* 
ement)  et  se  touchent  en  même  temps  qu'elles  se  coupent 
ilement  dans  les  points  qui  appartiennent  à  l'enveloppe  9 

voit  que  la  fonction  — Y  qui  donne  la  valeur  de  y'  doit 
>résentcr  généralement  au  moins  deux  valeurs  différentes 
ur  cette  quantité  ;  mais  que  si  Ton  attribue  à  j?  et  y  les 
[eurs  qui  appartiennent  à  Tenveloppe,  les  deux  valeurs  de 
Lte  même  fonction  —  V  deviendront  égales  entre  elles. 
eiprès  cela  nous  pouvons  nous  représenter  — Y  comme 
rdonnée  verticale  d'une  surface  dont  les  abscisses  horizon- 
es  seraient  rr  et  y;  et  cette  surface  doit  avoir  une  figure 
ie  que  l'ordonnée  verticale  la  coupant  en  général  au  moins 
ms  deux  points ,  elle  la  rencontre  en  u&  seul  point,  lorsque 
$  abscisses  â?  et  y  appartiennent  à  la  solution  particulière. 
en  résulte  que  la  surface  dont  il  s'agit  doit  être  touchée  par 

cylindre  vertical  qui  aurait  pour  base  l'enveloppe,  ou  la 
>urbe  représentée  par  la  solution  particulière  ;  et  il  est  aisé 
en  conclure  que,  pour  les  valeurs  xeiy  qui  appartiennent 
cette  solution ,  on  doit  avoir  &  la  fois 

itr^O'  dy      0' 

t  par  conséquent 

dx      6  *  dy      0' 

'expression  de  ces  conditions  donnera  donc  la  solution  par- 
culière  s'il  en  existe  une. 
413.  On  peut  remarquer  d'ailleurs,  qu'en  différenciant  l'é- 
ualion  proposée 

fi-^»  y»  y')  =  o, 

dx     dy  dx     dy'  dx 
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Mais  le  coefficient  du  dernier  tenue  étant  nul,  d  après  le 
n®  précédent,  pour  les  valeurs  de  x^y  qui  appartiennent  à  la 
solution  particulière,  oc  terme  disparaît,  d'où  il  suit  que  la 

valeur  du  coefficient  du  second  ordre  -7-  =  -7—-  demeure  în- 

ax      ex* 

déterminée;  et  il  en  sera  de  même  des  coefficients  de  tous 

les  ordres  supérieurs.  Cette  circonstance  résulte  de  ce  quo 

chacun  des  points  de  Tenveloppe  «appartient  à  trois  courbes 

différentes  qui  ont  entre  elles  un  contact  du  premier  ordre  , 

dy 

et  pour  lesquelles  le  coefficient  du  premier  ordre  ~  a  une 

valeur  commune;  savoir  les  deux  courbes  données  par  les 
intégrales  particulièi^  qui  répondent  aux  valeurs  a-^-dade 
la  constante  arbitraire,  et  Tenveloppe  elle-même  qui  est  éga- 
lement comprise  dans  l'équation  différentielle.  Mais  les  va- 
leurs des  coefficients  différentiels  des  ordres  supérieurs  sont 
généralement  différentes  pour  ces  diverses  courbes;  et  comme 
les  équations  dont  ces  coefficients  dépendent  ne  pourraient 
donner  qu'une  seule  valeur,  l'analyse  résout  celte  difficulté 
en  laissant  cette  valeur  indéterminée.  Ayant  ainsi  déduit  de 

l'équation  dilfércntîelle  proposée  Texpression  de  -—  =  — ^, 

et  égalant  séparément  à  zéro  le  numérateur  et  le  dénomina- 
teur de  celle  expression ,  on  aura  deux  équations  contenant 
y'  qui  doivent  subsister  en  même  temps  que  la  proposée  pour 
les  valeurs  de  x,y'  qui  appartiennent  à  la  solution  particu- 
lière. Si  l'on  élimine  y'  entre  chacune  de  ces  équations  et  la 
proposée,  et  si  les  résultats  de  cette  élimination  ont  un 
facteur  commun,  ce  facteur  sera  la  solution  particulière 
cherchée.  Si  ces  résultats  ne  peuvent  subsister  ensemble , 
on  en  conclura  qu'il  n'existe  pas  de  solution  particu« 
lière. 
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applique  ce  qui  précède  à  l'équation  dilTéren- 


'  380 ,  et  qui  a  pour  intégrale  générale 
y  —  rtj;— 6=0, 

onslanie  arbitraire ,  on  trouvera  pour  la  solution 
le  système  des  valeurs  x=0,  y=r6  qui  appar- 
point  d'intersection  commun  de  toutes  les  droites 

2S  par  Vintégrale  générale. 

ùs  si  Von  traite  de  la  même  manière  l'équation 

3C  n^  381 ,  qui  a  pour  intégrale  générale 
2/  — or  — a;'+6  =  0j 

la  constante  arbitraire^  on  ne  trouvera  aucun  ré* 
En  effet  il  ne  peut  y  avoir  ici  de  solution  particulière  ^ 
e  les  courbes  représentées  par  ces  équations  n'ont 
snveloppe.  Il  en  est  de  même  à  l'égard  de  Péquation 
38i. 
^.  Considéiroiis  l'équation 

appartient  à  une  ligne  droite  dont  la  position  est  déter- 
ée  par  les  valeurs  des  constantes  a  et  ft.  La  distance 
celle  lign®  ^  l'origine  des  coordonnées  a  pour  valeur 
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h 
— nnz;  par  conséquent,  si  Ton  élimine  b  enlre  Téquation 

précédente  et  l'équation 

_6 

(dans  laquelle  r  désigne  une  constante),  l'équation  résul- 
tante 

y  —  ax-^-rs'àmî, 

appartiendra  à  toutes  les  lignes  droites  qui  touchent  le  cercle 
dont  le  rayon  est  r,  et  dont  le  centre  est  à  l'origine  des 
coordonnées. 

Si  Ton  différencie  cette  équation ,  et  si  l'on  élimine  la  con- 
stante a  au  moyen  de  l'équation  différentielle,  il  viendra  en 

écrivant  y'  au  lieu  de  ^^ , 
ax 


On  conclura  de  tout  ce  qui  a  été  exposé  précédemment  que 
cette  équation  différentielle  a  pour  intégrale  l'équation  pri- 
mitive 

dans  laquelle  a  est  la  constante  arbitraire,  et  -(uï  représente 
aussi  bien  que  l'équation  différentielle,  le  système  de  toutes 
les  lignes  droites  tracées  à  la  distance  r  de  l'origine  des 
coordonnées ,  et  de  plus  qu'elle  a  pour  solution  particulière 
l'équation 

qui  appartient  au  cercle  touché  par  toutes  ces  lignes  droites 
et  qui  est  le  lieu  de  leurs  intersections. 
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>i  réquation  dîfféreDtielle 

y  =  xy'-\-r)/y'*+i 

ée,  on  remarquerait  en   pr^ier  lieu  qu'elle 

le  cas  du  n*  407.  On  trouve  immédiatement , 

ni  a  été  dit  daps  ce  niunéro,  y  =  ax+r^a^+i 

dN 
raie  générale.  De  plus  le  facteur  x  +  -r-,  dc- 

dy 
ry 
I «  En  régalant  à  zéro  on  en  déduit  la 

^y"+  i 

9  et  cette  valeur  étant  substituée  dans 


lifiiérentielle  proposée ^  donne  y=y/r*  —  x^  qui 
on  particulière. 

armement  au  n»  400,  on  veut  déduire  la  solution 
de  l'intégrale  générale 

iliminer  a  entre  cette  équation  et  sa  dérivée  prise 
k  à  a ,  qui  est 


V/oTî' 


de  cette  élimination  est  évidemment  le  même  qui 

3  obtenu. 

rès  le  nMH  5  ou  veut  déduire  la  solution  particu- 

quation  différentielle ,  on  deva  éliminer  y'  entre  les 

tiens 

y'— rv^y'*+i  =  0        et        a;+-r^^:=:  =  0. 


ce  qui  donne  encore  le  inôdie  résultat. 

D'après  le  principe  énoncé  n«  413^  il  faudrait  diflférencier 
l'équation  proposée 


• 


pour  en  déduire  la  valeur  de  y'^  ce  qui  donne 

Celte  équation,  dans  le  cas  particulier  que  nous  considérons, 
ne  donne  pas  une  expression  générale  de  y"  en  x,  y  et  y\ 
parce  que  la  valeur  de  y"^  est  toujours  nulle  pour  les  intégrales 
particulières,  qui  représentent  ici  des  lignes  droites.  Mais  elle 
se  décompose  dans  les  deux  facteurs 

î/=0  et  x-\--^^^^o, 

''  V2/'+i 

dont  l'un  appartient  à  l'intégrale  générale  et  l'autre  à  la  so^ 
lution  particulière. 

Enfin  si ,  conformément  au  n'*  413,  on  résout  l'équation 
différentielle  proposée  par  rapport  à  y'  pour  la  mettre  sous 
la  forme  y  +  V  =  0,  on  trouvera 


On  voit  que  cette  équation  donne  en  général  pour  y'  deux 
valeurs  différentes,  appartenant  aux  deux  tangentes  au  cer- 
cle qui  se  croisent  dans  le  point  déterminé  par  les  valeurs 
attribuées  à  x  et  j/.  Mais  ces  valeurs  de  y'  deviendront  égales 
si  le  radical  de  l'équation  précédente  est  nul,  c'est-à-dire  si 
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sfont  à  l'équation 

;  par  conséquent  la  solution  particulière.  La  condi- 
rend  égales  les  deux  valeurs  de  y'  est  Ici  évidente  : 
êrifler  que  cette  même  condition  résulterait  égale- 

a  supposition  de  3-  =  -  ou  ---=:-, 
^'^  dx      0       dy       0 

'équation  différentielle  que  Ton  vient  de  considérer 
particulier  de  l'équation 

1 ,  dans  laquelle  N  est  une  fonction  quelconque 
îst  clair  par  ce  qui  précède  que  l'intégrale  générale 
quation  appartient  à  un  système  de  lignes  droites 
quations  se  déduisent  de  la  proposée,  en  y  rempla*- 
r  une  constante  arbitraire.  De  plus  toutes  ces  lignes 
uchent  la  courbe  dont  on  obtient  l'équation  en  éli- 
entre  les  deux  équations  suivantes 

i/=:a^'4-N,  et  x-\-^  =  0. 

uant  à  Téquation  considérée  n^  406, . 

lelle  M  et  N  sont  des  fonctions  quelconques  de  y' 
itégrale  générale  a  été  donnée  dans  ce  numéro, 
n  particulière,  c'est-à-dire  l'équation  de  là  courbe 
ar  toutes  les  courbes  correspondantes  aux  intégrales 
reS;  s'obtiendra  en  éliminant  y'  entre  les  équations 


/du 


dont  la  dernière  revient  à 


il9.  Il  est  quelquefois  utile  de  savoir  tracer  un  système 
de  courbes  d'une  espèce  donnée  d'après  la  condition  qu'elles 
soient  toutes  tangentes  à  une  autre  courbe  également  donnée. 
Ce  problème  revient  à  déterminer  une  équation  primitive, 
dont  on  donne  la  forme  générale ,  de  manière  que  son  équa- 
tion dérivée  ait  pour  solution  particulière  une  équation  dé- 
terminée. Soit  généralement 


F  i^>  y>  a>  ^9  etc.)  =  0 , 


une  équation  dans  laquelle  a^  6,  etc.,  sont  des  constantes. 
On  demande  que  le  système  des  courbes  qui  pourraient  être 
données  par  cette  équation  en  faisant  varier  les  constantes, 
touche  ou  ait  pour  enveloppe  la  courbe  représentée  par  l'é- 
quation 

Différentiant  les  deux  équations  proposées  on  trouve 
di'^dydx''^'  dx'^dydi"^' 

et  en  éliminant  ■^-  entre  ces  deux  équations,  Téquation  ré- 
sultante ,  qui  est 

dFd*_rfF«^_ 
dx  dy      dy  dx"    * 

exprime  la  condition  qile  les  courbes  représentées  par  les 


;  proposées  aient  un  contact  du  premier  ordre.  Si 
ine  donc  x  eiy  entre  les  trois  équations 

,,etc.)  =  0,     *(a:,y)  =  0.     __^g-^=o, 

;,  qui  sera  une  équation  entre  les  constantes  a,  b,  etc. , 
a  la  relation  qui  doit  subsister  entre  a  et  les  autres 
s  pour  que  la  condition  dont  il  s'agit  soit  satisfaite, 
sont  donc  cette  dernière  équation  par  rapport  à  l'une 
3  constantes^  telle  que  &^  et  que  Ton  mette  sa  valeur 
lation  proposée 

F(j?,y,a,6,etc.)  =  0, 

t  de  cette  élimination  aura  la  propriété  demandée. 
oïi  donnée,  par  exemple,  Téquation 

tnt  à  une  parabole  dont  le  grand  axe  coïncide  avec 
x^  et  l'équation 

nt  à  un  cercle  dont  le  centre  est  à  l'origine  des 
3es  et  dont  r  représente  le  rayon.  On  demande  de 
r  les  paraboles  représentées  par  la  première  équa- 
nanière  qu'elles  soient  toutes  tangentes  à  ce  cercle, 
int  les  équations  précédentes,  on  a 

2îjy'+a  =  0,  d'où         2a:  — a  =  0. 

.  or  et  y  entre  les  trois  équations 
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ou  trouve  la  relation 

r»  +  ^  +  6  =  0,       d'où        b=:^j^r\ 

Cette  valeur  étant  substituée  dans  l'équation  y^-^-ax+b^^O, 

la  change  en 

a» 
y*+aa:  — y  — r»  =  0, 

qui  aura  la  propriété  demandée. 

En  effets  si  Ton  applique  à  cette  équation  la  règle  du 
n""  404 ,  pour  obtenir  la  solution  particulière  de  réquation 
dérivée  dont  elle  serait  l'intégrale,  on  devra  éliminer  la  cod» 
stante  arbitraire  a  entre  les  deux  équations 

a* 

ce  qui  donnera  pour  cette  solution  particulière 
y'  +  x*  — r'=o. 
La  dérivée  de  l'équation 

î/*+aa?— y  — r>  =  0, 

se  trouve  d'ailleurs  en  différentiant  par  rapport  à  â;,  ce  qui 
donne 

puis  en  éliminant  la  constante  a  entre  cette  équation  et  la 
différentielle.  On  obtient  ainsi  l'équation  dérivée 

y«—  2xyy'-^  y  V—  r*  =  0 , 

à  laquelle  on  peut  appliquer  les  règles  des  n^'*  411  et  suivants. 
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,  on  la  résout  par  rapport  à  y',  il  vient 


y 

exprimera  Tégalité  des  deux  valeurs  de  y, 
olution  particulière,  est  donc 

érons  encore  Téquation 

t  à  la  trajectoire  d'un  projectile  lancé  dans  le 
ant  varier  l'angle  de  projection  0^  on  obtient 
les  ayant  une  enveloppe  dont  l'équation  se  trou- 
lément  au  n»  409^  en  différentiant  par  rapport 
)nne 

o  =  l~-^?tang.O;       • 

inant  0  entre  cette  dernière  équation  et  la  pré- 
trouvera ainsi  pour  l'équation  cherchée 

tangente  à^  toutes  les  trajectoires  est  donc  une 
)ntraxe  est  vertical,  et  dont  le  sommet  est  à  la 

au-dessus  de  l'origine. 
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XXXIII.   iEqUATIONS  DIFFÉRKNTIBLLSS  a  deux  VAHUBLEa 
Di:  SECOND  ORDRE  ET  DK8. ORDRES  SUPERIEURS. 

4i2.  Une  équation  différentielle  du  second  ordre  a  géné- 
ralement la  forme 


X  est  la  variable  indépendante,  y  une  autre  variable  dont  la 
valeur  dépend  de  celle  de  x  au  raojen  de  la  relation  établie 
par  cette  équation. 

On  peut  faire  sur  l'équation  dont  il  s'agit,  des  remarques 
analogues  à  celles  qui  ont  été  faites  dans  le  n""  376.  Considé- 
rons X  comme  Tabscisse  et  y  comme  l'ordonnée  d'une  courbe. 
Si  l'on  voulait  construire  la  courbe  à  laquelle  appartient  l'é- 
quation précédente ,  on  la  supposerait  résolue  par  rapport 

à  -7- ,,  dont  la  valeur  se  trouvera  donnée  en  fonction  de  or,  y 

et  -3 -.  On  fixerait  ensuite  arbitrairement  les  valeurs  de  x  et 
ax 

y  y  c'est-à-dire  un  point  quelconque  par  lequel  on  voudra 

faire  passer  la  courbe.  On  fixerait  de  plus  arbitrairement  la 

va  eur  de  ^-,  c'est-à-dire  l'inclinaison  que  la  courbe  devra 

avoir  en  ce  point;  L'équation  proposée  donnera  alors  une 

valeur  détermmée  pour  ^ ,  au  moyen,  de  laquelle  le  tracé 

de  la  courbe  dont  il  s'agit  pourra  être  effectué.  En  effet,  fai- 
sant varier  x  d'une  quantité  très-petite  tiXy  on  obtiendra 
approximativement  les  valeurs  des  coordonnées  d'après  le 
tableau  suivant  : 
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•Ms.  Ordoiwtef  c«rretpMiilaiiMi, 

y 

^+^  »+©^  +  (â+S^)^' 

ODC  construire  la  courbe  avec  une  exactitude 

grande  que  les  variations  Aa;  seront  prises  plus 
i,  l'équation  proposée  exprime  une  propriété 
jine  infinité  de  courbes  que  nous  concevons  tra- 
plan.  Elle  détermine  la  figure  de  ces  courbes 
st  donné  un  point  par  lequel  elles  doivent  passer, 
n  de  la  tangente  en  ce  point.  Cette  équation  doit 
î  comme  ayant  une  signification  plus  étendue  que 
Il  premier  ordre,  puisqu'il  ne  sufiit  plus  ici  pour  !| 

a  courbe  de  se  donner  un  de  ses  points;  il  faut 
mner  la  direction  de  la  tangente  en  ce  point.  j 

ailleurs,  que  le  choix  entre  Tune  quelconque  des  î 

peuvent  être  représentées  par  l'équation  pro-  | 

(id  ici  de  deux  quantités  arbitraires  dont  l'une 

du  • 

lit  y,  et  l'autre  j-y  quand  on  se  serait  donné  x. 

itégrale  générale  de  Téquation  du  second  ordre  1 

3vant  offrir  la  même  généralité  que  cette  équa-  | 

évidemment  contenir  deux  constantes  arbitraires.  .  ^ 

te  intégrale  devra  satisfaire  à  l'équation  différen- 

»sée.  Ces  conditions  suffisent  pour  que  l'intégrale 

întielle  représentent  toutes  deux  le  même  système  ; 

isidérons  en  général  une  équation  primitive  \ 
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dans  laquelle  a  et  b  sont  deux  constantes  et  où  nous  regar* 
dons  y  comme  une  fonction  de  x.  On  pourra  parvenir  à  son 
équation  dérivée  du  second  ordre  de  plusieurs  manières  dif- 
férentes :  1"*  en  différentiant  deux  fois  de  suite  par  rapport 
à  X,  puis  éliminant  entre  cette  équation  et  ses  deux  différen- 
tielles les  constantes  a  et  6;  2"  en  différentiant  une  fois,  puis 
éliminant  successivement  a  et  6  entre  l'équation  primitive  et 
son  équation  différentielle  du  premier  ordre.  On  obtiendrait 
ainsi  deux  équations  différentielles  du  premier  ordre  diffé- 
rentes l'une  de  l'autre ,  dont  chacune  ne  contiendrait  qu'une 
constante  arbitraire.  Si  Ton  différentie  ensuite  chacune  de  ces 
équations ,  et  si  Ton  élimine  la  constante  qu'elle  contient  au 
moyen  de  la  différentielle  que  Ton  aura  obtenue,  elles  con- 
duiront toutes  deux  à  la  même  équation  du  second  ordre , 
qui  ne  différera  point  de  celle  que  Ton  aura  trouvée  par  le 
premier  procédé. 

En  effet,  Téquation  primitive  F (j:,  y,  cr,  6,)  =  0  doit  être 
considérée  comme  représentant  un  double  système  de  cour- 
bes; savoir  les  courbes  que  Ton  trouverait  en  faisant  varier 
a,  h  demeurant  constante,  et  les  courbes  que  Ton  trouverait 
en  faisant  varier  6,  a  demeurant  constante.  Chacune  des  équa- 
tions dérivées  du  premier  ordre  dans  laquelle  une  des  con* 
stantes  a  disparu,  répond  séparément  à  Tun  de  ces  systèmes.  , 
Quant  à  l'équation  unique  du  second  ordre,  où  aucune  des 
deux  constantes  ne  se  trouve,  elle  appartient  également  aux 
deux  systèmes  de  courbes,  et  exprime  une  propriété  qui  leur 
est  commune. 

425.  Soit  par  exemple  l'équation  primitive 

i/+ay  +  h.T  =  0 (1) 

qui  appartient  à  une  parabole  ayant  son  axe  parallèle  à  l'axe 
des  X ,  et  passant  par  l'origine  des  coordonnées.  En  faisant 
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îmeurant  constante^  on  changera  à  la  fois  la 
and  axe  et  le  paramètre^  et  en  faisant  varier  b, 
La  constante,  on  changera  seulement  le  para* 
tion  différentielle  du  premier  ordre  est  (en  écri- 

éger  y'  et  y"  au  lieu  de  ^  ®*  T») 

2yy'+ay'+6=;0; (2) 

it  successivement  a  et  6  entre  cette  équation  et 
imitive,  on  obtient  les  deux  équations  du  pre- 

î(V4-6(i/-^a:yO  =  0 (3) 

y^^^Lryy'+a(y—anf')z=:0 (d) 

cinent  respectivement  aux  deux  systèmes  de  pa- 
on vient  de  parler, 
ntiant  l'équation  (3)  on  a 

^yy'^-\-yY'-'f>xf=o; 

aant  b  entre  cette  équation  et  Téquation  (3),  il 
.'équation  du  second  ordre 

yV+2t/2^— 2xy'»=0 (5) 

entiant  l'équation  (A),  on  a 

22/'*+22/7/'+fly"=0; 

nant  a  entre  entre  cette  équation  et  l'équation  (A), 

s  réquation  du  second  ordre  (5). 

on  primitive  et  ses  deux  différentielles  sont 

y*-\-ay  +  bx  =  0, 

^yy'+ay'-hb^O, 

2i/''+2yi/"-hay"  =  0. 
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Et  en  éliminant  à  la  fois  a  et  6  mitre  ces  trois  équations ,  on 
retrouve  également  Téquation  du  second  ordre  (5).  Cette 
équation  ;  dans  laquelle  les  deux  constantes  a  et  6  ont  dis- 
paru ^  exprime  une  relation  qui  subsiste  pour  Tune  quelcon- 
que des  courbes  paraboliques  que  peut  représenter  l'équa- 
tion (i),  quand  on  y  donne  à  ces  constantes  toutes  les  valeurs 
possibles. 

Les  équations  (3)  et  (4),  contenant  chacune  une  constante 
arbitraire,  sont  les  deux  intégrales  du  premier  ordre,  ou  m- 
Uqrales  premières  de  Féquation  (5).  L'équation  [\)  contenant 
deux  constantes  arbitraires  est  Vintègrale  seconde  de  cette 
même  équation.  Si  Ton  élimine  y'  entre  les  deux  équations  (3) 
et  (4),  on  retrouve  Téquation  (i). 

426.  En  général,  si  Ton  obtient  par  un  moyen  quelconque, 
deux  équations  différentielles  du  premier  ordre  satisfaisant  à 
une  équation  différentielle  du  second  ordre  proposée,  et  con- 
tenant chacune  une  constante  qui  n'entre  pas  dans  cette 

dernière  équation ,  on  obtiendra,  par  Télimination  de  t/  ou  -^ 

dx 
entre  les  deux  équations  dont  il  s'agit,  une  équation  primi- 
tive contenant  deux  constantes  arbitraires,  qui  satisfera  né- 
cessairement à  réquation  proposée,  et  en  sera  l'intégrale 
générale. 

427.  Les  notions  qui  viennent  d'être  exposées  s'appliquent 
évidemment  aux  équations  différentielles  d'un  ordre  quel- 
conque. Une  équation  ditférentielle  de  l'ordre  n  a  toujours  n 
intégrales  de  l'ordre  immédiatement  inférieur,  qui  contiennent 
chacune  une  constante  arbitraire  différente.  Toutes  ces  con- 
stantes doivent  se  retrouver  dans  l'intégrale  générale,  si  Ton 
veut  que  cette  équation  ait  la  mêtne  généralité  que  l'équation 
différentielle  proposée.  En  effet,  une  équation  primitive  et  ses 
différentielles  successives  jusqu'à  l'ordre  n  donnent  n  -f- 1 
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[uations  au  moyen  desquelles  n  constantes  arbitraires 
auvent  être  éliminées.  Si  Ton  connaissait  les  n  intégrales 
emières  de  l'équation  proposée^  on  pourrait  en  déduire 
itégrale  n'^*^,  ou  l'équation  primitive ,  en  éliminant  entre 
j  n  intégrales  les  n — 1  coefficients diflërentiels,  y\  y",  y" 

]es  notions  paraîtront  encore  plus  évidentes  en  considérant 
brmule  de  Taylor, 

..-^  .  Jf^o  .  î!î{!î(o  .  ^  ^î/o  .  _5L  ^&4.etc 
^-y^^^  dx^  2    (to«  ^  2.3  rfor»  ^  2.3.4  dx^  ^®^*' 

donne  le  développement  de  la  fonction  y  en  série  ordon- 
suivant  les  puissances  entières  de  la  variable  x,  au  moyen 
valeurs  de  cette  fonction  et  de  ses  coefficients  différentiels 
correspondent  à  a?  =  0.  Soit  une  équation  différentielle  de 
re  n, 

fy^y^dx'  dx^'  dx' dx-)^^' 

nous  supposons  ici  que  dépend  la  fonction  y.  On  dé- 

de  cette  équation  différentielle  l'expression  de  ^  en 

dy    d^y   d^y  d^^y  .     , 

3n  de  x,y,  ^,  ^,  ^, 5^  ;  et  par  suite  les 

sions  des  coefficients  différentiels  des  ordres  plus  élevés. 

es  valeurs  de  -^,  -^ ,  -^,  etc.,  seront  connues 

,«„„de,,-«»d.,.,f,g,g ^.8i 

bstitue  donc  ces  valeurs  dans  l'expression  générale 
a  obtiendra  une  relation  entre  xeiy  qui  sera  le  déve- 
snt  en  série  infinie  de  l'intégrale  générale  de  Téqua- 
rérentielle  proposée,  et  dans  laquelle  ces  dernières 
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quantités,  qui  sont  en  nombre  n,  demeureront  entièrement 
arbitrmres. 

438.  Remarquons  de  plus  que  la  formule  de  Taylor  donne, 
en  y  faisant  h=z  —  x^ 

y^-y^^dx "^  "2  cù;^"2.3  dr»  +  2:3:^  dx^  ■"  ^*^'' 

et  que  si  on  l'applique  aux  fonctions  j^^  ^J?  ^J^  etc. ,  on 
aura  également 

dx'^  dx        dx^"^  ^  dx^      2.3  dx'  "^  2.3.4  rfx'      ^^'' 

dx^^dx^        dar^^  ^  dx''      2.3  dx^  "^  2.3./i  rf?     ^^'^ 

^o^^_^d^,^d^_^  d^y  ,     >T^     d^y 

(to»  ^  (tr»     ^eù;^  "^  2  rfx^      2.3  f/x«  "*"  2.3.4  dx"^      ®^^- 

Or,  l'équatiçn  difFérentielle  proposée  étant  de  Tordre  n, 

donnera  -r^  et  tous  les  coefficients  différentiels  des  ordres 
dx"^ 

plus  élevés  en  fonction  de  x,y,  —^  ^j, w^ïT^'  ^"  ^*^^" 

stituant  leurs  valeurs  dans  les  n  premières  de  ces  équations , 
on  aura  donc,  conformément  à  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  n 
équations  différentielles  de  Tordre  n--  i  contenant  chacune 

une  constante  arbitraire  différente  y„  ^ ,  ^ , ^^^ 


tntégraiion  des  équations  différentielles  les  plus  simples 
du  second  ordre  et  des  ordres  supérieurs. 

429.  Celte  intégration  ne  peut  êlre  effectuée  que  dans 
un  petit  nombre  de  cas  particuliers.  Soit  en  premier  lieu 
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une  fonction  de  x  seule.  Multipliant  les  doux 
le  facteur  constant  dx,  et  intégrant,  il  viendra 

ine  seconde  fois  par  dx,  et  intégrant  de  nouveau 


ix  H-  dxiXiLv  ♦      et      î/ = B  +  A^r  +  fdxfXckt , 

raie  demandée ,  dans  laquelle  A  et  B  sont  les 
mtes  arbitraires. 

ant  par  pallie  fdx  fXdx,  l'expression  précédente 
i  s'écrire 

tion  proposée  était 


ij=C+Rr+  ^  -f-  SdxjdxSXdx  ^ 
veut 

+  IU  +  ^  4-  '^'  SXdx  —  xiXxdx-{-  ^  S^x'-dx, 

aut  les  trois  constantes  abitraires,  et  ainsi  de  suite; 
e  de  reconnaître  la  loi  de  ces  expressions. 


ï 


ait  de  la  même  manière  { 


K 
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4301  Soil  maintemiit  réqoatioo 

clans  laquelle  P  désigne  one  Umd&oa  da  coefficient  diffëren- 

dm 
ûA  j-  seulement,  qœ  noos  désignerons  pour  abréger  par  tf\ 

Cette  éqoatîi»!  peut  s'écrire 


^=:P 


et  l'on  en  tire  d'abord 


*=f .  «  -_..  /•« 


■='-j"¥- 


Oa  a  de  ploi 

•^=»'dr=M^  et         ir=B+/ï^. 

ËUminant  y'  entre  ces  deux  équations,  après  avoir  effectué 
les  intégrations  indiquées,  on  aura  unff^ation  entre  a;  et  y, 
qui  sera  l'intégrale  cherchée,  et  dans  laquelle  A  et  B  seront 
les  deux  constantes  arbitraires. 

On  peut  remarquer  que  si  la  fonction  P  de  l'équation  pré- 
cédente contenait  a  avec  y',  la  recherdie  se  réduirait  à  inté- 
grer l'équation  ?dx—dif=iO  entre  les  deux  variables  :r 
et  y',-  et  que  si  la  fonction  P  contenait  y  avec  y',  il  s'agirait 
seulement  d'intégrer  l'équation  Pdy — y'rfy'=0  entre  les 
deux  variables  y  et  y'. 

431 .  Si  Ton  avait  Téquation  du  troisième  ordre 
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le  fonction  du  coefficient  différentiel  du  second 
\f*  seulement,  on  écrirait  de  même 

dx  -''• 
kiite 

i   de   y''   entre   cette   équation  et   l'équation 

-^  donnera  l'intégrale  demandée.  A,  B,  G  étant 

stantes  arbitraires. 

uerait  de  la  même  manière  pour  les  équations 

es  ordres  plus  élevés. 

encore  l'équation  du  second  ordre 

le  Y  désigne  une  fonction  dd  y  seule.  Multipliant 
itégrant,  il  viendra 


et      aî=B+  r  ,     ^^     , 


^+2/Ydy  J  ^/A+2/Yryy 

K.  6 
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pour  l'intégrale  demandée ,  dans  laquelle  A  et  6  sont  les 
deux  constantes  arbitraires. 

433.  Si  réquation  proposée  était 

P  désignant  une  fonction  de  -^^  ou  y  seulement,  on  remar- 
querait que  cette  équation  peut  s'écrire 

et  que  l'on  en  tirera  comme  ci-dessus 

éa^^^t==.       et       a.=B+  f,     ^^      .. 

Msds  Ton  a  de  plus 

dy=y'^=-^^^.  d'où  »'x=C+  f^yJM^. 
sfl+^S^dy'  J  v^A+2/Prfy' 

En  éliminant  ^  entre  ces  deux  équations,  on  trouvera  Tia- 
tégrale  demandée ,  contenant  les  trois  constantes  arbitrai- 
res A,  B,  C. 

434.  Ce  procédé  s'étend  facilement  aux  équations  des 
ordres  plus  élevés ,  dans  lesquelles  le  coefficient  dîfKrentiel 
est  donné  en  fonction  seulement  du  coefficient  différentiel 
de  l'ordre  inférieur  de  deux  unités.  Soit  l'équation 

0  étant  fonction  de  ~  ou  y"  seulement  Cette  équaticm  re- 
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comme  ci-dessus 


A+2/Qdy"'  J  »/A+2;Qd»"' 


yrfy"         .._r^  r   yw^ 


„=0+/- 


\fK+2jQdr*  J  VA+s/Qrfy"* 


'(to=:Crf»-t- ^ 


v/A4-2jQrfyV   V^A+2/Qcty''* 
J   v/ÂT2/q57v   V^A-h2/Qc/î/" 

de  y''  entre  ces  deux  équations  donnera  Pinte- 
^  On  remarquera  que  quand  mé^ie  petta  é\i- 
pourrait  être  effectuée^  ces  équations  donne- 
)ins  deux  valeurs  correspondantes  de  a;  et  y, 
rairement  une  valeur  de  ^\ 
ir  exemple  Téquation  très-simple 

in  nombre  positif.  L'intégrale  sera^  d'après 
it  facilement  (en  changeant  de  constantes) 


Mviendnit 
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'="*/^='^7*'""^'VI' 


d'Où  Ton  tiie 


y=\/|rin.Vï(«-B). 


oa^  ce  qui  rene&t  au  même  (en  changeant  de  constantes) , 

y = A  sin.  x  V  fc  +  B  cos.a:  V  £ 

Ces  deux  intégrales  peuvent  évidemment  se  déduire  Tune  de 
Tautre,  en  ayant  égar^  aux  relations  des  exponentieUes 
imaginaires  avec  les  fonctions  trigonométriques. 

De$  faeUun  proprei  d  rendre  intégràble  une  équoHon 
différentielle  d^un  ordre  quelconque. 

436.  Soit  une  équation  d'un  ordre  quelconque  n,  mise  sous 
la  forme 

et  considérons  une  des  équations  de  l'ordre  (n— 1)  dont  on 
peut  la  déduire  par  l'élimination  d'une  constante  arbitraire  a. 
On  peut  supposer  que  l'élimination  a  été  faite  en  résolvant 
l'équation  de  l'ordre  (n— - 1  )  par  rapport  à  a,  puis  diiférentiant^ 

ce  qui  donne  une  équation  de  l'ordre  ^9  où  ^  n'entre  qu  a 
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lissance ,  mais  avec  un  coefficient^  fonction  de 
ivées  de  2^  jusqu'à  Tordre  (n—i).  Il  foudre  divi- 
ser ce  coefficient  pour  obtenir  la  forme  (A).  Réci- 
)nc  il  existe  des  facteurs,  fontions  de  x,  y  et  des 
usqu'à  Tordre  (n — i),  qui  sont  tels,  que  le  pre- 
de  l'équation  (A)  étant  multiplié  par  Tun  quel- 
i  eux,  deviendra  nécessairement  une  di£féren- 

.  ,        .  ,,            dy  d^y        d*~*f/ 
38  quantités  variables  «*  »>  J^j  ^i jjsiq» 

:emple,  Téquation  du  second  ordre 

dy      d'v 
3ns  pour  abréger  j^  et  j^'  au  lieu  dô  ^  et  ^; 

ispar 

premier  ordre  dont  elle  dérive,  a  étant  la  con- 
n  a  fait  disparaître.  Pour  opérer  l'élimination 
i  résoudre  Téquation  F=0  par  rapport  à  cette 
is  égaler  à  zéro  la  différentielle  de  la  fonction 
«uvée  pour  valeur  de  la  racine.  L'équation  ainsi 
s'écrire 

int  sous  la  forme 

da      da   . 
^.     dx'^'éhi^ 

•venir  identique  avec  l'équation  différentielle 
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PK»«*^  *^  +  /(*f  9f  y')=0;  d'où  Too  cxmcliit  qw  Pou  m 
ideBliquemeiit 

et  comme  le  second  membre  est  la  fonction  dârÎTée  oom- 
plèle  a*  de  la  fonction  de  x,  y.  ^  trouvée  pour  valeur  de  a 
en  résolvant  l'équation  F  =  0 ,  il  en  doit  être  de  même  du 
premier.  Ainsi  Téquation  proposée  devient  immédiatement 

intégrable  lorsqu'on  la  multiplie  par  — . 

Remarquons  de  plus  que  la.  règle  pour  les  dérivées  dc^ 
fonctions  implicites,  appliquée  à  Téquation  F=0,  donne 

dF   ,  dF  da      ^     ^,  j,.  da  du' 

da 
On  9L  donc  par  ce  qui  précède 

rfP 


[r+r(^.y,y)l^  =  -a'. 


da 


ce  qui  montre  qu'en  multipliant  Téquation  proposée  par  le 

di/ 
facteur  -— ,  le  premier  membre  devient  une  dilTérentielle 
at 

là 
exacte  dont  l'intégrale  est  — a,  la  valeur  de  a  étant  donnée 
par  l'équation  F=0. 
D'ailleurs  l'équation  proposée  deviendra  également  une 
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îxacte  si  on  la  multiplie  par  — — — ,  <p(a)  dési- 

iction  quelconque  de  a  ,•  puisqu'elle  sera  alors 
;  la  quantité  — ^[a).a'.  Représentant  par  *(a)  la 
—  ^{a].a'  est  la  fonction  dérivée,  l'intégrale  de 
)posée  sera  donc  ^[a)=:const.,  ce  qui  donne 
comme  on  doit  remplacer  a  par  sa  valeur  tirée 

F=0,  on  voit  que  Téquation  a=const.y  ne 
le  réquation  F=0  dans  laquelle  a  est  rejgar- 
ne  constante  arbitraire. 
ai  ci-dessus,  qu'une  équation  du  second  ordre 

deux  équations  primitives  ou  deux  intégrales 
rdre,  contenant  chacune  une  constante  arbi- 
te.  11  résulte  de  ce  qui  précède  que  chacune  de 

donnerait  des  facteurs  différents,  également 
idre  le  premier  membre  de  cette  équation  du 
une  différentielle  exacte.  De  plus,  tous  ces  fao- 
;  être  compris  comme  il  suit  dans  une  formule 
int 

j,',a)  =  0,         et        F4(a?,y,y',6)  =  0, 

ttions  primitives  du  premier  ordre  de  l'équation  * 
et  b  étant  les  deux  constantes  arbitraires.  On 

après  ce  qu'on  a  vu  plus  haut,  I 

rfF  î 


dâ 
dF, 


! 
I 
iv"+r(*,v,»')i^=-6'-  j 
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Soit  maintenant  4»(a,6)  une  fonction  quelconque  de  Cyh.  Mul- 
tipliant respectivement  les  deux  équations  précédentes  par 

j- ,  -jr>  ®*  ajoutant,  il  viendra 
aa    ao 

da  db    / 

et  comme  le  second  membre  est  la  fonction  dérivée  complète 
de  -i-4»(a,6),  il  s'ensuit  que  l'équation  proposée  étant  mul- 

tipliée  par  le  fiwîteur  -^p^  H — ^jr^,  devient  une  fonction 

dâ  Ib 

dérivée  complète,  dont  la  fonction  primitive  est  — 4>(a,6)  = 
canst. 

Gomme  on  peut  prendre  une  autre  fonction  quelconque 
V(o,6),  qui  conduirait  à  l'intégrale  —  V{a,6)=cofis^.,  on  en 
conclut  az^const.  et  b=:c(m8t,  pour  les  deux  intégrales  de 
réquatîon  proposée,  a  et  6  étant  déterminées  respective- 
ment, par  les  équations  F=0  et  Fj=0. 

Les  notions  précédentes  s'étendent  facilement  aux  équa- 
tions différentielles  d'un  ordre  quelconque. 

Intégration  des  équaHons  linéaires  à  deux  variables  d'un 
ordre  quelconque. 

438.  On  nomme  linéaires  les  équations  dans  lesquelles 
la  fonction  y  et  ses  coefficients  différentiels  n'entrent  qu'à 
la  première  puissance.  Elles  sont  généralement  de  la  forme 
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d^  +Q5iï4+ +«»=v (1) 

représentant  des  fonctions  quelconques  de  la 
rendante  x. 
dérerons  en  premier  lieu  l'équation 

'd^+'^d^+ +Uy=0,....    (2) 

)  les  coefficients  P,Q, U  seraient  des  quan- 

itesy  c'est-à-dire  indépendantes  de  j;  et  y.  D 
prer  cette  équation^  c'est-à-dire  de  trouver  une 
le  y  en  fonction  de  x  qui  y  satisfasse,  et  qui 
constantes  arbitraires  de  plus  que  n'en  renferme 
iférentielle  proposée, 
supposions  y  =  ^*,  nous  aurions  en  général 

;  et  en  substituant  cette  valeur  dans  Téquation 

viendrait 

rPp*-*  +  Op*-'+ +  U=0 (3)  I 

iquent,  si  l'on  prend  pour  p  une  des  racines  de  ; 

3),  la  valeur  y =«**  satisfera  à  l'équation  (2);  ce  j 

aleur  particulière  de  la  fonction  y.  Et  comme  ! 

3]  aura  en  général  n  racines  différentes,  que  noua  | 

j  par^'j^^jp'", p^"^  nous  aurons  de  cette  ma- 

îurs  particulières  de  la  forme  ^',  qui  toutes  satis- 
quation  (2). 

ipUant  chacune  de  ces  valeurs  par  un  coefficient 
lies  ne  cesseront  pas  de  satisfaire  à  l'équation  (2). 
te  équation  sera  également  satisfaite  par  la  somme 
u  d'un  plus  grand  nombre  des  valeurs  dont  il 
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s'agit.  Il  résulte  de  là  qu'au  moyen  des  n  valeurs  particu- 
lières correspondantes  aux  racines  p'yp'^p'^, p^"\  on  peut 

former  l'expression 

i/  =  A'^'*  +  A''eP"-^-f  A'V'«'+ +AC*W^«, 

qui  satisfait  à  l'équation  différentielle  proposée,  et  qui,  con- 
tenant les  n  constantes  arbitraires  A',  A",A'^, A^*^,  en  est 

nécessairement  l'intégrale  générale. 

439.  Si  l'équation  (3)  avait  des  racines  imaginaires,  la 
méthode  précédente  s'appliquerait  également,  les  exponen- 
tielles imaginaires  pouvant  être  remplacées  par  des  sinus  et 
cosinus  d'arcs  réels.  Soient  en  effet  «  +  ^  V^ —  *  et  a —  6  ^ — 4 
deux  racines  imaginaires  de  l'équation  (3).  Les  valeurs  par- 
ticulières correspondantes  seront 


ou 


ou 


c««[(A'+A'0cos.ea;4-(A'— A")v^.8in.6a;] , 


OU ,    en   écrivant  B'  et  B''  à  la    pl^oe   de   A'  -{-  A'"   et 

(A'-A'0/=T, 

««•(B'  C0fl.6a?  +  V'  sîn.te) , 

B'  et  B"  représentant  de  nouvelles  constantes  arbitraires. 

440.  Si  l'équation  (3)  a  deux  ou  plusieurs  racines  égales^ 
la  méthode  dont  il  s'agit  parait  en  défaut.  L'intégrale  prend 
alors  une  forme  particulière  que  l'on  peut  trouver  de  la  ma- 
nière suivante.  Supposons  d'abord  que  les  premières  racines 
p'  et  f"  diffèrent  très- peu  l'une  de  l'autre,  en  aorte  que  l'on 
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=:p'-|-(i),u)  étant  une  quantité  très-petite, 
deux  valeurs  particulières  correspondantes 

ni  rexponentielle  c*^*, 


l'+A''+A"coa?-f  A"^  +  etc. 


suppose  que  ti>  devienne  infiniment  petite, 
de  prendre  les  valeurs  de  A'  et  A"  telles 
re  une  valeur  finie  et  arbitraire,  ce  qui 
liment  grande,  et  que  A'-f  A"  conserve 
aleur  finie  et  arbitraire,  ce  qui  suppose  A' 
grande,  et  de  signe  contraire  à  A".  Quant 
nant  les  puissances  supérieures  de  co,  ils 
igés.  Lu  somme  des  deux  valeurs  particu- 
it  deviendra  donc  dans  le  cas  de  deux  ra- 

deux  constantes  arbitraires, 
nnement  s'appliquerait  au  cas  où  les  trois 
seraient  égales   entre  elles.   Supposant 
[S  aurions  donc  pour  la  somme  des  trois 
es  correspondantes 

^"(  A'  +  A"a?)  -H  A^'cCp'-Ho)*  ^ 

A'''+A"W  +  A-!— +A-^+etc.)'. 
enant  que  <»  devienne  infiniment  petite. 
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Nous  pourrons  néanmoins  prendre  A',  A'\  A"*  telles  que  les 

A*'(o* 
quantités  A'  -|-  A*,  A"  +  A*^  w,  — — —  conservent  des  valeurs 

2 

finies  et  arbitraires.  Supprimant  d'ailleurs  le  terme  conte- 
nant ci>'  et  les  termes  suivants^  il  restera  pour  la  somme  des 
trois  valeurs  particulières  dont  il  s'agit. 

tf^*(B'+B"a:  +  B^x«). 

On  procéderait  de  la  même  manière  dans  le  cas  où  il  y 
aurait  un  plus  grand  nombre  de  racines  égales;  et  roo  voit 
qu'en  général  l'existence  d'un  nombre  r  de  racines  égales 
à  p'  dans  l'équation  (2)  donne  lieu  à  autant  de  valeurs  parti- 
culières dont  la  somme  est  exprimée  par 

^P'ar(B'+B"x  +  B^a;«+ +  BCOa;»--»). 

441.  Revenons  maintenant  à  l'équation  (1)  dans  laquelle 

les  quantités  P,Q, U^V  sont  en  général  des  fonctions 

quelconques  de  x.  On  remarquera  d'abord  que  si  le  terme  V 
était  nul,  c'est-à-dire  si  Ton  avait  simplement 

S+ï'£^+*jp+ ^"^=« w 

cette  équation  aurait,  comme  l'équation  (S),  la  propriété 
d'être  satisfaite  par  la  somme  de  plusieurs  valeurs  particu- 
lières multipliées  chacune  par  une  constante,  ainsi  qu'il  est 
aisé  de  le  reconnaître.  Il  suflSrait  donc  alors  de  connaître  un 
nombre  n  de  valeurs  particulières  pour  avoir  immédiatement 
l'intégrale  générale  demandée. 

442.  Lorsque  le  dernier  terme  V  subsiste  dans  l'équa- 
tion (i),  elle  ne  présente  plus  la  même  propriété.  Néanmoins 
l'intégrale  générale  peut  être  obtenue  au  moyen  de  la  mé- 
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s  lorsqu'on  connaît  n  valeurs  particulières  qui 
[uation  (4). 

",  Y'% Y^"J  les  n  valeurs  particulières  dont  il 

n  formerons  l'expression  générale 

=  A'r+A"r+A"'r'+ +Ac»)yw, 

5  A',  A",  A"', A<"^  désignent  maintenant  des 

éterminées  de  x.  En  prenant  les  différentielles 
e  cette  expression ,  on  aura  d'abord 

-■s+*"f+*-§"- +*-ç' 


erons  la  seconde  ligne  à  zéro^  en  regardant  les 

,  A'^A*', A^"^  comme  assujetties  à  satisfaire  à 

on.  Il  viendra  alors 

xdrda;    dx       dx    dx      dx     dx 

même  la  seconde  ligne  à  zéro,  il  viendra 

^  +  A"^  +  A''^+ +  AW^ 


égalerons  la  seconde  ligne  è  zéro;  et  ainsi  de  suite, 
iriendrons  de  cette  manière  à 
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dhy         d*T  rf^Y"  d"Y*  rf"Y^». 

"^  dx  dx"->  "^  i<*   <tr--»  "*■  <tr    ila;^»  "^ "*"  dx 


et  nous  égalerons  la  seconde  ligne  à  V. 
Gela  étant  posé,  il  est  visible  que  les  valeurs  ^  =  ^9 

y3=Y",y=Y*, 3f=Y^"^  satisfaisant  séparément  à  Féqua«> 

tion  {4j,  l'expression  générale  suivante  îf=AT  +  AT"-f- 

A'T"  + +  A^"^Y"»  satisfera  également  à  Féquation  (i), 

pourvu  que  Ton  regarde  les  fonctions  A',  A",  A', A^*> 

comme  assujetties  à  vérifier  les  n  équations 

èV-^-^^-^ +  '^  !->=.. 

dx  dx'^  dx   dx'^  dx    dx  "*" ^   dx      dx  "^^^ 

dx  dx^'^  dx    dx*'^  dx    dx*  "*" **"   dx    Ib^^^* 


dM  d'^^r     dM'  d*^n"     dk"  d^-^Y"  dAW  d"-»YC») 

'di  djr-^  "^  dx    da^'  "^  dx    da^^  +•— +  ^     dx*-i  —  V- 

Or,  ces  équations  étant  linéaires  donneront  toujours  pour 

,     ,       .        rfA'  dA"  dA-^         dAW    ^ 
les  fonctions  ^,  -^,  -r— , "JZ'y  ^^  valeurs  détermi- 
nées que  nous  représenterons  par  ♦'j^»",  **, ^").  L'expres- 
sion de  Fintégrale  générale  cherchée  sera  donc 

y=Y'(a'+/dx.*')+r(a''+/rfa^-*'0+-+Y^*Ka«"^+/rfa;.4K«)), 

et  contiendra  les  n  constantes  arbitraires  a',  a", o^»). 

443.  Si  l'on  ne  connaissait  qu'un  nombre  de  valeurs  par- 
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Ire  que  le  nombre  n  qui  exprime  Tordra  de 
rentielle  proposée,  la  méthode  précédente  ne 
re  appliquée  de  la  même  manière.  Les  fonc- 

dA'" 

,  — — ,  etc.,  n'étant  plus  en  assez  grand  nombre 

CLX 

pût  poser  toutes  les  équations  nécessaires  pour 
c  les  secondes  lignes  des  expressions  des  difié- 

-7-4  ?  -3— g  y  ^^'9  on  serait  obligé  de  laisser  sub- 

i  expressions  les  différentielles  supérieures  de 
»  des  fonctions  indéterminées  A',  A",  A'",  etc. 

des  valeurs  de  ces  fonctions  exigerait  donc 
i'une  ou  de  plusieurs  équations  différentielles. 

des  valeurs  particulières  connues  est  n — 1, 
générale  peut  toujours  être  obtenue ,  parce  que 
Lion  des  fonctions  A',  A",  A'";  etc.,  n'exige  alors 
ition  d'une  équation  différentielle  linéaire  du 
•e,  intégration  qui  peut  toujours  être  effectuée . 
nt  au  no  387. 

i  le  cas  particulier  où  les  coefficients  P,Q, U 

a  (1)  sont  des  nombres  constants,  le  dernier 
al  étant  une  fonction  de  a?,  les  valeurs  parti- 
Y",Y'", Y^"^  sont  connues,  conformément  à 

vu  n®  438,  puisqu'elles  sont  exprimées  par 
'% c»'t'»^,  en  désignant  par  p',f>",p'% p^"^ 

de  l'équation    (3).   La  méthode  précédente 
ic  facilement  l'expression  de  l'intégrale  oher- 

t,  par  exemple,  l'équation  du  second  ordre 


—  96  — 
tfMr/d^letndiiesderi 

l'expression  géoénle  de  jf  sen 

et  les  fonctioiis  A'  et  A'  seront  assaietties  à  satisfaire  aux 
équations 

On  en  déduit  par  l'éliniinaimn 

^  =  !^,       d'Où    A'=îi^^^'. 


d-Où    A'^'^'+J^.Mr". 


dK"     y.e-*"' 

*j — ="z;; — zr*       uuu    a.  = —r. — —7 


d  eXal'  étant  les  deux  c(«stantes  arbitraires.  L'intégrale  de- 
mandée est  donc 

_  [a!'\-Sdx.y€rf")é^'—{d'-^Sdx,\€^")ef" 

446.  Si  les  racines  de  réqnationp'  +  Pp  +  Q  =  0  étaient 
imaginaires  et  désignées  par  a  d:  6  y  —  i  ^  on  prendrait 
d'après  le  n*  439 ,  pour  l'expression  générale  de  y  ^ 

y = A'tf«*  cos.6.r  +  A'>««  sin.6Lr. 

Les  fonctions  A'^  A''  seraient  assujetties  à  satisfaire  aux  équa« 
tions 
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/M" 

^duit  par  rélimination 

V^r-cLpgiD,6j.  ^,_a'— J(lr.Ve-<M'8in.6a? 

6  •    ®^    ^"^  6 • 

Vgr-aa>coa,gj.  .„__a''+/rfa?.Vc-«*cos.6a7 

6      •     ®*  ^- 6 ;• 

m  de  rintëgrale  générale  est  donc  ici 
/rfa?.Ve-^«8in.to)co8.6a?-h(fl''+/^.Vg"^cog,to)gin>6a? 

les  racines  de  Téquation  p'  +  Pp  +  Q = 0  étaient 
re  elles ^  Texpression  de  y  du  n^"  445,  se  rédui- 

)n  en  trouverait  la  véritable  valeur  en  difiërentiant 

àteur  et  le  dénominateur  par  rapport  à  p'\  puis 
=p',  ce  qui  donne 

les  limites  inférieures  des  intégrales  demeurent 
s,  on  peut  rétablir  dans  le  premier  terme  là  con- 
et  écrire 

^rmule,  dans  le  cas  où  V  =  0}  se  réduit  à 

y  =  {a'+a:'x)eP'', 
ela  doit  être  d'après  le  n<*  440. 

iSÉE.  •  î 


us.  L'intégration  des  équations  linéaires  du  second  ordre, 
donne  immédiatement  la  loi  des  températures  permanentes 
d'une  barre  ou  d'un  anneau  dont  la  section  transversale  est 
uniforme  et  fort  petite. 

Concevons  une  barre  cylindrique  ou  prismatique  d'une 
longueur  infinie  dont  une  extrémité  placée  dans  un  foyer  de 
chaleur  est  maintenue  constamment  à  la  température  U.  Cette 
barre  est  placée  dans  Tair  à  la  température  0.  La  chaleur 
communiquée  par  le  foyer  se  propagé  dans  la  barre^  réchauffe 
progressivement  9  et  se  dissipe  en  partie  dans  le  milieu  envi- 
ronnant. Après  un  temps  suffisant^  H  s'établira  dans  toute 
l'étendue  du  prisme  des  températures  constantes  dont  il  s'agit 
de  connaître  la  loi^  et  qui  sont  évidemment  déterminées  par 
cette  condition  ;  que  chaque  partie  reçoive  du  foyer  par  une 
de  ses  extrémités,  une  quantité  de  chaleur  égale  à  celle  qu'elle 
transmet  aux  parties  suivantes  et  qu'elles  perdent  par  leur 
surface  extérieure. 

Les  dimensions  transversales  de  la  barre  étant  supposées 
très-petites,  on  pçut  regarder  comme  égales  les  températures 
de  tous  les  points  d'une  même  section.  Nous  désignerons 
par 

O  l'aire  de  la  section  transversale  de  la  barre; 

Y  le  périmètre  de  cette  section  ; 

X  la  distance  au  foyer  d'une  section  quelconque  de  la 
barre; 

V  la  température  qui  a  lieu  dans  cette  section  ; 

R,  h  les  conducibilités  intérieure  et  extérieure  de  la  sub- 
stance de  la  barre. 

Considérons  l'élément  de  la  longueur  de  la  barre  compris 
entre  les  sections  placées  aux  distances  xeix-^  dx.  La  sar- 
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et  élément  étant  *{dx,  la  quantité  àê  la  chaleur  perdue 
rface  extérieure  dans  Funité  detemps^  est  h^dx.v  ;  et, 
équent ,  la  portion  de  chaleur  pcïrdue  dans  le  mémo 
»ar  la  partie  de  la  barre  qui  est  à  la  suite,  est  exprimée 

vdx.  Mais  d'une  autre  part^  la  tempé- 

6  tous  les  points  d'une  ihéme  section  étant  supposée 
^y  la  chaleur  traverse  Télément  dont  il  s'agit  ^  de  la 
manière  que  cela  aurait  lieu  pour  un  solide  infini 
;  entre  deux  plans  parallèles.  L'épaisseur  du  solide 
ixy  et  les  températures  extrêmes  sont  v  et  v-\-dv. 
itité  de  chaleur  qui  le  traverse  dans  Tunité  de  temps 

c  -^  Ko  — .  Ainsi  nous  avons  pour  exprimer  la  con- 

énoncée  i  l'équation 

ane  en  différentiant 

parvient  également  à  cette  équation  en  remarquant 

dtV 
'  KQ  —  représentant  la  quantité  de  chaleur  qui  traverse 

'unité  de  temps  la  section  de  la  barre  placée  à  la  dis- 
X  du  foyer,  on  aura  —  ^^(t"^'^*ï~)  P^"'  repré- 
la  quantité  de  chaleur  qui  traverse  dans  le  même  temps 
tien  placée  à  la  distance  a? -I-^*  ^^y  '^  différence  de 

dH 

mx  quantités^  qui  est  Kq  -r-^do;,  dort  nécessairement 

0«Zr 
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être  égale  à  la  quantité  de  chaleur  h'^dx,  v  qui  se  dissipe  par 
la  partie  de  la  surface  correspondante  à  l'intervalle  dx.  On  a 
donc  comme  ci-dessus 

l^i^^dx^hfdx.v,    ou    5^,  =  !^». 

449.  L'intégrale  complète  de  cette  équation  différentielle 
est^  conformément  au  n*  445^ 


e  représentant  In  base  des  logarithmes  hyperboliques^  A  et  b 
les  deux  constantes  arbitraires.  Mais  il  est  visible  qu'ici  la 
constante  B  doit  être  nulle,  car  la  valeur  de  t»  ne  peut  croître 
indéfiniment  avec  x.  De  plus,  comme  on  doit  avoir  o  =  L- 
quand  j?  =  0,  la  constante  A  doit  ôtre  égale  à  U.  L'expression 
demandée  des  températures  permanentes  est  donc 

Ainsi  9  les  températures  des  divers  points  du  prisme  étant 
représentées  par  des  nombres,  les  distances  de  ces  points  au 
foyer  sont  représentées  par  les  logarithmes  correspondants. 
Dans  deux  barres  de  même  substance,  les  distances  du  foyer 
où  Ton  obsen'e  la  même  température  sont  proportionnelks 

à  la  quantité l/-,  ou  à  la  racine  quarrée  des  dimensions 

homologues  si  les  sections  sont  semblables.  Dans  deux  barres 
de  substances  différentes,  ces  mêmes  distances  sont  propor- 
tionnelles au  rapport  V/y^»  Les  observations  de  ce  genre 
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faire  connattre  pour  divers  corps  la  valeur  du  rap- 

[es  doux  condudbilités.  On  a  même  cherché  h  foire 

a  observations  dont  il  s'agit ,  a  déterminer  les  valeurs 
de  la  conduclbilité  intérieure  K,  en  recouvrant  chaque 
l'une  couche  de  vernis^  dans  la  vue  de  leur  donner  la 
onducibilité  extérieure^  procédé  qui  ne  présente  peut- 
toute  Texactitude  nécessaire. 

On  déduit  d'ailleurs  focilement  de  Téquation  précé- 
3utes  les  circonstances  du  mouvement  de  la  chaleur 
;  différentes  parties  du  prisme.  La  quantité  de  chaleur 
'erse  dans  l'unité  de  temps  la  section  placée  à  la  dis- 
du  foyer,  est 

[conséquent,  la  quantité  de  chaleur  qui  sort  du  foyor, 
se  dissipe  dans  Tair  par  la  surface  entière  de  la  hirre . 
ns  le  mémo  temps, 

3 

luantité  est  donc  proportionnelle  à  la  puissance  ^  des 

siens  homologues  pour  des  barres  de  même  substance 
igures  semblables. 

.  Admettons  maintenant  qu'il  s'agisse  d\mc  barve  pris- 
le  d'une  longueur  déterminée  représentée  par  a,  et  dont 
ux  extrémités  soient  maintenues  respectivement  aux 
ratures  constantes  U  et  V.  La  loi  dos  températures 


permanentea  sera  toujoun  donnée  par  réquaiion  différentielle 
du  n®  448;  mais  dans  l'intégrale  générale  du  n^  449,  que 
nous  pouvons  écrire 

6Q  ppaant  pow  abréger i/^ » ^>  on  devra  déiarminer  les 

constantes  arbitraii*es  A  et  B  de  manière  que  i>  =  U  lorsque 
x^a,  et  923  V  loriqna  £P=ca.  Cette  intégrale  deviendi-a 
alors 

e^tpression  qui  donnera  les  températures  d'un  point  quelcon* 
que  de  la  barre  compris  entre  ces  deux  extrémités. 

452.  Les  résultats  précédents  ne  supposent  pas  nécessai- 
ment  que  Taxe  de  la  barre  soit  rectiligne.  Les  dimensions  de 
la  section  transversale  étant  supposées  très-petites ,  on  peut 
attribuer  à  cette  barre  une  figure  quelconque,  et  môme  sup* 
poser  que  ses  deux  extrémités  sont  réunies^  de  manière  à 
former  un  anneau.  La  formule  du  numéro  précédent  expri- 
mera toujours  les  températures  permanentes  d'une  portion  de 
la  barre  comprise  entre  deux  foyers,  dont  l'intervalle  est  a^ 
et  qui  sont  maintenus  respectivement  aux  températures  U 
et  V. 

Si  la  barre  forme  un  anneau ,  et  s'il  n'y  a  qu'un  seul  foyer 
maintenu  à  la  température  U ,  on  aura  évidemment  dans  toute 
l'étendue  de  l'anneau 

|>=:U r ;^ , 
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v  =  V 


^X«+l 


îgnani  la  longueur  de  son  périmëire.  Si  Ton  veut 
ter  les  x  du  point  de  Tanneau  opposé  au  foyer^  et  qui 
ge  le  périmètre  en  deux  parties  égales ,  on  aura 


r  =  U n ïT"' 


ne  donnera  à  x  dans  la  première  de  ces  formules  que  des 
eurs  comprises  entre  0  et  a  ^  et  dans  la  seconde  que  des 

leurs  comprises  entre  —  â  ®*  +  5  • 

453.  Considérons  trois  points  de  Tintervalle  compris  entre 
levix  foyers  situés  aux  distances  Xy  x  +  a  eix+idde  Tori- 
p;\ne  des  x.  En  désignant  respectivement  par  v^yV^y  v^  leurs 
lompératures^  on  aura,  d'après  Téquation  générale  du  n^  451 

1?,  =  A .  ^->^(*+«)+B .  e  Vj^+*)  , 


Donc 


OU  bien 
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On  voit  donc  que  l'état  permanent  des  températures  d'une 
barre  ou  d'un  anneau  est  toujours  tel^  que  prenant  entre  deux 
foyers  plusieurs  points  également  espacés,  et  considérant 
trois  de  ces  points  placés  les  uns  à  la  suite  des  autres^  la 
somme  des  températures  des  points  extrêmes,  divisée  par  la 
température  du  point  intermédiaire,  présentera  toujours  une 
même  valeur  qui  dépend  uniquement  de  la  distance  a  des 
points  dont  il  s'agit.  Ce  résultat  remarquable  a  été  vérifié  par 
Texpérience. 

XXXIY.  ÉLimNATION  DES  VARIABLES  ENTRE  LES  EQUATIONS  DIFFE- 
RENTIELLES SIMULTANÉES.  —  nrdGRATION  DES  ÉQUATIONS  LINBAI^ 
RES   SIHULTANÉES. 

454.  Considérons  plusieurs  variables  x,  y,  «,  etc. ,  regardées 
comme  des  fonctions  d'une  autre  variable  indépendante  t;^  et 
admettons  que  l'on  ait  plusieurs  équations  entre  les  variables 
Xy  y  y  z,  etc. ,  et  leurs  coefficients  différentiels 

dx   (Px  dy    d!hf  dz    d*z 

^.3^ •etc...;  ^,  rf„,.ew-..;  ^,  j^,,  etc.. 

Si  les  équations  dont  il  s'agit  sont  en  même  nombre  que  les 
variables  x,  y,  z,  etc.,  on  pourra  toujours  déduire  du  système 
de  ces  équations,  des  équations  différentielles  séparées  oon- 
tenanf  une  seule  de  ces  variables  avec  la  variable  indépen- 
dante r.  L'intégration  des  équations  proposées,  c'est-à-dire 
la  recherche  des  expressions  générales  de  x,y,Zy  etc.,  en 
fonction  de  la  variable  indépendante,  serait  ainsi  ramenée  au 
cas  d'une  seule  équation  différentielle  entre  deux  variables. 
En  effet,  supposons  que  l'on  n'ait  que  deux  équations  entre 
les  deux  variables  x  et  y,  et  leurs  coefficients  différentiels  pris 
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par  rappopi  à  «.  Soit  m  Tordre  de  ia  première  équation  par 
rapport  à  y^  et  n  l'ordre  de  la  seconde  équation^  par  rapport 
à  ia  même  variable.  On  diffirentiera  »  fois  la  première  équa- 
tion, et  m  fois  la  seconde,  ce  qui  donnera,  en  comprenant  les 
équations  proposées,  m+fi+3  équations,  au  moyen  des* 
quelles  on  peut  éliminer  la  variable  y  et  ses  ooefikients  diiK* 

rentiels  5^  »  Ti  >  ti  >  ®*c-*  jusqu'à  l'ordre  m  +  n.  Il  restera 

une  équation  qui  ne  contiendra  que  la  variable  x  seule  et  ses 
coefficients  différentiels.  On  obtiendra  de  la  même  manière 
une  équation  en  y.  La  même  remarque  s'applique  au  cas  où 
le  nombre  des  variables  et  des  équations  proposées  est  plus 
considérable.  On  voit  de  plus  que,  si  les  équations  différen- 
tielles proposées  sont  linéaires,  l'élimination  dont  il  s'agit 
conduira  à  une  équation  finale  également  linéaire. 

455.  On  peut,  dans  quelques  cas,  et  particulièrement  lors- 
que les  équations  différentielles  simultanées  sont  linéaires  et 
à  coefficients  constants,  obtenir  directement  des  équations 
primitives  dont  on  déduirait  les  valeurs  générales  des  varia- 
bles. Considérons  d'abord  deux  équations  du  premier  ordre  ^ 
qui  seront  généralement  de  la  forme 

Par  une  élimination  facile ,  on  peut  les  ramener  à  la  forme 
plus  simple 

} (1} 


^  iOO  - 

Nons  regarderons  en  général  S,  T^  U,  8',  T,  V*  comme  repré- 
sentant des  fonctions  quelconques  de  v.  La  difficulté  consiste 
ici  en  ce  que  les  deux  variables  x,  y,  se  trouvent  à  la  fois 
dans  les  deux  équations  proposées ,  et  il  s'agit  de  remplacer 
ces  deux  équations  par  deux  autres  qui  ne  contiendraient 
chacune  qu'une  seule  variable  avec  la  variable  indépendante 
r.  Pour  y  parvenir,  on  multipliera  la  seconde  équation  par 
un  facteur  ^  qui  sera  une  fonction  indéterminée  de  v,  et  on 
l'ajoutera  à  la  première ,  ce  qui  donnera 

^  4. 4>  ^  +  (S  +  S'*)a?  H-  (T  +  r*)y  =  U  +  U'«K 

De  plgs  on  posera  a:  +  *y=:u,  d'où 

^  jL  Oi^y —^^  _^^ 

dv^     dv'^dv      dv^' 

u  étant  une  nouvelle  variable.  Ces  valeurs  étant  substituées 
dans  réquation  précédente  la  changeront  en 


du 
dv 


^  +(S-f  S'cP)w-t/  [  [^  +(S+S'4>)*]-(T+r*)]  =U+U'*  ; 


et  en  déterminant  la  fonction  4>  de  manière  à  satisfaire  à  l'é* 
quation 


dv 


+(S+S'*)*— (T+r4>)  =  0, (2) 


il  restera  à  intégrer  l'équation 


~+(S  +  S'*)tt  =  U  +  U'* (3) 
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L'équation  (i)  ne  contient  que  les  variables  «  et  r.  Si  Fon 
peut  trouver  une  valeur  pour  O  qui  satisfasse  à  cette  équa- 
tion ^  on  la  substituera  dans  Téquation  (3)»  qui  ne  contiendra 
plus  que  les  variables  u  et  v,  et  quirentrera  dans  les  cas  traités 
n°  438  et  suivants. 

^56.  Si  les  coeflScients  8,  T,  S',  T  des  équations  (1),  sont 
constants^  on  pourrait  satisfaire  à  1  équation  (2),  en  prenant 

pour  ^  un  nombre  constant^  ce  qui  donne  j-  =0^  la  valeur 

de  ce  nombre  étant  déterminée  par  Téquation  du  second 
dogré 

(s  +  s'*>t— (T+'r<ï>)=o (fi) 

En  appliquant  d'ailleurs  à  l'équation  (3),  la  méthode  du 
n*"  386^  on  trouvera  pour  l'intégrale  de  cette  équation 

a  étant  la  constante  arbitraire.  On  doit  mettre  dans  cette 
expression  à  la  place  de  ^,  les  deux  valeurs  qui  satisfont  à 
l'équation  (\);  en  les  désignant  par  *i  et  «l>j,  et  remplaçant 
u  par  son  expression  en  x  et  y,  on  aura  les  deux  équations 
primitives 

a;+<^,î/=<?-(S+S'♦,)r[a,+/dv(U+U'4>,) .  c(s+s'*,),.] , 

au  moyen  desquelles  on  pourra  déterminer  les  expressions  de 
chacune  des  variables  a:  et  y  en  fonction  de  v. 

457.  Si  les  racines  de  Téquation  (4)  étaient  imaginaires^ 
et  désignées  par  a  ±  6  y^— i  ,  l'équation  (2),  à  laquelle  la 


'I 


» 
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quantité  <t  doit  satisfaire,  pourrait  alors  se  mettre  sous  lu 
forme 

ou  bien 

dont  rintégrale  est 

ç  arc.  tang.  —g—  =  c  —  SV  ,. 

C  désignant  une  constante  arbitraire,  et  donne 

fl>=:a  +  6.tang.6(c  — SV). 
En  donnant  à  la  constante  C  deux  valeurs  particulières  quel- 
conques; en  supposant  par  exemple  6C=0  et  6C=  -    on 
aura  les  deux  valeurs 

'!»  =  «— 6.  tang.6S'u         et         <1»  =  a4-S.cot.6S'i?, 

qui  étant  substituées  successivement  dans  l'équation   (5) 
donneront  les  deux  équations  nécessaires  pour  déterminer  \r 
et  y  en  fonction  de  r. 

Si  les  deux  racines  de  l'équation  (4)  étaient  égales  entre 
elles,  et  représentées  par  p ,  l'équation  (2)  se  mettrait  sous  la 
forme 

ou 


-lin)  — 

dont  J'Jflt^nJc  est 

Cdésipmi  toujours  une  constante  arbitraire  ;  d'où  l'on  tire 

*=p  +  cTsV 

En  doDuani  à  C  deux  valeurs  particulières  quelconques^  sup- 
posant par  exemple  C = «  et  G  =  0  ^  on  aura 

*=^?    et    4>=?4-g^^. 

/eura  qui  devront  être  substituées  comme  oi-destus  dans 
jimtion  ;5;. 

58.  Supposons  maintenant  que  Ton  ait  trois  équations  du 
nier  ordre  entre  les  variables  a*,  t/,  s  et  la  variable  indé- 
lâiUe  V,  qui,  d'après  ce  qui  a  été  dit  n®  455  >  pourront 
urs  se  ramener  à  la  forme 

p/iera  respectivement  la  seconde  et  la  troisième 
par  les  facteurs  indéterminés  <!>  et  ^',  et  on  les 
la  première  y  ce  qui  donnera 

t^  "^  '*'  ^  "^  '^  "^  8'*+ S"V)i;  +  (T+r«l»+r'Y)y 
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On  posera  ensuite 

a;+*y+^'^=«.  d'où  araru  — *y— M'^, 

dx      .dy     „.dz__^du d^    d*P 

m'^     dv'^     dv-^dv      dvy~~dv^* 

u  désignant  une  nouvelle  variable.  Ces  valeurs  étant  substi- 
tuées dans  réquation  précédente ,  il  viendra 

Ainsi  ^  déterminant  4»  et  Y  de  manière  à  satisfaire  aux  Aexxx 


il  restera  à  intégrer 

entre  les  seules  variables  u  et  v.  Les  équations  seront  dotic 
résolues  si  Ton  peut  trouver  des  valeurs  de  *  et  ^'  qui  satis- 
fassent aux  deux  équations  dont  dépendent  ces  fonctions. 

459.  Si  Ton  admet,  comme  dans  le  n"  456,  que  lès  coeiii- 
feients  9,  T,  U,  S',  ï',  U',  8%  T",  U"  des  premiers  membres 
des  équations  proposées  soient  des  nombres  constants  ^  on 
pourra  prendre  pour  'l*  et  H'  des  valeurs  bonstantfes,  déter- 
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minées  par  les  équations 

(s+s'*+s'"F)4>— (T+r*-i-r'4*)  =  0 , 

et  comme  les  équations  finales  donnant  les  valeurs  de  ^  et  H' 
montetont  aa  troisième  degré,  on  aura  trois  systèmes  de  va* 
leurs  que  nous  désignerons  respectivement  par  ^\  et  ^\ ,  *, 

etï;,*,env 

L'intégrale  de  l'équation  entre  u  et  i?  étant  d'ailleurs 
lous  aurons  les  trois  équations  primitives 

étermineront  leô  valeurs  de  x,  y,  z  en  fonction  de  r* 

même  méthode  s'applique  aux  dsis  où  Ton  à  un  plus 
nombre  de  variables  et  d'équations  différentielles^  et 
H  que  ces  équations  s'intègrent  toujours  lorsque  les 
*nts  des  premiers  membres  sont  constants. 

^ou3  avons  supposé  jusqu'ici  que  les  équations  diffé- 
proposéeâ  étaient  du  premier  ordt'e.  Le  cas  où  ces 
sont  du  second  ordre  et  des  ordres  supérieurs  ccrt 

1  précèdent  de  la  manière  suivante.  Soient,  pat 

?s  deux  éqttatioiis  du  second  ordre 
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On  po8«ra-7-=p,  ^  =  ?,  p  et  g  désignant  de  nouvelles 
vai'iables.  On  aura  alors  les  équations  du  premier  ordre 

entre  les  quatre  variables  Xy  y,  p,  q,  et  la  variable  indépen- 
dante t\  Ces  équations  étant  traitées  par  la  méthode  des 
n^  455  et  suivants ,  conduiront  aux  expressions  demandées 
de  X  et  y. 


XXXV.    INTÉGRATION   PAR   SERIES   DES  ÉQUATIONS 
DIFFÉRElfTIELLES. 

4dl.  Lorsqu'il  n'est  pas  possible  d'obtenir  en  termes  fiuis^ 
par  le  moyen  des  méthodes  connues,  Texpression  de  la  fonc- 
tion qui  est  donnée  par  une  équation  différentielle,  on  peut 
chercher  à  obtenir  cette  expression  sous  la  forme  d'un  déve- 
loppement en  série  infinie.  Si  la  série  est  convergente,  l'ex- 
pression dont  il  s^agit  sera  aussi  propre  que  toute  autre  à 
faire  connaître  les  valeurs  niunériques  de  la  fonction  cherchée. 
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Sveloppement  en  série  de  la  fonction  y  dcMinée  par 

m  différentielle 


tenir  en  général  au  moyen  de  ce  qui  a  été  dit  dans  le 

iiie  équation  étant  résolue  par  rapport  à  ^  donnera 

s  de  ce  coefficient  différentiel  et  des  coefScients  dif- 
des  ordres  supérieurs  correspondantes  à  j?  =  0; 
tituaat  ces  valeurs  dans  Texpression  générale 

développement  de  la  fonction  y,  dans  lequel  il 

dv     d^v         dS^^^y 

\  coeflScients  arbitraires  j/.,  -r^y  rrîy t-^- 

cas  particuliers  où  la  supposition  de  â;r=r  0  ren* 

les  valeurs  de  -r-^  et  des  coefficients  différentiels 
dx* 

upérieursy  on  remarquerait  que  la  formule  de 

ée  n""  80^  devient,  en  y  faisant  x=:ay  puis 


"^  dx^        2      '^  dx^      2.3    "^  rfx*    2.3.4  "*■  ^^ 


nie  par  !/a,  ^ ,  j^ ,  etc. ,  les  valeurs  parti- 
(nnenty^  ^,  ^,  etc.,  lorsqu'on  donne  à  x 
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h  nJtlir  0»  On  déduinU  dODô  de  l'AquatiM  diiMMtttiaU^ 

posée  les  valeurs  de  -p^,  -r-r:  >  ^   T!>  e^.,  queron  sdb- 

stituerait  dans  l'expression  précédente.  On  pourrait  d'ailleurs 
attribuer  à  a  toute  valeui*  qui  ne  rendrait  pas  infinies  les  va- 
leurs des  coefficients  différentiels  de  Tordre  n^  et  des  ordres 
plus  élevés. 

462.  n  est  souvent  plui  simple  et  plus  fikclle  de  substituer 
à  l'opération  qui  vient  d'être  indiquée  ^  la  méthode  des  coeffi- 
cients indéterminés.  Soit,  par  exemple ,  l'équation  du  second 
ordre 

£?.+^  =  ^ 
On  po^era^  pour  satisfaire  à  cette  équation, 

A«>A||  Af,  etc.)  désignant  des  coeffidenta  constants  indé- 
terminés^ et  a  un  exposant  également  indéterminé.  Si  Fon 
substitue  cette  expression  de  y  dans  l'équation  proposée ,  il 
viendM 

0  =  Ao«(«—  i>r*-«+ Ai(«+1>M^»  +  A,(a42X«+l)*« 
+A,(«+3X«+2)jjj«+i+A4(«+ûX«+B;[aï«+ï+etc., 

équation  où  Ton  fera  disparaître  les  deux  premiers  termes  du 
second  membre  9  en  supposant  ai=:0^  et  laissant  indétermi- 
nées les  constantes  A^  et  A|.  Le  troisième  disparaîtra  en  sup. 
posant  A,  =  0.  Quant  aux  termes  suivants^  ils  deviendront 
nuls  en  déterminant  convenablement  les  coefficients  A^»  A^, 
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,  etc.,  au  moyen  des  trois  pramian.  Let  vabon  âl 
efficients  seront  données  par  les  équations 

— A,  =  ||    d'où  l'on  déduit   A,«-|| 

^^2.3.5.6 
^  =  3. 


^  "      2.3.6.8.3.9 


— A*  = 

^ét 

-A,= 

.A. 

'Û.6 

— A.= 

-Al 

6.6 

— A,= 

-h 

-A,= 

-t. 

_A,= 

-Al 

8.9 

— Aio= 

9l5 

etc. 

3.  A.  6.7.9.10 
etc. 


La  série  qui  .donne  l'expression  cherchée  de  y  est  donc 
î^  =  Ae^l-2^ +  21^^-235  g  3^+etc.j 

^""Sï'^3Xê:7~3.A.6.7.9.10'*'®^;' 

k^  et  Al  sont  les  deux  constantes  arbitraires. 
163.  Si  l'équation  proposée  était 


s+i=«. 


b  subsUtiition  de  l'expression 

y  =  A^+A,««+i+At««+*+A,a^+5+Afl;^«+*+  etc. 
donnerait  l'équation  de  condition 

+a}  +aJ 

+A^«H-3Xa+2)|«*+*+  etc. 
+A,| 

On  fait  dbparaitre  le  premier  terme  en  posant  a  =  0  ou 
a= d  ^  mais  la  première  hypothèse  ne  peut  être  admisse  parce 
que  le  second  terme  ne  pourrait  alors  disparaître  qu'en  sup- 
posant aussi  Aq  =  0.  En  faisant  donc  a  =  4 ,  les  coefficients 
différentiels  seront  déterminés  par  les  équations 

— Ai.2.1:^Ao,  d'où  Ton  déduit  A,  =— ^ 

1.2«,3 


—A,.  3.2  =  A, 

-A«.A.3  =  A, 

— A4.6.4  =  A| 

*»      1.2'.3«.4«.6®**^ 

— A,.6.6  =  A^ 

etc. 
Par  conséquent  l'équation  est  satisfaite  par  la  valeur 

y_  Ao^«— j;2  "^  1.2».3      1.2«.3U  "^  i.2«.3*.4*.6  ""®*^j- 
Cette  eipression  ne  contenant  qu'une  seule  constante  arbi- 
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i.iire  9  présente  bien  une  infinité  de  valeurs  particulières  de 
fonction  y,  mais  elle  n'est  pas  l'intégrale  générale  de 
3<xuation  proposée.  Il  est  aisé  de  reconnaître  d'ailleurs  que 
on  ne  peut  satisfaire  à  cette  équation  par  une  série  ordonnée 
uivant  les  puissances  descendantes  de  x. 

^64.  Nous  considérerons  encore  Téquation  du  second 
>rdre 

g  +  îi  +  y=o. 
£n  posant  comme  ci-dessus , 

et  substituant  cette  expression  dans  Téquation  proposée,  il 
viendra 


=A^«-l) 

«»-»+A,(«+l)« 

a!<t-l+Arfa+2)(«+l) 

+A,a 

+A,(«  +  1) 

+A/.+a) 

+A« 

+A/«+3)(a+3) 

««+«+A»(a+û)(«+3) 

««+»+etc 

+A,(a+3) 

+A»(a+4) 

+A. 

+A, 

afl 


On  fait  disparaître  le  premier  terme  du  second  membre  en 
faisant  a= 0  sans  déterminer  A^  ;  mais  alors  le  second  terme 
ne  disparait  pas,  à  moins  que  Ton  ne  fasse  A^  =  0.  De  même 
on  fait  disparaître  le  second  terme  en  posant  a=: — 1  ^  le 
coefficient  Al  demeurant  indéterminé,  mais  alors  le  premier 
terme  ne  disparaîtra  pas^  à  moins  qu'on  ne  suppose  Ao=;0. 
Si  Von  fait  donc  «  =  0^  les  coefficients  seront  déterminés  par 
les  équations 
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A«±=A,j  «Toù  Ton 

dédnlt  A,=A, 

A.=0 

A.=0 

-^a% 

-A.-- ^ 
^-6+8 

A,=0 

-^*=n^ 

A-  A«  _   A, 
**     ft.16      2'.4» 

~*»=2Ô+6 

A,=« 

A.-    *' 
*•     30+6 

A.                  A« 

*«         A.16.36-      2'.4».6** 

etc.  eto. 

Pn  satisfera  doQe  à  l'équation  proposée  par  la  séria 

y  =  A,(i~g  +  ^.-55|;^,  +  etc.). 

Quant  à  la  supposition  de  a = — 1 ,  il  est  aisé  de  reconnaître 
qu'elle  conduirait  à  la  même  série  que  l'on  vient  de  trouver. 
On  n'obtient  encore  ici  qu'une  formule  propre  à  donner  ^des 
'  intégrales  particulières ^  mais  non  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion proposée.  « 

405.  Lorsque  la  substitution  d'une  série  ascendante  de 
la  variable  x  dans  l'équation  différentielle  ne  donne  qu'une 
valeur  particulière^  oela  tient  généralement  à  ce  que  l'inté- 
grale complète  doit  contenir  des  termes  affectés  du  logarithme 
de  eette  variable.  Ajant  trouvé^  par  exemple,  pour  l'équa- 
tion précédente 
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a.    valeur  parUenUère 

ox^  posera^  pour  obtenir  l'intégrale  complète ^  conformément 
et  oe  qu'on  a  vu  dans  les  n"*  442  et  443^  y=AT'^  A  dési- 
gnant une  fonction  de  x,  ce  qui  donne 


et 


Mettant  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente  j  et  suppri- 
mant les  termes  affectés  de  A  dont  la  somme  est  nulle  ^  il 
restera  pour  déterminer  A  l'équation 


qui  devient,  en  posant  ^  »  t, 

dt     /^dY'     TA  di     ftdV     dm 

d'où  Ton  tire  tc=  -^ïi*  et  pa?  conséqu^t  A  m\  j^. 

On  en  conclut  que  l'expression  de  l'intégrale  complète 
est 

a  et  b  étant  les  deux  constantes  arbitraires.  D'ailleurs 
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a,  6,  etc.  9  désignant  des  coefficients  numériques  qu'U  est 
facile  de  déterminer.  Cette  expression  devient  donc 


XXXYI.   iQUATIOirS  aux  DIFFBEKNCBS  OaDINAmBS  bu  PKBIOEa 
ORDRB  A  TROIS  YARIABLKS. 

466*  Soit  proposée  Téquation  différentielle 

Prfa?  +  Ody  +  Rrf:2  =  0, 

dans  laquelle  P,  Q,  R  désignent  des  fonctions  quelconques 
des  trois  variables  x,  y,  z.  Si  cette  équation  est  le  résultat 
immédiat  de  la  di£féreniiation  d'une  équation  primitive 
F(^>y>*)  =  0,  son  premier  membre  satisfera  aux  condi- 
tions d'intégrabilité  des  fonctions  différentielles  du  premier 
ordre  à  trois  variables^  et  on  pourra  en  trouver  l'intégrale, 
qui  devra  être  complétée  par  une  constante  arbitraire. 

Mais  si  Téquation  proposée  résulte  de  l'élimination  d'une 
constante  entre  l'équation  primitive  ¥(x,  y,  z)  =  0,  et  l'équa- 
.tion  différentielle  qui  s'en  déduit  immédiatement,  ou  si  Ton 
a  supprimé  après  la  différentiation  un  facteur  commun  à  tous 
les  termes^  elle  ne  satisfera  plus  en  général  aux  conditions 
d'intégrabilité.  Néanmoins  cette  équation  ayant  été  déduite 
d'une  relation  donnée  entre  les  trois  variables  x,  y,  z^  dont 
deux  d'entre  elles,  par  exemple  rr  et  y,  peuvent  être  regar- 
dées coname  indépendantes,  et  la  troisième  z  comme  fonction 
de  ces  deux-ci,  il  s'ensuit  que  tirant  la  valeur  de  dz  qui  sera 

rf2  =  — -dar— 5rfy, 
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expression  doit  satisfaire  à  la  condition  générale  de 
•essioD  de  la  difiërentieUe  des  fonctions  de  deux  varia- 
ndépendantes;  en  sorte  que  Ton  doit  avoir 

n  faisant  attention  que  »  est  contenu  dans  les  fonctions 
etR, 

/rfP      rfPçteX         /dR      rfR(ù:\ 

"'^{dx'^dz  dx)^\dx'^dzdiy 

it  pour  jj  et  j-  leurs  valeurs — g  et  —  ^  et  réduisant, 
t 

quation  exprime  la  condition  nécessaire  pour  que  Ton 
regarder  dans  l'équation  proposée  deux  quelconques 
iables  comme  indépendantes,  et  la  troisième  comme 
iction  des  deux  autres.  On  pourra  alors  considérer 
on  dont  il  s'agit  conime  appartenant  à  une  surface. 

Lorsque  Téquation  de  condition  que  l'on  vient  d'obte- 
nit  une  valeur  de  Zy  par  exemple^  en  fonction  de  x,  y  y 
quelle  on  ait 

Prfa?4-Orfy4-Rrf^  =  0, 

ouve  satisfaire  à  cette  dernière  équation  sans  avoir  eu 
itégrer.  Mais  quand  l'équation  de  condition  indiquée 
ée  identiquement  (et  elle  doit  l'être  si  l'équation  diflfé- 
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rentielle  a  une  intégrale  F{x,  y,x)s=0  contenant  une  con- 
staiite  arbitraire  qui  n'entre  pas  dans  P^  Q^  R)^  alors  la  re- 
cherche de  rintéfiprale  se  ramène  à  Tintégration  d'une  équation 
à  deux  variables  seulement.  En  effet,  regardons  la  variable  x 
comme  constante,  et  supposons  par  conséquent  djs=0;  Té- 
quation  proposée  se  réduit  alors  à 

Vdx  +  QdyzrzO^ 

qui  appartient  à  une  section  quelconque  £iite  dans  la  surface 
par  un  plan  parallèle  au  plan  des  opy,  h  une  distance  de  ce 
plan  marquée  par  la  valeur  constante  attribuée  à  la  coor- 
donnée z,  dans  les  fonctions  P  et  Q.  Si  Ton  parvient  à  inté- 
grer cette  équation  en  rendant  son  premier  membre  une  diffé- 
rentielle exacte  en  x  et  yjàw  moyen  d'un  facteur  X,  il  faudra 
regarder  la  constante  qui  complétera  cette  intégrale  comme 
une  fonction  de  z  :  nous  représenterons  donc  l'intégrale  dont 
il  s'agit  par 

Z  désignant  une  fonction  de  z  seule.  Or,  en  différentiant 
cette  dernière  équation  en  y  faisant  varier  x ,  y>  z,  il  viendra 

dx      ^  dy^^  dz^  • 

c'est-à-dire 

yj(Pdx  -f  Qdy)  +  ^dz  =dZ. 

De  cette  équation  combinée  avec 

Vdx  +  Qdy  +  Rrf^  =  0 , 
je  tire 
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ime  Z  est  une  fonction  de  z  seule,  le  second  mem- 
it  se  réduire  aussi  à  une  telle  fonction  en  éliminant  une 
'iables  J?,i/,au  moyen  de  Téquation  (p(jr,  y,  jr)=Zj  la 
3  j?  ou  y  étant  chassée  ainsi  ^  Tautre  y  ou  x  doit  dispa- 
'elle-méme,  en  sorte  qu'il  ne  restera  qu'une  équation 
tielle  enti%  %  et  Z.  Cette  équation  étant  intégrée, 
i  l'expression  de  Z  en  z,  avec  une  constante  arbitraire; 
emplâçant  Z  par  cette  expression  dans  Téquation 
)  =  Z,  on  aura  Fintégrale  cherchée. 

^it  proposée,  par  exemple^  l'équation  différentielle 

Lielle  l'équation  de  conditlbn  du  n<*  466  est  identique 
rdant  x  comme  constante,  elle  se  réduit  à 

fables  sont  séparées  ^  et  dont  l'intégrale  est 

3onstante  arbitraire,  que  nous  regardons  ici  comme 
on  de  z.  Différentiant  cette  dernière  équation  en 
t  varier^  il  vient 

{^+z'')dx-{-2ydy+2xzdz=dl9 
eut  changer^  en  ayant  égard  à  Téquation  propo- 

z 
dans  cette  équation  y'  par  sa  valeur  déduite  de 


l'équation  a?'  +  y*+aî«'=Z,  la  variable  x  disparaîtra^  et  il 
viendra  simplement 

i—dz==<a,  ou  —=2:^. 

équation  dont  l'intégrale  est 

a  désignant  la  constante  arbitraire.  Mettant  donc  pour  Z  la 
valeur  qui  se  déduit  de  cette  équation  dans  a:* + y*  -)-  xx*  =  Z, 
iKviendra 

qui  est  l'intégrale  cherchée. 
469.  Lorsque  Téquation  différentielle  proposée 

ne  satisfait  pas  à  Téquation  de  condition  du  n""  466,  d'où 
Ton  conclut  qu'il  n'est  pas  possible  d'y  regarder  deux  des 
variables  comme  indépendantes,  et  la  troisième  comme  une 
fonction  de  celles-ci ,  on  ne  peut  attribuer  un  sens  analy- 
tique à  cette  équation  qu'en  admettant  que  deux  des  va- 
riables sont  liées  par  une  relation  inconnue ,  mais  existante. 
On  devra  donc  supposer,  par  exemple,  que  j;  et  y  ont  entre 
elles  une  relation  exprimée  par  une  équation  telle  que 
ç[jr,  y)  =  0,  d'après  laquelle  l'équation  proposée  se  rédui- 
rait à  une  équation  à  deux  variables  seulement,  et  pourrait 
être  intégrée  en  conséquence,  après  la  détermination  de  la 
fonction  o.  Dans  un  tel  cas  l'équation  dont  il  s'agit  ne  peut 
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^  comme  appartenant  à  une  surfiEtce.  La  fonc- 
nnée  des  courbes,  en  nombre  infini^  que  l'on 
avoir  tracé  arbitrairement  sur  le  plan  des  xy 
de  ces  courbes  qui  sont  représentées  par 

/)=o. 

.  ÉQUATIONS  AUX  DIFFÉRENCES  PARTIELLES 
DU  PREMBR  ORDRE. 

eux  vflinables  indépendantes  or  et  y  et  une 
le  z  qui  est  regardée  comme  une  fonction 

res  •  j"  c*  T"  représenteront  les  coefficients 

iels  de  la  fonction  x  pris  respectivement  par 
ï  y;  en  sorte  que  si  x  augmente  de  dx, 

le  z  sera  —  dx;  et  si  y  augmente  de  dy, 

dz 
le  z  sera  -j-dy.  Une  équation  aux  diffé- 

du  premier  ordre  entre  les  trois  variables 

en  général  une  relation  entre  les  quan- 

dx 
y  —f  et  peut  être  représentée  par 


J  dz    dz\     ^ 


'une  fonction  quelconque.  Il  s'agit  de  oon* 
tion  d'une  telle  équation ,  et  cx>mment  peut 
ation  primitive  à  laquelle  elle  doit  corres* 

variables  indépendantes  Xy  y  peuvent  être 
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regardées  ccMiune  deux  abscisses  rectangidaires  horison'* 
taies,  et  la  variable  x  comme  ime  ordonnée  verticale.  Ainû 
X  étant  regardée  comme  une  fonction  de  x  et  y,  une  rela^ 
tion  entre  ces  trois  variables  sera  considérée  conmie  l'équa* 
tion  d'une  surface  définie  par  Téquation  proposée. 
Gela  posé^  étant  donnée  l'équation 


J  dz    dz\     ^ 


supposons  que  l'on  cherche  à  coiistruire  la  surfiice  qu'elle 
doit  représenter.  On  déduira  de  cette  équation  la  valeur  de 

Tune  quelconque  des  quantités  ^yVf'f'T'^-T-  lorsque  les 

quatre  autres  auront  été  données;  par  conséquent ,  on  peut 

concevoir  que  la  construction  s'opère  de  la  manière  lAiivante. 

Traçons  dans  le  plan  des  xz-  une  courbe  quelconque  que 

nous  regarderons  comme  Tintersection  de  la  surface  chei^- 

chée  par  ce  plan.  Pour  un  point  quelconque  de  cette  courbe^ 

*  dz 

on  connaîtra  x^  y  dont  la  valeur  est  nulle,  x  ei  -r-i  l'équa- 

tion  proposée  donnant  —  ^  la  direction  du  plan  tangent  à  la 

surface  cherchée  est  déterminée  dans  toute  l'étendue  de  la 
courbe  dont  il  s'agit.  Si  donc  on  conçoit  un  plan  mené  pa- 
rallèlement au  plan  des  xz  à  une  distance  très-petite  Ay,  on 
connaîtra  Hntersection  de  la  surface  par  ce  pian  avec  une 
exactitude  d*autant  plus  grande  que  Ay  sera  plus  petite.  On 
pourra  se  servir  de  cette  intersection  pour  construire  de  la 
même  manière  une  nouvelle  intersection  avec  un  second 
plan  mené  à  la  distance  Ay  du  premier;  et  ainsi  de  suite. 
Ainsi  la  surface  est  en  général  déterminée  dans  toute  aon 
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oyen  de  Téquation  différentielle^  lorsqu'on 
trairement  Tinlerseclion  de  cette  surface  par 
'le  au  plan  des  xz.  Il  est  évident  d'ailleurs 
également  si  Ton  se  donnait  l'intersection 
r  un  plan  parallèle  aux  yz, 
\r,  par  ce  qui  précède,  que  Téquation  diffè- 
re appartient  à  une  infinité  de  surfaces  diffè* 
toutes  un  caractère  commun  exprimé  par 
^a  figure  de  chaque  surface  dépend  de  celle 
itraire  par  laquelle  on  l^a  fait  passer.  Si  Ton 
aie  de  Téquation  proposée  ait  une  significa- 
ue  que  cette  équation  elle-même,  elle  doit 
es  les  surfaces  dont  il  s'agit.  Cette  inté- 
coudition  de  satisfaire  à  l'équation  diffé*^ 
\e,  doit  donc  contenir  une  fonction  arbi- 

malt  la  vérité  de  cette  proposition  en  re- 
Pon  a  une  équation  primitive  contenant  une 
ninée,  on  peut  toujours  en  déduire  une 
nier  ordre  où  cette  fonction  ait  entièrement 
exemple  l'équation 

t  (p  sont  des  signes  de  fonction ,  et  u  repré- 
e  fonction  dex,yy  z.  £n  difiërentiant  suc- 
ipport  kx  eiky,i\  viendra 

z         rfF     d.(f{u)/du      du  cte\  ___ 
x'^d.fiu)     du    \dx'^'dzdxj^^* 

g         dW     d.f^{u)/du     du  dz\_ 
/"*"d.<p(u)     du    \dy^  d*dy)~^^' 
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Éliminant  ensuite  <f(tt)  et  -^-^  entre  ces  deux  équations 

et  l'équation  primitive^  il  restera  une  équation  différentielle 
du  premier  ordre  dans  laquelle  la  fonction  cp  n^entrera  point. 
Cette  équation  exprimera  une  relation  qui  subsiste  quelle 
que  soit  la  forme  qui,  dans  l'équation  primitive,  pourrait 
être  attribuée  à  la  fonction  ç. 
472.  Considérons  en  général  une  équation  primitive 

F{x,y,z,a,b)=0 (1) 

dans  laquelle  a,  b  désignent  deux  constantes.  En  différen- 
tiant  successivement  par  rapport  à  x  et  à  y,  on  aura  les  deux 
équations 

dF  .dF  dz_^   \ 

^,dFdz_      \ ^^^ 

et  l'on  pourra  éliminer  les  constantes  a  et  b,  entre  ces  équa* 
tions  et  Téquation  primitive.  On  obtiendra  de  cette  manière 
une  équation  différentielle  du  premier  ordre  dans  laquelle 
ces  constantes  auront  disparu,  et  qui  par  conséquent  expri- 
mera une  propriété  entièrement  indépendante  des  valeurs 
particulières  qui  pourraient  leur  être  attribuées.  Nous  repré- 
senterons cette  équation  par 


/(*.y.^tS.J)=«- (3) 


On  voit,  en  premier  lieu,  qu'étant  donnée  l'équation  (3)^ 
on  peut  lui  cherdier  une  intégrale  j  ou  équation  primitive , 
qui  contienne  deux  constantes  arbitraires. 
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regarde  a,  dans  l'équation  (i)^  comme  une 
)\e,  et  6  comme  une  fonction  de  a,  les  deux 
rentielles  qui  en  dériveront  seront  alors 

dx^\da'^  dbda)\dx'^  dzdx)''^' 
dx^\da'^  db  da)  \dy^  dz dy)  " ^' 

uations  ne  différeront  point  des  équations  (2)^ 
int  que  Ton  ait  l'équation 

da'^dbda'^^' 

(1)  conduira  toujours  à  la  même  équa- 
nces  partielles  (3),  lorsqu'on  y  regardera  a 
y  et  h  comme  une  fonction  quelconque  de  a, 
oit  pris  de  manière  à  satisfaire  à  Téquation 


qu'étant  donnée  une  équation  aux  diffé- 

du  premier  ordre ,  si  l'on  a  trouvé  une 

^e  F=0  avec  deux  constantes  arbitraires 

>fasse  à  cette  équation ,  on  aura  une  solu- 

us  étendue^  en  prenant  b=<p(a)j  et  déter- 

uation  -r-  +  -^  ^-  =  0.  La  fonction  <p  est 
da      do  da 

aire  qui  donne  à  la  solution  la  généralité 


1  de  ripmarquer  que  l'on  pourrait  égale- 
ation  primitive  (1),  regarder  a  et  6  comme 

9 
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deux  quantités  variables  indépeDdantes  l'une  de  l'autre , 
et  que  Ton  aurait  alors  les  deux  équations  dérivées, 

£to  ■*■  (te  (te  ■*■  4ia  V(i»"^  £te  cte;  "^  rf6  Vrf«  ■*■  if^  rfi:/ ""     • 

dy'^  dz  dy'^  da\dy^  dz  dg)^ dib\dy'^  dz  dy)^^* 

que  l'on  ramène  aux  équations  (2)  en  posant 

dF  àB     \ 

5^  =  0.     et     ^  =  e. 

Par  conséquent  si  l'équation  primitive  F=:0^  contenant  tes 
deux  constantes  arbitraires  a  et  6,  satisfait  à  une  équation 
aux  différences  partielles  [Nroposée,  on  voit  que  l'on  y  sa- 
tisfera aicore  en  mettant  à  la  place  de  a  et  6  dans  cette 
équation  les  deux  valeurs  en  â?,  y,  x  de  ces  quantités  tirées 

dP  dF 

des  équations  j-  =  0,  ^  =  0.  Mais  le  résultat  que  l'on 

obtiendrait  ainsi  ne  contient  pas  de  fonction  arbitraire,  et  il 
na  donne  qu'une  solution  ou  une  intégrale  particulière  de 
l'équation  proposée. 

474.  Dans  la  géométrie,  l'équation  (1)|  avec  deux  con* 
slantes  arbitraires,  représente  une  infinité  de  surfaces  corres- 
pondantes à  toutes  les  valeurs  que  Ton  peut  attribuer  à  ces 
constantes,  et  auxquelles  appartient  toujours  l'équation  aux. 
différences  partielles  (3).  Lorsque  Von  prend  b  =  ^  (a),  ç  étant 
le  signe  d'une  fonction  (juelconque,  on  considère  la  série  de 
surfaces  qui  résulte  de  la  fonction  «p  lorsque  l'on  attribue  à 

a  tontes  les  valeurs  possibles  depuis— -jusqu'à  4.  -.  Qr  , 
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>lace  de  a,  dans  réquation  F[Xfy,Xya,^a)]=x:0, 
-dajle  résultat,  que  nous  représenterons  par 

=  O ,  appartiendra  à  une  surface  comprise  dans 

et  infiniment  voisine  de  la  surface  représentée 
>n  F  =  0.  Donc  le  système  de  ces  deux  équations 

\-  -3-  da  =  0,  ou  simplement  F  =  0  et  —  =0 

première  fait  disparaître  le  premier  terme  de  la 
md  on  les  regarde  comme  subsistant  ensemble), 
i  la  ligne  d'intersection  des  deui  surfaces  consé- 
rie  que  nous  désignerons,  d'après  Monge,  par  le 
ractéristiqtie.  Et  si  l'on  élimine  entre  les  deux 
lont  il  s'agit,  la  quantité  a,  le  résultat,  qui  sera 
)n  entre  â?,  y,  z,  appartiendra  à  la  surface  heu  de 
d'intersection ,  c'est-à-dire  à  la  surface  enveloppe 
îs  qui  résultent  de  Téquation  F[x,  y,  z^  a,  (p(a)]=0, 
donne  à  a  toutes  les  valeurs  possibles.  Or,  Téqua* 
mtielle  proposée  doit  évki^ment  appartenir  à 
ce  enveloppe,  puisque  le  plan  tangent  étant  tou- 
nun  aux  enveloppées  et  à  Tenveloppe,  les  valeurs 

- ,  qui  déterminent  la  direction  de  ce  plan>  leur 

alement  être  communes.  Après  que  l'on  a  mis  <f(a) 

dp 
de  b  y  réquation  -;-=:0  ne  diffère  point  de  Féqua- 
aa 

rfF  dh 

-:7T  T-  =  0  du  n«  472.  On  retrouve  donc  la  solu- 

dh  da 

aie  de  l'équation  proposée,  exprimée  par  le  sys- 
équations  P(aî,y,j5,a,6)=0  et  3r+^  dâ       ' 
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en  onettant  une  fonctioD  qœleoiiqiie  c  a)  à  la  place  de  k,  puis 
étfanmant  a  entre  ces  deux  équations. 

475.  De  plus,  si  dans  Téquation  F{x,fyX,a,b)^=:0^(m 

dF 
faitTarier]aquantitéa8eu]e,oequidonneF-(-  — ^  =  O; 

dP 
puis  la  quantité  6  seule,  ce  qui  donne  F  +  ^  db^O,  le  sys- 

dF 
fème  des  équations  F =0  et  —=0  représentera  une  cairao- 

téristique  appartenant  à  une  certaine  surface  enveloppe;  et 

dP 
le  système  des  équations  F=0  et  «^=0  représentera  une 

antre  caractéristique  appartenant  à  une  autre  surface  enveloppe 

infiniment  voisine  de  la  première.  Donc  le  système  des  trois 

dF  dF 

équations  F=0,  j--  =  0,  jr=^  appartiendra  aux  points 

d'intersection  de  ces  deui  caractéristiques;  et  par  conséquent, 
si  Ton  élimine  a  et  6  entre  ces  trois  équations^  l'équation 
en  Xf  y,  z  qui  en  résultera,  représentera  la  sur£Eàce  lieu 
de  tous  ces  points*  d'intersection ,  c'est-à-dire  une  surface 
qui  touche  et  enveloppe  elle-même  toutes  les  enveloppes 
dont  il  a  été  question  ci-dessus,  et  qui  est  touchée  par  toutes 
les  caractéristiques;  surface  à  laquelle  Téquation  différentielle* 
proposée  doit  encore  appartenir^  mais  qui  ne  répond  évi- 
demment qu'à  une  solution  particulière  de  cette  équation. 

Nous  ajouterons  qu'il  existe  généralement  plusieurs  équa- 
tions différentes,  analogues  à  l'équation  (1)  du  n'  472,  con- 
tenant deux  constantes  arbitraires ,  qui  peuvent  conduire  à 
la  même  équation  différentielle  (3),  et  produire  les  mêmes 
surfaces  enveloppes  auxquelles  répondront  l'intégrale  géné- 
rale de  cette  équation  et  la  solution  particulière  dont  il  vient 
d'être  question. 
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ration  des  ëqualion$  linéaires  aux  iifférencea 
partielles  du  premier  ordre. 

Jne  équation  aux  différences  partielles  est  linéaire 
son  second  membre  étant  rendu  nul^  l'autre  est  une 
\  du  premier  degré  des  coeflScients  différentiels.  Vb 
plus  simple  est  celui  où  Féquation  exprime  l'égalité 
d'une  somme  de  produits  de  ces  coefficients  multi* 
par  des  constantes.  Les  équations  de  ce  genre  ont  la 
iétè  d'être  satisfaites  par  la  somme  d'un  nombre  quel- 
le de  valeurs  particulières,  propriété  qui  donne  immé- 
ment  Vintégrale. 
nt  en  effet  l'équation 

«^  dz         dz 

ns  laquelle  P  et  Q  sont  des  nombres  constants.  Prenant 
)ur  valeur  particulière  (m  et  n  étant  des  constantes) 

et  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  proposée,  il  vient 
mP  +  nQ=0,     d'où      n  =  —^. 

\ii  valeur  z=:e*(*~Q),  ou  zsse'wCO'^-^),  dans  laquelle  m 

demeure  indéterminée,  satisfait  donc  à  Téquation  proposée. 

Xlnsi,  Von  peut  prendre  pour  expression  de  la  fonction  * 

une  série  formée  d'un  nombre  quelconque  de  termes,  telle 

que 

Z  =  A,€*i(Ot-îï)  +  A^m^Qf-^T^  T  A,tf»»iCO»~Py)  +  etc. , 
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dans  laquelle  m^y  m,,  m,>  etc.*  A^,  A,,  A,»  etc.^  désignent 
des  constantes  entièrement  arbitraires.  Or  il  est  visible  qu'une 
telle  série  équivaut  à  une  fonction  arbitraire  de  la  quantité 
Q^ — Py  qu^  M  trouve  dans  tous  les  termes.  La  fonnule  pré- 
cédente peut  donc  s'écrire 

f  étant  la  signe  d'une  fonction  arbitraire ,  et  Ton  aura  ainsi 
rintégrale  générale  de  Téquation  proposée.  On  vérifie  en 
effet,  que  cette  expression  de  z  satisfait  à  Téquatioa  dont  U 
s'agit. 
477.  L'équation 

dz        dz 

dx        dy        * 

dans  laquelle  P,  Q  désignent  toujours  des  nombres  constants, 
«Intègre  de  la  même  manière.  La  substitution  de  la  valeur 
particulière  z  =  «***+"«  donne  pour  équation  de  condition 


Ainsi  les  expressions 

dans  lesquelles  les  constantes  m  ou  n  demeurent  arbitraires, 
satisferont  à  l'équation  proposée.  Cette  équation  sera  égale- 
ment satisfaite  par  les  valeurs 

y  î 

«=<?Q.eKaF-Py)         et         «  =  eP.tf«(Py-ôr), 

et  par  caoséqueai  par  les  deux  séries 
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P  l  Bi^  «iCP!^— Qx)  4.  B^i4(Py-0«)  +  B,e«8(P»-0ï)  +  etc.]  » 

>qaelles  A^,  A,,  etc.,  m^,  m,»  etc.,  B^,  B,»  etc^ 
,  etc.  9  représentent  des  coefBcients  arbitraires.  Ces 
équivalent  aux  expressions  '  * 

)  étant  les  signes  de  fonctions  arbitraires.  Il  est  aisé  de 
iuaitre  que  la  même  surface  peut  être  également  repré- 
^e  par  ces  deux  expressions.  Uune  ou  Tautre  est  l'inté** 
3  générale  de  l'équation  proposée. 

IB.  Conddérons  maintenant  l'équation 

ms  laquelle  P^  Q,  R  désignent  des  fonctkHit  goatoompee 

3S  variables  x,  y,  x.  Représentons  par 

ffey,«)=0 

une  Intégrale  de  cette  équation.  En  la  différentiant  succes- 
sivement par  rapport  à  «  et  y,  il  viendra 

<^f  ,df  dz      .         ...       dz         dx 

^i  ,à1  dz     ^         .,  .       d«  rfy 

2F 


—  lac- 
et comme  ces  valeurs  de  -=-  ^^  t"  doivent  satisfaire  à  l'équa- 
dx     dy  ^ 

tion  proposée  9  on  trouve ^  en  les  y  substituant^  réquation 

En  différentiant  complètement  Téquation  f{Xf  y, ;k)s=0,  on 
a  d'ailleurs 

d,f  * 

Prenant  dans  cette  équation  la  valeur  de  -p-  et  la  substituant 

ax 

dans  l'équation  précédente^  il  viendra 

(Prfy-Q£to)^+(P(te-Rir)^  =  0.  (4) 

Maintenant  j'observe  que  Téquation  [A],  considérée  en  elle- 
même^  indépendamment  de  ce  qui  précède,  est  évidem- 
ment satisfaite ,  quelle  que  soit  la  fonction  f(Xy  y,  z) ,  par  les 
valeurs  de  x,  y,  z  qui  vérifient  les  équations 

Prfy— Q<te=Ot 
Prf^— Rrfa?=0. 

Ces  deux  équations  aux  différences  ordinaires  ^  qui  du 
reste  entraînent  celle-ci  Qdz — Rdy  =  0,  de  manière  qu'on 
peut  les  écrire 

dx_dy__dz 
P  "~  Q  ~  R  ' 
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>on  intime  avec  l'équation  aux  difiërenoes  par- 
3sée.  Admettons  que  de  ces  équations,  ou  d'une 
1  quelconque  de  ces  équations ,  on  ait  réussi  à 
Lix  équations  primitives  ou  intégrales^  contenant 
antes  arbitraires ,  et  que  nous  désignerons  par 

M  =  a  et  N  =  6 , 

int  les  deux  constantes  arbitraires^  et  M,  N  des 
de  a?9  y  y  x.  Les  valeurs  de  x,  y,  en  z,  a,  b^ 
)urnissent^  vérifient  l'équation  (4),  quelles  que 
constantes  a,  6  et  la  fonction  f;  et  il  est  clair  de 
lies  réduiront  à  une  constante  toute  fonction  de 
;  la  forme  4»(M^N]^  car  par  la  substitution  elles  la 
nt  en  ^(a,  b).  Si  donc  on  prenait  pour  f(x,  y,  z) 
s  fonction,  on  aurait  df=Oy  c'est-à-dire  Féqua- 
aurait  lieu  en  même  temps  que  l'équation  (l).  Or 
ipllant  l'équation  (3)  par  P  et  en  en  retranchant 
n  (4)  y  on  arrive  à  l'équation  (2).  Celle-ci  est  donc 
j  quand  on  pose  ^=*(M,  N) ,  et  même  elle  Test 
cune  intervention  des  équations  M=a,  N  =  5,  car 
des  constantes  arbitraires  a  et  6 ,  on  peut  faire  ré- 
à  une  valeur  de  js  à  volonté  des  valeurs  de  â?  et  j^ 
volonté.  En  d'autres  termes ,  on  vérifie  Téquation 
posant  f=<I>(M,  N)  et  regardant  œ,  y,  z  comme 
•iables  indépendantes.  Ainsi  l'équation  f{x,yyz)  =  0, 
i  forme  citée  de  /",  vérifiera  Téquation  (1);  on  s'en 
en  remontant  de 'l'équation  (2)  à  l'équation  (1)  par 
icttl  inverse  de  celui  qui  a  conduit  de  l'équation  (4) 
iation(2].  Donc^  enfin,  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
1)  est 
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^(If,  Bl)  =  0,      on  si  ron  veut      ll  =  f(M}, 

^  ou  f  désignant  une  fonction  arbitraire. 

479.  Les  notions  géométriques  indiquées  dans  le  n"*  474 , 
conduisent  au  môme  résultat.  Remarquons  qu'à  Téquation 
proposée 

dz         dz 

se  réunit  toujours  Téquation 

.       dz  .    .  dz  , 

Éliminant  j~>  ou  -j-,  on  trouve  les  deux  équations  dis- 
tinctes 

Admettons  à  présent  que  x,  y,  x  désignent  les  coordon- 
nées d'un  pomt  quelconque  de  la  caractéristique^  et  que  les 
diilérentielles  dx^  dy,  dz  soient  prises  sur  cette  ligne.  Comme 
elle  résulte  de  Tintersection  de  deux  surfaces  consécutives 
qui  satisfont  à  l'équation  (1)^  les  deux  équations  ci-dessus  de- 
vront avoir  lieu  pour  les  valeurs  de  «^  et  —  qui  appartien- 
nent à  l'une  ou  à  l'autre  de  ces  surfaces.  Or  les  équations  du 
premier  degré  ne  peuvent  avoir  plus  d'une  racine  sans  de- 
venir identiques.  On  a  donc  pour  la  caracténsticpe  les  Imis 
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[uelconques  entraînent  lir  troisième.  Si  Ton  dé- 
équations difikeotieUes  deux  équations  primi- 
i  forme 

M=:a»  11  =  6, 

mteront  toutes  les  caractéristiques  possibles  en  y 
iv  à  volonté  les  constantes  a  et  6.  Mais  si  Ton  ré- 
gime une  fonction  quelconque  ?  de  la  quantité  a, 
aatioBs 

iteronl  phi»  que  la  série  deâ  oaraelérisiicpies  qui 
ainée  par  la  nature  de  la  fonction  ^  lorsqu'on  fera 

ipuis  —  -  jusqu'à  +  ^-  Enfin  si  l'on  élimine  a 

(eux  der&iëres  équations,  le  résultat  de  cette  éli- 
quiest 

ira  à  la  surface  lieu  de  cette  série  de  caractéristi- 
t-à-dire,  vu  Findétermination  de  la  fonction  <p,  à 
iconque  des  surfaces  enveloppes  auxquelles  appar- 
lation  proposée,  et  qui  sont  représentées  par  son 
générale. 
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480.  On  a  supposé,  dans  ce  qui  précède^  que  Ton  pourrait 
déduire  des  équations  différentielles  de  la  caractéristique 
(qui  sont  aussi  celles  dont  on  s'est  servi  au  n*"  478)  deux 
équations  primitives  M=a  et  N=:6  ou  N=:7(a).  Gela  nous 
était  permis.  En  effet,  si  l'on  considère  deux  de  ces  équa- 
tions difiërentielles,  telles  que 

Pda:— Rite=0, 

on  remarquera  que  puisqu'elles  appartiennent  à  une  courbe, 
on  ne  peut  plus  y  regarder  qu'une  seule  des  variables  conune 
indépendante.  Prenons,  par  exemple,  z  pour  variable  indé- 
pendante :  ces  deux  équations  contiendront,  outre  les  varia- 

dx  dy 

blés  Xy  y  y  x,  Tune  ^^  rautre  j-.  Différentiant  la  première 

on  aura  une  équation  dti  second  ordre  contenant  --- ,  J(  et 

a«    dz 

d!^x 

jY*  ^  ^  ^^^'^  maintenant  trois  équations  entre  lesquelles 

dy 
on  peut  éliminer  y  et  -r-  :  le  résultat  de  l'élimination  sera 

une  équation  aux  dijfférences  ordinaires  du  second  ordre  en- 
tre les  variables  x  ei  z  seules. 

Cette  équation^  conformément  à  ce  qu'on  a  vu  n<>  474,  a 
nécessairement  deux  intégrales  du  premier  ordre  ayant  cha- 
cune une  constante  arbitraire.  Admettons  que  l'on  obtienne 

dx 
ces  intégrales  qui  contiendront  toutes  deux  -^.  On  pourra 

dx 
éliminer  cette  fonction  au  moyen  de  l'équation  P — R  —  =o, 

et  il  restera  par  conséquent  deux  équations  contenant  cha- 
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riables  x,  y,  x  et  une  constante  arbitraire.  Met- 
iix  équations  sous  la  forme 

M  =  a,  N=^a), 

iront,  comme  on  Ta  dit  ci-dessus^  l'intégrale  géné- 
quation 

dz         dz 

N  =  ?(M). 

ar  là  que  Fintégration  de  l'équation  linéaire  aux 
s  partielles  du  premier  ordre  à  trots  variables  se 
Dujours  à  l'intégration  d'une  équation  aux  difie- 
iinaires  du  second  ordre  à  deux  variables. 
81  méthode  exposée  dans  le  n<>  478,  s'applique  égale- 
cas  où  l'équation  aux  différences  partielles  propo- 
ent  un  plus  grand  nombre  de  variables.  Si  cette 
est 

!  ait  une  intégrale  représentée  par 

'entiant  cette  intégrale  successivement  par  rapport 
ables  Xj  y,  z,  on  en  déduira 

dt                     dL  dL 

(£_^«f£  d^_      dy  dv_ dz. 

Ix"      df*         dy'^      df'         dz""      df_* 

do  dv  dv 
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ce  qui  donne,  en  mettant  ces  valeurs  dans  TéquatioB  pri- 
mitive 

^2  +  ^i'+o|  +  R|  =  0.  (H) 

On  a  d'ailleurs,  en  différentiant  Féqvation  /'s=0  par  VEqpport 

à  toutes  les  variables  v,  x,y,x. 

Éliminant  -^  entre  cette  dernière  équation  et  la  précédente^ 
on  trouvera 

(Trfa:-Prf»)^  +  (Wy-Qrfp)^+(Trf^-IUto)2-h«.    (IV> 

A  présent  j'observe  que  cette  dernière  équation ,  prise  en 
elle -même  9  sera  satisfaite  quelle  que  soit  la  fonction  f,  si 
Ton  pose 

T(te— Prfi?==o, 

Tda:  — Rrf»  =  0; 

d'où  résultent  les  trois  autres  équations 

Prfy— Qrfa;=0, 

Qdz—  My  =  0. 

Si  donc  on  trouve  pour  trois  quelconques  des  équations  dont 
il  s'agit)  trois  intégrales  telles  que 

L=a,  Msiftt  Msc, 
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ùfbfC  désignant  des  constantes  arbitraires,  Les  valeurs  de 
x,y,z  en  «, a,  6,  c,  qui  vérifient  ces  intégrales,  satisferont 
à  réquation  (IV),  quelles  que  soient  les  constantes  a,  b,  c  et 
la  fonction^  De  plus,  si  Ton  prend  /'=::0(L,M,N),  elles 
réduiront /à  une  constante  et  donneront  df=^0,  en  sorte 
que  réquation  (III)  aura  lieu  aussi.  Remontant  de  là  à  l'é- 
quation (II),  et  se  souvenant  que  a,h,c  ont  des  valeurs 
quelconques,  on  verra  que  cette  équation  (11)  est  satisfiaite 
en  posant  /=<^(L,  M,  N)  et  regardant  x,  y,  z  comme  des 
variables  indépendante^.  Et  de  là  il  suit  aisément  que  ré- 
quation (I)  est  vérifiée  avec  cette  valeur  de  fy  en  Daisant 
f=  0.  On  obtient  ainsi  l'intégrale  diorchée  de  Téquation  (I), 
sous  la  forme 

*(L,M,N)=0,        ou        N  =  ç(L,M), 

4»  ou  <p  désignant  une  fonction  arbitraire. 

On  opérerait  d'une  manière  semblable  si  le  nombre  des 
variables  indépendantes  était  plus  considérable. 

482.  On  doit  distinguer  le  cas  où  un  terme  manque  dans 
l'équation  aux  différences  partielles 

Darce  qu'alors  l'intégration  ne  dépend  plus  que  de  celle  d'une 
quation  aux  différences  ordinaires  du  premier  ordre. 
Supposons,  par  exemple,  que  le  premier  terme  manque, 
j  que  Von  ait  P  =  0.  Les  équations  de  la  caractéristique  des 
*.  4i7S  et  479,  se  réduisent  à 

QdZ'^ïidy:=Q: 
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La  pmni^  doone 

«  désignant  ane  constante  arbitraire ,  œ  qui  indique  que  la 
caractéristique  se  trouve  constamment  dans  un  plan  perpen- 
diculaire à  Taxe  des  x  ;  x  étant  constante,  on  ne  regardera 
plus  comme  variaUes  dans  la  seconde  équation  que  y  et  jc 
Soit 

rintégrale  de  cette  équation.  Mettant  jt  à  la  place  de  a  dans 
le  second  membre,  l'int^rale  cherchée  sera  donc 

483.  Nous  pouvons  appliquer  la  méthode  précédente  aux 
cas  simples  traités  n"*  476  et  477.  Dans  le  cas  du  n*  476^ 
P  et  Q  sont  constantes,  et  R=0.  Les  équations  de  la  carac- 
téristique deviennent 

Prfy— Q«te=0, 
Leurs  intégrales  sont 

Py— Qi;  =  a« 

L'intégrale  générale  cherchée  est  donc,  conformément  à  ce 
qu'on  a  vu  dans  le  n®  478^  et  comme  on  Ta  trouvée  n*  476 

2  =  (p(Py  — Qa;> 

484.  Dans  le  cas  dun**  477,  Téquation  proposée  étant 
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dz         dz 

b  constantes  et  R  =  z.  Les  équations  de  la  caracté- 
viennent 

Pdt/  — Odr  =  0, 
Qdz—zdy  =rO. 
^rent  toutes  trois^  et  donnent  pour  intégrales 

£ 

^Iz — x  =  canst.  ou  z.e    ^  =  6, 

_1 
>/2  —  y  =  c<msU  2.e    Q  =  c, 

isignant  trois  constantes  arbitraires.  Ainsi,  confor- 
ce  qu'on  a  vu  n'*  478,  on  pourra  prendre  pour  Tin* 
erchée 

£  -.y 

P  =  9(Py  — Qjî)        ou        z.e    0  =  »j*(Py— Qx), 

(Signant  toujours  des  fonctions  arbitraires,  ce  qui 
avec  le  résultat  obtenu  d'une  autre  manière  n«  477. 
a  troisième  équation  qui  résulterait  de  la  combinai- 
seconde  des  deux  équations  de  la  caractéristique 
oisième,  et  qui  serait 


.e    0=?a(z.^^?j, 


le  signe  d'une  fonction  arbitraire,  elle  est  comprise 
deux  autres,  et  ne  donne  rien  de  plus.  En  effet, 

\U.  10 
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celles^i  indiquant  que  fi.f^eix.e  Q  sont  toutes  deux 
fonctions  de  la  même  quantité  Py — Qx,  il  en  résulte  néces- 
sairement que  les  deux  quantités  dont  il  s'agit  sont  fonctions 
Tune  de  Tautre.  On  a  déjà  remarqué  d'ailleurs  que  ces  deux 
premières  équations  expriment  la  môme  chose,  et  équivalent 
entièrement  Tune  à  l'autre. 

485.  Soit,  comme  nouvel  exemple,  l'équation  très-simple 
dz        dz     ^ 

Les  équations  de  la  caractéristique  se  réduisent  à 

yrfy  +  aîdr  =  0,         d'où         y«  +  «»  =  a, 
cte=0,  «  —  ?(«). 

L'intégrale  de  l'équation  proposée  est  donc 

ip  désignant  une  constante  arbitraire.  En  effet,  l'équation 
y ar— =0  étant  considérée  dans  la  géométrie  ex- 
prime que  la  projection  sur  le  plan  des  xy  de  la  normale  à  la 
surface  à  laquelle  appartient  cette  équation  passe  toujours 
par  Torigine  des  coordonnées;  ou,  si  Ton  veut,  que  la  nor- 
male rencontre  toujours  Taxe  des  x.  Cette  propriété  convient 
à  toute  surface  de  révolution  dont  l'axe  coïncide  avec  Taxe 
des  z,  et  ne  convient  qu'à  une  surface  de  ce  genre.  Or,  il  est 
visible  que  l'équation  primitive  ^  =  «p(a:*-|-y*)  exprimant 
que  l'ordonnée  ne  varie  pas  lorsque  la  quantité  x^  -|-  y*  de- 
meure constante,  ou  que  l'intersection  de  la  surface  par  un 
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plan  perpendiculaire  à  Tax^  des  z  est  un  cercle^  appartjiont 
également  à  toute  surface  de  révolution  décrite  autour  de 
Taxe  fles  z  par  une  ligne  quelconque.  Cette  équation  a  le 
même  degré  de  généralité  que  Téquation  di£férentielle» 

Une  équation  analogue  à  l'équation  qui  a  été  désignée 
par  F(a?;  y,  Zy  a,  6) =0  dans  le  n*  47:2,  est  ici 

a?'  +  y*  +  (^  — a)*  =  6*, 

qui  représente  une  surface  sphérique  quelconque  dont  le  cen- 
tre est  placé  dans  Taxe  des  z.  Si  Ton  prend  en  effet  les  deux 
équations  aux  différences  partielles  du  premier  ordre ,  qui 
seront 

ce  qui  fait  disparaître  immédiatement  la  constante  6^  et  si  l'on 
élimine  entre  elles  la  constante  a,  on  trouvera  Téquation  pro- 

dz  dz 

posée  y  ^  "^  ^  'T~  ^  ^*  ^'^^  ^^  dernière  équation  n'ap- 
partient pas  seulement  à  toute  sphère  dont  le  centre  est  plaoé 
sur  Taxe  des  z.  Elle  appartient  également  à  toute  surface 
enveloppe  des  positions  successives  qu'occuperait  une  sphère 
dont  le  centre  se  déplacerait  sur  l'axe  des  z  par  la  va- 
riation de  la  constante  a,  et  dont  le  rayon  6  varierait  en 
même  temps  suivant  une  loi  quelconque  exprimée  par  la  re- 
lation 5  =  <p(a).  Cette  surface  enveloppe,  qui  serait  donnée 
par  rélimination  de  a  entre  les  deux  équations 

après  la  détermination  de  la  fonction  ^,  serait  évidemment 
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une  surftice  de  révolution  dont  l'axe  coïnciderait  avec  Taxe 
des  I.  D'ailleurs  la  seconde  des  équations  précédente^  donne 
évidemment  ;K  fonction  de  a,  ou  a  =  F(z).  Mettant  pour  a 
cette  valeur  dans  la  première^  on  en  déduira  comme  ci-des- 
sus, f=:*(a:*  +  y'). 

On  peut  aussi  regarder  comme  une  intégrale  avec  deux 
constantes  arbitraires  de  l'équation  aux  différences  partielles 
proposée  l'équation 

qui  représente  la  surface  d'un  cône  droit  quelconque  dont 
Taxe  coïncide  avec  Taxe  des  z.  La  constante  b  est  l'ordonnée 
du  centre  du  cône,  et  la  constante  a  la  tangente  de  l'angle 
compris  entre  l'axe  des  x  et  Taréte.  En  diflférentiant  successi- 
vement par  rapport  à  a?  et  à  y,  il  vient 

équations  qui,  par  l'élimination  des  constantes  a  et  b,  don- 

dz  dz 
"^"^  y  dx'^^dy  ~^'  L'enveloppe  des  positions  succes- 
sives qu'occuperait  le  cône  en  faisant  varier  a  dans  l'équation 
jji+yi— a'  [2— cp  {a)Y=0  est  évidemment  une  surface  de 
révolution  autour  de  l'axe  des  z  dont  la  figure  dépend  de  la 
fonction  <p,  et  à  laquelle  appartiendra  également  l'équation 
différentielle  proposée.  L'équation  de  cette  surface  de  révo- 
lution se  trouvera  en  éliminant  a  entre  les  deux  équations 

a:«  +  y«-a«[«-9(a)]«  =  0,       et       z^^a)^a^f^==o, 

aa 

Or,  la  seconde  indique  que  x  est  une  fonction  quelconque  de 
o,  et  par  conséquent  a  une  fonction  quelconque  de  z  .•  d'où 
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Ton  voit  par  la  première  que  z  doit  être  une  fonction  quel- 
conque de  a?*-f-i/*,  comme  on  Ta  trouvé  ci-dessus. 
486.  Considérons  encore  l'équation 

dz  ,     dz 

Les  équations  de  la  caractéristique  seront 

xdy — ydx  =  Of 
xdz — ^(&  =  0, 
ydz  —  zdy  =  0. 

Toutes  trois  sont  inunédiatemeat  intégrabies,  et  on  trouve 
en  les  intégrant 

y  ^      i.  ^ 

X  a?        '  y 

a,  b,  c  désignant  toujours  des  constantes  arbitraires.  On  peut 
donc  prendre  pour  l'intégrale  de  Téquation  proposée  Tune 
ou  Tautre  des  trois  équations 

f=Kf).  i=m-  r-e). 

dont  la  troisième  est  comprise  dans  les  deux  premières.  Ainsi 
rintégrale  générale  se  forme  ici  de  Tune  ou  de  l'autre  des 
expressions 

Dans  la  géométrie,  l'équation  proposée 
dz  ,     dz 


sur- 
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exprime  que  les  plans  tangents  à  la  surface  à  laquelle  ap- 
partient cette  équation  passent  tous  par  Torigine  0  des  coor- 
données, propriété  qui  convient  à  toute  surface  conique 
dont  cette  origine  est  le  centre  ou  sommet,  et  qui  ne  con- 
vient qu'à  ces  surfaces.  Or,  il  est  visible  que  les  équations 

-=<p  /-Lou-=<V  (-j  caractérisent  également  les 

&ces  dont  il  s'agit,  puisqu'elles  expriment  que  les  rapports 

X       z 

-  ou  -  demeurent  constants  isn  même  temps  que  le  rapport 

X      y 

-;  ou  si  Ton  veut,  que  tout  plan  mené  par  Taxe  des  z  coupe 

la  surface  suivant  une  ligne  droite  passant  par  le  point  0« 

L'équation  analogue  à  l'équation  F(x,y,z,a,b)=0  du 
n*  472,  est  ici 

qui  appartient  à  un  plan  quelconque  passant  par  l'origine  des 
coordonnées,  lorsqu'on  y  regarde  a  et  6  comme  des  con- 
stantes arbitraires.  Ses  deux  équations  différentielles  du  pre- 
mier ordre  sont 

dz     ^  j,       M^     dz     ^ 

«-^  =  0,      et      h-^  =  ii,     . 

et  donnent  par  l'élimination  de  a  et  6  l'équation  proposée  ; 
cette  équation  appartient  non-seulement  à  ce  plan,  mais  à 
toute  surface  enveloppe  de  l'espace  que  le  plan  parcoun*ait 
en  le  faisant  mouvoir  par  la  variation  des  constantes  a  et  6^ 
sans  qu'il  cessât  de  passer  par  l'origine  des  coordonnées, 
surface  qui  serait  évidemment  une  surface  conique  dont  l'ori- 
gine des  coordonnées  serait  le  centre.  On  en  aurait  l'équation 
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en  prenant  fr  =<p  [a),  et  éliminant  a  entre  les  deux  équations 

ax  +  <f^a)y—z  =  0         et         x+--^.y  =  0. 

ce 
Or,  la  seconde  donne  -  =  fonction  de  a,  ou  a  =^  fonction 

X  X  se 

de  -.  On  déduira  donc  de  la  première  -.  =  fonction  de  -, 

conformément  à  ce  qu'on  a  trouvé  ci-dessus. 

XXXVIII.   ÉQUATIONS  AUX  DIFFERENCES  PARTIELLES ,  LINEAIRES  ST  ▲ 
COEFFICIENTS  CONSTANTS,  d'dN  ORDRE  QUELCONQUE. 

487.  Les  équations  dont  nous  allons  nous  occuper  méritent 
une  attention  particulière,  parce  que  c'est  par  leur  moyen  que 
les  géomètres  ont  exprimé,  dans  les  cas  les  plus  simples,  et 
que  Ton  peut  appeler  normaux,  les  lois  générales  des  princi- 
paux phénomènes  dont  Tétude  est  l'objet  de  la  philosophie 
naturelle.  Elles  ont  pour  caractère  propre  de  pouvoir  toujours 
être  satisfaites  par  une  infinité  de  solutions  particulières,  com- 
prises dans  une  môme  formule,  que  l'on  peut  regarder  comme 
une  sorte  de  type  analytique,  auquel  appartient  la  propriété 
dont  l'équation  dififérentielle  est  l'expression.  L'ensemble  de 
ce»  solutions  donne  sur-le-champ  une  intégrale  générale  dans 
laquelle  il  se  trouve  des  quantités  arbitraires ,  qu'il  s'agit  de 
déterminer  ensuite  d'une  manière  conforme  aux  conditions 
spéciales  appartenant  à  chaque  question. 

Ck>n8idérons,  par  exemple,  l'équation  du  second  ordre  sui- 
vante entre  les  deux  variables  indépendantes  x,  y  et  la  varia- 
ble M  supposée  fonction  des  deux  autres. 
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dans  laqueDe  P^  Q^  R,  S^  T^  U  représentent  des  quantités  con- 
stantes quelconques.  Nous  aurons  ici  pour  la  valeur  particu- 
lière qui  satisfait  à  cette  équation 

m,  n  désignant  des  constantes,  pourvu  que  ces  constantes  sa- 
tisfassent elles-mêmes  à  Téquation  de  condition 

Pm«  +  Qmn  +  Pn*  +  Sm -f-Tn  +  U  =  0  ; 

et  comme  cette  équation  permet  de  prendre  arbitrairement 
l'une  des  deux  quantités  m  ou  n,  on  voit  qu'il  existe  une  infi- 
nité de  systèmes  de  valeurs  réelles  ou  imaginaires  qui  peu- 
vent être  attribuées  à  ces  deux  quantités^  avec  la  condition  de 
rendre  l'expression  jj  :=«•*"*■""  propre  à  vérifier  l'équation 
proposée. 

Cette  équation  serait  également  vérifiée  par  la  somme  d'un 
nombre  quelconque  de  valeurs  semblables  à  la  précédente  , 
affectées  chacune  de  coefficients  constants  quelconques.  On 
peut  donc  écrire 

z  =  A^**^»'  +  Aie*i-+*i»  +  A,e*î*+^ir  4.  ©te  , 

et  cette  expression  sera  l'intégrale  générale  de  l'équation  pro- 
posée^ si  la  série  comprend  tous  les  systèmes  en  nombre  in- 
fini de  valeurs  de  m  et  n  qui  satisfont  ensemble  à  l'équa- 
tion de  condition  précédente.  Les  coefficients  constants 
A,  A,,  A„  etc.,  restent  entièrement  arbitraires.  Cette  expres- 
sion de  z  doit  être  regardée  comme  ayant  le  même  degré  de 
généralité  que  l'équation  difiërentielle  elle-même. 

Ces  notions  peuvent  évidemment  être  étendues  à  toute 
équation  différentielle  du  même  genre,  quel  que  soit  le  nom- 
bre des  variables  indépendantes  et  l'ordre  de  l'équation. 
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488.  Les  questions  qui  ont  été  résolues  par  l'intégration 
des  équations  aux  diflërences  partielles,  appartenaient  prin< 
cipalement  à  la  théorie  du  mouvement  de  la  chaleur^  ou  à  la 
mécanique.  Dans  les  premières^  la  température  d'un  point 
donné  d'un  corps  est  regardée  comme  une  fonction  du  temps 
et  des  trois  coordonnées  de  ce  point.  L'équation  différentielle 
exprime  certaines  relations  qui  doivent  subsister  entre  les 
coefficients  différentiels  partiels  de  cette  fonction,  relations 
qui  dérivent  immédiatement  du  principe  de  la  communica-- 
tion  de  la  chaleur  et  qui  sont  communes  à  toutes  les  ques- 
tions. L'intégrale  doit  satisfaire  à  ces  relations,  et  de  plus  à 
certaines  conditions  particulières^  qui  dépendent  de  la  figure 
du  corps»  du  mode  d*échauffement  ou  de  refroidissement^ 
enfin  de  l'état  initial  des  températures  des  divers  points.  Dans 
les  questions  de  mécanique,  où  l'on  considère  le  mouvement 
d'un  système  de  corps,  on  regarde  les  coordonnées  variables 
des  points  qui  se  déplacent,  comme  des  fonctions  du  temps 
et  de  leurs  coordonnées  initiales.  Les  équations  différen- 
tielles expriment  les  loi^  générales  du  mouvement.  Les  inté- 
grales doivent  satisfaire  à  ces  équations,  aux  conditions  par- 
ticulières du  système,  et  représenter,  quand  on  y  suppose  le 
temps  nul,  l'état  initial  de  repos  ou  de  mouvement  dans  le- 
quel ce  système  se  trouvait  à  l'instant  d'où  le  temps  est 
compté.  Pour  donner^  dans  les  cas  les  plus  simples,  une  idée 
de  la  manière  dont  ces  intégrales  se  forment,  on  considérera 
les  questions  suivantes. 

489.  Concevons,  comme  dans  le  n*  448,  une  barre  cylin- 
drique ou  prismatique  dont  les  dimensions  transversales  sont 
très-petites.  Admettons  que  cette  barre,  d'une  longueur  dé- 
terminée, ait  été  primitivement  échauffée  d'une  manière 
quelconque,  puis  placée  dans  un  milieu  dont  la  température 
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constante  est  zéro^  et  que  ses  deux  extrémités  soient  aussi 
maintenues  constamment,  par  une  cause  quelconque^  à  la 
température  zéro.  Il  s'agit,  l'état  de  température  initial  de  la 
barre  étant  donné,  de  connaître  les  variations  que  subiront 
avec  le  temps  les  températures  des  divers  points,  jusqu'à  ce 
que  l'excès  de  chaleur  qui  lui  avait  été  communiqué  s'étant 
dissipé  dans  le  milieu  environnant,  ces  températures  aient 
été  toutes  réduites  à  la  température  môme  du  milieu.  On 
nommera 

0  I*aire  de  la  section  transversale  de  la  barre; 

7  Iq  périmètre  de  cette  section; 

^  la  distanoe  d'une  section  quelconque  à  l'une  4as  ex- 
trémités; 

f)  la  température  qui  a  lieu  dans  oette  section  à  la  fia  du 
temps  I; 

a  la  longueur  de  la  barre; 

K,  h  les  conducibilités  intérieure  et  extérieure; 

C  la  chaleur  spécifique; 

D  le  poids  de  Tunité  de  volume. 

La  chaleur  passe  des  parties  les  plus  échaufiKes  de  la  barre 
dans  celles  qui  le  sont  le  moins,  en  même  temps  qu'elle  se 
dissipe,  soit  dans  l'air  environnant  en  traversant  la  surface 
de  la  barre,  soit  en  s'écoulant  par  les  deux  extrémités  main- 
tenues à  la  température  zéro.  Si  Ton  considère  l'élément  du 
prisme  dont  la  longueur  est  dx,  et  dont  le  volume  est  Qda: 
on  reconnaît  que  la  température  de  cet  élément  s'élevant  de 

dn 

-y-  dt  dans  le  temps  dt,  l'excès  de  la  chaleur  qu'il  reçoit  sur 
ai 

celle  quil  perd  dans  le  même  iemps^  doit  être  CD.  û  dx  -^  d^. 

ai 
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Or^  la  chaleur  qu'il  reçoit  dans  le  temps  di  par  sa  première 

dv 
extrémité  est  — KM-r-dt;  celle  qu'il  transmet  par  Textré- 

mité  opposée  est  ^^K M  l-r:  +  --r^dxjdt;  et  celle  qu'il 

perd  au  travers  de  sa  surface  est  h .  '^dx .  vdt  :  d'oir  il  suit  que 

K.Qj^^hy.vjdxdL 

Égalant  cette  quantité  de  chaleur  à  celle  qui  est  nécessaire 
pour  produire  Télévalion  de  température  qui  a  lieu  dans  cet 
élément^  il  vient 

dv_K^  d}v  ^  k-x 
rfr.""CD  (tp»      Û  ^' 

pour  réquation  aux  différences  partielles  qui  exprime  la  loi 
du  mouvement  de  la  chaleur  dans  la  barre. 

Cette  équation  devient  plus  simple  en  posant  t?  ^u  .e    ^  f 

u  désignant  une  nouvelle*  variable  ;  elle  se  réduit  alors,  eu 

K 
écrivant  pour  abréger  ft  à  la  place  de  ^^p- ,  à 

du_,dHi 
dt^^dx»: 

Conformément  k  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n"*  A91y  on  y  satisfera 
par  la  valeur  particulière  11=30^*'^"',  pourvu  que  les  con- 
stantes m  et  n  vérifient  l'équation  nz^km*.  Ainsi  l'intégrale 
générale  est 

t#=  A«»*+»**«  +  Aj(?«t«+*^'«  +  ^^^^t**  +  etc. , 

dans  laquelle  les  constantes  m,  m„  m,,  etc.,  et  A,  A,,  A  j,  etc. , 
sont  entièrement  indéterminées. 
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490.  Cette  intégrale^  aussi  bien  que  l'équation  différen- 
tielle ^  appartient  à  toutes  les  questions  où  il  s'agit  du  mou- 
vement de  la  chaleur  dans  une  barre  prismatique  dont  les 
dimensions  transversales  sont  très-petites,  et  qui  est  placée 
dans  un  milieu  de  température  constante.  Elle  doit  satis- 
faire, dans  la  question  dont  il  s'agit  ici,  aux  deux  condi- 
tions suivantes  :  V  que  la  valeur  de  v,  et  par  conséquent 
celle  de  u,  soient  toujours  nulles  aux  points  extrêmes  de  la 
barre,  c'est-à-dire  pour  les  valeurs  x  =  0,x  =  a;  2®  qu'en 
supposant  1=0  l'expression  det)  s'accorde  avec  Tétat  ini- 
tial des  températures,  que  Ton  doit  supposer  donné  sous 
cette  forme  t?=<p(j?),  <p  désignant  une  fonction  entièrement 
arbitraire. 

L'expression  précédente  ne  satisfera  pas  à  la  condition  de 
donner  u=0  pour  les  valeurs  x=0  et  a;=a,  en  prenant 
pour  les  nombres  m,  m^,  m,,  etc.,  des  valeurs  réelles.  Mais 
en  leur  attribuant  des  valeurs  imaginaires  m^ —  1,  m^y^^mT, 
m^sj — i,  etc.,  et  remplaçant  chaque  exponentielle  imagi- 
naire par  sa  valeur  en  sinus  et  cosinus  d'arcs  réels ,  on  aura^ 
au  lieu  de  cette  expression ,  la  formule 

u  =  (Asin.m;r  -\-  Bcos.mx)e-*****  +  (A^  sin.mia;  -h  Bj  ces.  Wia?)e-"**»i*« 
H-  (A,sin.m^  -f  BjCOs.mjja;)e-**t**  +  etc. , 

dans  laquelle  on  doit,  pour  lui  conserver  toute  la  généra* 

lité  qu'elle  comporte,  donner  des  coefficients  aux  termes 

sin.  «137. c~***',  COS. mx.c"*****,  et  ainsi  des  autres,  parce  que 

ces  termes  vérifient  séparément,  ainsi  qu'il  est  facile  de  s'en 

du         d^u 
assurer,  l'équation  différentielle  -^  =  *  -r-^  •  Mais  dans  le 

cas  particulier  dont  il  s'agit,  nous  devons  nécessairement 
supposer  nuls  tous  les  coefficients  B,  B, ,  B,,  etc.,  puisque 
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les  termes  qu'ils  affectent  ne  peuvent  se  réduire  à  zéro 
lorsque  l'on  suppose  x  =  0;  et  nous  devons  prendre  sim- 
plement la  partie  de  l'intégrale  qui  s'accorde  avec  cette  con- 
dition; savoir  : 

«=Asin.îiM?.r-*~*'+AiSin.mia?.e^*»i*»+AtSin.»4J?.e-**t*'+etc. 

Pour  satisfaire  ensuite  à  cette  autre  condition  que  u  =  0 
lorsque  x  =  a,  il  suffira  de  choisir^  pour  les  nombres 
fn,miym^y  etc.^  des  multiples  exacts  de  la  demi-circonfé- 
rence divisée  par  a.  Nous  écrirons  donc 

M=AiSin.— .e  +A,sin.-^.e      *^     H-AaSin.^— .e  +etc. 

et  eh  concevant  cette  série  prolongée  à  Tinfini,  le  résultat 
présentera  toute  la  généralité  possible^  avec  les  conditions 
que  Texpression  de  u  satisfasse  à  l'éx^uation  différentielle  et 
donne  m=0  lorsque  a?=0  et  x=a. 

491 .  Il  reste  à  satisfaire  à  la  condition  qu'en  faisant  (=0, 
ce  qui  donne  t?  =  u,  et 

u  =  Aism.  — hA,sin. hAssm. l-A.sin. hetc., 

*        a*         a'         a*         a 

la  série  du  second  membre ,  prolongée  à  l'infini,  reproduise 
la  valeur  de  la  fonction  donnée  et  arbitraire  tf{x)y  par  la- 
quelle on  suppose  l'état  initial  des  températures  représenté; 
c'est-à-dire  que  les  coefficients  A,,  A,,  A,,  etc.,  qui  restent 
encore  arbitraires,  doivent  être  déterminés  par  la  condition 
que  réquation 

y(a?)=AiSin.  ^  +A^n,  ^  H-A,sln.  -^  4- A^sin.  Ç  +etc...,  (A) 
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subsiste  pour  une  valeur  quelconque  de  la  variable  ac  oom- 
prise  entre  xsrO  et  j;=a. 

Concevons  que  Ton  ait  partagé  la  longueur  a  de  la  faan« 
en  un  nombre  n-|-  i  de  parties  égales,  n  étant  un  nombre 
entier  très-grand,  et  qui  tend  à  devenir  infini,  et  désignons 

par  x^jX^^  x^t ,  ttin  les  abscisses  des  points  de  division. 

On  posera  les  équations 

•(«^SrAjSifl.  ~i  +A^IL  ^  +A,8îû.  ^  +.....+ Aasln.  5^S- , 
^xJ=A,sin.  -^*  +A,Al  ^  +A.siiL  2^  +..... 4-A^«liU  î^  . 
ï(xJ=A,sin.  ^'  +A,sin. ?îp  +A,8iiL  ^  +...•. +A.«n.  ^^  . 


qui  doivent  toutes  subsister,  et  d'où  Ton  peut  déduiiv  les 

valeurs  des  coefficients  A^^A,,  A,, Am*  Pour  opérer  Téli- 

mination  qui  donnera  la  valeur  du  coefficient  A«  ap|>arte- 

i-KX 


nant  au  terme  Aisin.: — ,  on  multipliera  la  première  des 
éqpations  précédentes  par  — — ■  sin.  — -y  la  seconde  nar 

Il  -[- 1  €k  f^ 

— -— -sm. — ï,  la  troisième  par  — r- rsm. — 2.    etc.«  en- 
n  +  4         a  •  ^     n  +  4  a    '    •^.,  cu- 

fin  la  dernière  par  sm. .  On  ajoutera  ensuite 

toutes  «es  équations*  Or,  il  est  visible  que  le  nombre  n  étant 
supposé  infiniment  grand,  l'intervalle  devient   T^é- 

ment  infiniment  petit  «ir;  et 
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i*"  La  somme  des  pi«miars  membres  oe  difière  point  de 

l'intégrale  définie    /     dor.sin.  —  <^{x). 
1  */  o  û 

'^  Si  l'on  désigne  par  Ajsin.'^ —  un  terme  quelconque 

du  second  membre  de  Téquation  (A)^  la  somme  des  termes 
correspondants  dans  les  équations  précédentes  ne  diffère 

pomt  de  A^  l     ite.im. — sul^^ — * 
J  0  a  a 

3*  Enfin  la  somme  des  termes  contenant  le  coefficient 
ki  est  A<  f     aa?. sm", — . 

Remarquons  maintenant  que  l'intégrale  définie 

/(Ir.siiL  — •sin.'^, 
0  a  a 

est  nulle  tant  que  les  nombres  %  et  j  sont  des  nombres  en- 
tiers difiërents  Tun  de  l'autre ,  puisque  cette  intégrale  re- 
vient à 

Mais  si  les  nombres  î  et  ;  sont  égaux  >  ou  s'il  s'agit  de  l'in- 
tégrale 


/a         ,     tjc 
rfj?.sm.*  — 
0  û 


on  U^ouve  pour  sa  valeur  -.  Ainsi  l'opération  précédente  a 
fait  dispandtre  tous  les  termes ^  hors  un  seul,  et  il  reste 


—  160  — 
pour  déterminer  le  coefficient  cherché  ^  l'équation 


/ 


rfx.sin.— .?(.T)=Af2; 


d'où  l'on  déduit 

Ai  =  -  I     dx.sin. — .9(a;), 

poui*  Texpression  d'un  coefficient  quelconque  dans  le  second 
membre  de  Téquation  (A).  Chacun  de  ces  coefficients  est 
donné  par  une  intégrale  définie  sous  le  signe  de  laquelle 
entre  la  fonction  arbitraire  <f{x).  Cette  intégrale  représente 
Taire  d'une  courbe  que  Ton  forme  en  multipliant^  dans 
l'intervalle  compris  entre  a:  =  0  et  x:=:a,  les  ordonnées 
correspondantes  dès  deux  courbes  qui  seraient  représentées 

i'KJC 

par  les  équations  j/  =  <p(a?)  et  y=sîn. —  :  elle  peut  tou- 
jours être  calculée,  pourvu  que  Tordonnée  n'ait  pas  de  va- 
leurs infinies  dans  cet  intervalle,  circonstance  qui  n'a  ja- 
mais lieu  dans  les  questions  physiques  auxquelles  s'applique 
cette  analyse. 

L*équation  (A)  devient  donc  (en  mettant  sous  le  signe  des 
intégrales  définies  une  autre  variable  a  à  la  place  de  x)  , 

?(a?)=-[sui.-^j^  dasin.-.9(a)+sin.— j^  rf«sin.  — .«(«) 

siû.  —j  ^  da  sin.  —.?(«)  +  etc.  1 

que  Ton  peut  écrire,  pour  abréger 

=  1 
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%  désignant  un  nombre  entier  quelconque.  On  prouve  d'ailleurs 
qu'une  telle  série  est  nécessairement  convergente,  quelle  que 
soit  la  fonction  arbitraire  «p(x) ,  c'est-à-dire  que  la  somme  des 
termes,  à  mesure  que  l'on  en  prend  un  plus  grand  nombre^ 
approche  toujours  d'une  limite  déterminée,  qui  est  la  valeur 
du  premier  membre,  pourvu  que  Ton  ne  donne  à  la  variable 
X  que  des  valeurs  comprises  entre  0  et  a  {*).  Au  delà  de  cet 
intervalle^  le  second  membre  de  l'équation  alBPecte  des  valeurs 
périodiques,  qui  ne  s'accordent  plus  en  général  avec  celles 
que  pourrait  donner  la  fonction  arbitraire  <p(x). 

Il  ne  sera  pas  inutile  de  remarquer  qu'il  ne  peut  être  per- 
rniâ  d'omettre  dans  le  second  membre  de  l'équation  (A) ,  un 
seul  des  termes  appartenant  à  la  série  des  sinus  des  arcs 
égaux  à  la  demi-circonférence  multipliée  par  un  noinbre 
entier  quelconque;  car  cette  omission  ôterait  à  l'intégrale 
cherchée  la  généralité  nécessaire,  l'intégrale  devant  tou- 
jours comprendre,  sans  aucune  exception,  toutes  les  ex- 
pressions analytiques  qui  satisfont  à  l'équation  différentielle 
et  aux  conditions  particulières  de  la  question.  C'est  ce  qui 
devient  manifeste  en  remarquant  que  si  Ton  omettait,  par 

exemple,  le  terme  A,sin. ,  oj>  trouverait  alors  en  mul- 

ti pliant  les  deux  membres  de  l'équation  (A)  par  dx.sin.  — , 

et  intégrant  ensuite  depuis  ic  =  0  jusqu'à, a: = a,  le  résul- 

dx.sïn. — .  (p(aî)  =  0,  résultat  qui  ne  peut  évidem- 

ment  subsister  en  général,  mais  seulement  pour  certaines 
formes  particulières  de  la  fonction  ^{œ). 


(*)  Voyez  sur  ce  point  an  Mémoire  de  M.  Lejeune  Dirichlet,  inséré  au 
tome  IV  du  Journal  de  M.  Crelle. 
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492.  D'après  ce  qui  précède,  la  température  variable  v  des 
différents  points  de  la  barre  se  trouvera  donc  exprimée  |>ar 
la  formule 


■   n     M     «îw?         CD   0»  *   /*^j  _j     iiza      ,   ^ 


qui  résout  entièrement  la  question  proposée.  Elle  indique 
la  manière  dont  la  chaleur  se  propage  et  se  répartit  dans  la 
barre.  Les  termes  successifs  de  la  série  sont  affectés   des 

facteurs  e  cd  «•  ,  c  gd  •«  ^  ^  cd  m  ^  etc. ,  qui  se  rédui- 
sent tous  à  l'unité  quand  f=0^  mais  qui,  lorsque  t  aug- 
mente, prennent  des  valeurs  très-inégales,  décroissant  d'au- 
tant plus  rapidement  à  partir  du  premier  terme  que  le  temps  i 
*  est  plus  grand.  Il  en  résulte  qu'à  mesure  que  le  temps  s'é- 
coule, les  deraiers  termes  de  la  série  disparaissent  successive- 
ment, et  que  bientôt  elle  peut  être  réduite  à  ses  deux  pre- 
miers termes,  ou  même  à  son  premier  terme  seul;  en  sorte 
que  Ton  a  simplement 

a  ^Jo  a    ^^  ' 

Ainsi  quelque  arbitraire  et  irrégulier  que  puisse  être  Tétat 
initial  de  la  température,  elle  tend  rapidement  à  se  rappro- 
cher de  la  distribution  indiquée  par  cette  expression,  c'est- 
à-dire  d'un  état  tel  que  les  températures  des  divers  points 
sont  proportionnels  aux  sinus  des  arcs  compris  dans  la  demi- 
circonférence.  Ces  rapports  une  fois  établis  ne  s'altèrent  pas. 
Les  températures  de  tous  les  points  s'abaissent  à  la  fois  en 
eonaervant  les  mêmes  proportions  >  et  ce  n'est  à  la  rigueur 
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qu'après  un  temps  infini  que  tout  l'excès  de  la  chaleur  qui 
avait  été  donné  à  la  barre  étant  dissipé,  chacun  des  poiot^ 
est  amené  à  la  température  zéro  du  milieu  dans  laquelle  elle 
est  placée. 

493.  On  reconnaît  d'ailleurs  que  la  solution  précédente^ 
par  cela  seul  qu'elle  représente  l'état  initial  et  satisfait  à 
Téquation  différentielle,  est  la  seule  qui  puisse  être  obtenue, 
et  que  toute  autre  solution  ne  pourrait  en  différer.  En  effet, 
lorsque  le  premier  état  v^  =  t^[x)  des  températures  est  dooné, 
l'équation  différentielle  faisant  connaître  la  valeur  du  coeflS- 

dent—,  détermine *hi  température  v^+ -j^KttsmVi  qui  a 

lieu  après  le  temps  Lt  pour  un  point  quelconque,  avec  une 
exactitude  d'autant  plus  grande  que  A^  est  plus  p^tit.  Elle 

déterminera  également  les  températures  t?,=rj  -^ i  A/, 

«^8  =  ^1+-^  ^y  ^'}  qui  auront  lieu  après  les  temps  2A<, 

3Ar,  etc.  Or,  l'expression  précédente  donnant  t?  =  t?^  lorsque 
t:=Of  et  satisfaisant  à  l'équation  différepiielle,  donnera  évi- 
demment en  y  supposant  ts=àt,= 3AI, = 3A/,  ele. ,  les  méoiM 
valeurs  f>i,  v^^v^,  etc.  (l'intervalle  Af  étant  supposé,  eomoie 
on  doit  ie  faire,  infiniment  petit),  Mmi  la  solution  est  unique, 
et  nécessairement  exprimée  par  la  formule  précédente. 

494.  Nous  considérerons  maintenant  la  question  du  mou- 
vement de  vibration  d'une  corde  tendue  entre  deux  pointa 
fixes.  On  suppose  que  cette  corde  ait  été  dérangée  d'une 
manière  quelconque  de  sa  figure  naturelle  rectiiigne ,  et  que 
Fon  ait  imprimé  des  vitesses  quelconques  à  tous  ses  points  : 
il  s'agit  de  déterminer  les  mouvements  qu'ils  affecteront. 
Nous  supposerons,  pour  plus  de  simplicité,  que  ces  mouve- 
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menu  s'opèrent  dans  on  plan,  et  de  plus,  que  les  écarts  de 
diaqoe  point  à  partir  de  la  iigoe  droite  tracée  d^une  estrémîfé 
txe  à  l'autre^  sont  très-petits,  en  sorte  que  Ton  peat  négliger 
les  puissances  supérieures  des  nombres  qui  les  représentent. 
On  désignera  par 

X  l'abscisse  d'un  point  quetconque  de  la  coorbe  arfgp^^e 
par  la  corde^  à  la  fin  du  temps  t; 

y  l'ordonnée  du  même  point; 

a  la  longueur  de  la  corde  entre  ces  deux  extrémités  fixes; 

p  le  poids  de  la  corde  pour  l'unité  de  longueur; 

P  un  poids  ^;al  à  la  force  avec  laquelle  la  corde  a  été 
tendue; 

g  la  vitesse  imprimée  aux  corps  pesants  par  la  gravité 
dans  l'unité  de  tanps. 

Le  mouvement  de  chaque  élément  de  la  longueur  de  la 
corde,  dont  le  poids  peut  être  exprimé  parpda;^  et  la  masse 

n 

pBT^dx,  peut  être  déterminé  en  considérant  cet  élément 

9 
comme  un  point  matériel  libre,  pourvu  que  l'on  ait  égard 
aux  forces  qui  le  sollicitent  par  Teffet  de  sa  liaison  avec  les 
autres  parties  de  la  corde.  Or,  si  Ton  veut  déterminer  le  mou- 
vement de  rélément  dans  le  sens  des  y,  on  considérera  qu'à 
la  fin  du  temps  t,  cet  élément  est  sollicité  à  sa  première 
extrémité,  en  vertu  de  cette  liaison ,  parallèlement  aux  y, 

par  la  composante  P  ^  dé  la  tension  P  de  la  corde,  qui 

tend  à  le  rapprocher  de  Taxe  des  jcr;  et  à  sa  seconde  extrémité 
par  cette  môme  composante  augmentée  de  sa  diiFérentielIe 
savoir. 


•(£-§*)• 
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qui  tend  à  l'éloigner  du  même  axe.  Donc  Télément  est  solli- 
cité dans  le  sens  de  l'ordonnée  y  par  la  différence  de  ces 

deux  forces,  qui  est  P  -7—  dx^  et  par  conséquent  la  loi  de 

son  mouvement  est  exprimée  par  l'équation 

qui  doit  subsister  pour  tous  les  points  de  la  corde, 

495.  En  cherchant^  conformément  au  n®  ÂS7,  à  satisfaire 
à  cette  équation  par  la  valeur  particulière  y =«"»+*»',  on 
reconnaît  que  les  quantités  m  et  n  sont  assujetties  à  la 
condition 

n*=:khn*,        d'où         n  =  ±:ibii,. 

en  écrivant  pour  abréger  k  au  lieu  de  W— .  On  peut  donc 

prendre  y  =  ^<*+**J  et  y  =  «»(•-*'>,  la  valeur  de  m  demeu- 
rant arbitraire.  D'où  Ton  conclut  que  l'intégrale  générale  de 
l'équation  précédente  est  exprimée  par 

y  =  A^(«+w)  +  Aie«iC«+*«>  +  A,e«i<*+*»)  +  etc. 
•  +  Be»  <•-*•)  +  Bie«i«»-*«)  4-  B,e»i<»-*«)  +  etc. 

les  constantes  m,  m^ym^y  etc.^  Uy  ni^n^y  etc.^  étant  entière- 
ment arbitraires,  aussi  bien  que  A,  A,,  Aj,  etc.,  B,  Bj,  B„  etc. 
Afin  que  ces  constantes  soient  déterminées  maintenant 
d'une  manière  conforme  aux  conditions  de  la  question  pro- 
posée^ il  faut  en  premier  lieu  que  la  valeur  de  y  soit  nulle 
aux  deux  extrémités  fixes  de  la  corde,  c'est-à-dire  lorsque 
x=^0  et  x=a,  ce  qui  exige  que  l'on  attribue  des  valeurs 
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inttgÎDaîres  soi  constantes  m, m, ,  m^, etc.,  et  n,  a,  ,  ft, ^  elc^ 
on  que  Ton  remplace  ^c«+*o  par 

coa.iit(x  +  kt)  +^— i8in.iii(x  +  fcr)  =  co8.»ijc.  cos.jnlrr 

—  sin.m:B .  siEi.9ttârf 
+^— •l(8iiLfiix  eos^mla  +  cos.fiix  sin^fiti^f  )  , 

et  de  même  ^'••■^  par 

oos.nx.Cu8.nkl  +  8tD.RX.  8iD.iiJbr  +  V^  1  (si  n.iu;  cos.  nki} 

et  ainsi  des  antres  termes.  De  plus,  il  faudra  supprimer  les 
termes  contenant  cos.fna;  ou  cos.nor ,  puisqulls  ne  deviennent 
point  nuls  quand  x=0;  et  quant  aux  termes  contenant 
sin.mx  ou  .sln-iur^  on  devra  prendre  pour  les  constantes  tn 
ou  n  un  nombre  entier  de  demi-circonférences  divisé  par  a, 
afin  que  ces  termes  s'évanouissent  lorsque  a:  =  a.  Nous  au- 
rons donc  pour  rintégrale  cherchée,  en  donnant  des  coeffi- 
ewots  différents  aui  termes  qui  satisfont  séparément  k  Té- 
quitîM  différentielle, 

y=A,8iD.^cos.— +A^n.— cos.-^+A,sui.— -cos.-^  +  etc. 
+B4sin.  -j  «ï^  -^  +B,dn.  —  sm.  -^  +B3Sin. — sm.  -^ — j.  etc. 

et  il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  les  coefficients  A,,  A^, 
A,,  etc.,  el  Bj,  B,,  B„  etc.,  d'après  la  considération  de 
Vétat  initial. 

496.  Supposons  donc  qu'à  l'instant  d'où  Ton  commence 
à  compter  le  temps  :  t«  la  figure  de  la  corde  soit  exprimée 
ptr  l'éqaatîoil  y  s=5»(ir);  «•  la  vitesse  de  l'un  quelconque  de 
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ses  points  soit  exprimée  par  Téquation  ^  =  ^x)y  <p  et  4^  dé- 
signant des  fonctions  entièrement  arbitraires.  Pour  que  l'ex- 
pression précédente  s'accorde  avec  ces  conditions,  on  devra 
donc  avoir 


f(a?) = AjSÎn.  ~+ AjSÎD.  —  +  AjSin,  — + etc., 

J/a?)  =  Bi — sin.  — hB, — sm. hB, — sin.  —  -f-  etc., 

^'  a        a  a  a  a  cl 


équations  d'après  lesquelles  les  coefficients  dont  il  s'agit  se 
détermineront  conformément  à  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n®  494. 
L'expression  complète  de  l'ordonnée  y  sera  en  conséquence 

-  S  sin.— .COS.— J  ^  rf..«ta.— .^.) 

»=0D  T 

Cette  expression  montre  que^  quel  que  soit  l'état  initial, 
le  mouvement  de  la  corde  peut  être  regardé  comme  la  réu* 
nion  ou  la  superposition  d'une  infinité  de  mouvements  sim- 
ples oscillatoires,  exprimés  chacun  par  un  terme  des  séries» 
Les  durées  des  oscillations  dans  ces  divers  mouvements 

111 
simples  décroissent  comme  les  nombres  l^  t:>  ô>  T'  ^^- 

2     3    4 

L'état  initial  se  reproduit  alternativement  d'un  côté  et  de 

l'autre  de  la  direction  naturelle  de  la  corde.  La  durée  d'une 

oscillation  eotiàre  est  a l/-^»  en  sorte  qu'elle  est  propor- 
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tionnelle  à  la  longueur  de  la  corde  entre  ses  extrémités  fixes 
et  à  la  racine  quarrée  du  rapport  du  poids  de  l'unité  de 
longueur  de  la  corde  au  poids  qui  en  mesure  la  tension. 
Ces  résultats  sont  entièrement  conformes  à  l'expérience. 

Des  notions  analogues  à  celles  qui  ont  été  présentées  dans 
le  n"  493,  prouveront  d'ailleurs  que  la  solution  est  unique^ 
et  nécessairement  donnée  par  Texpression.  précédente  ,  qui 
s'accorde  avec  l'état  initial  et  vérifie  l'équation  différentielle. 


XXXIX.   KBTHODB  DES  VARIATIONS. 

497.  La  méthode  des  variations  a  pris  naissance  dans  les 
questions  de  maximum  et  de  minimum  considérées  sous  le 
point  de  vue  le  plus  étendu;  mais  son  utilité  principale  consiste 
dans  les  applications  à  la  mécanique.  Nous  ne  pouvons  pré- 
senter ici  que  les  premiers  éléments  de  cette  méthode  et  ses 
usages  les  plus  simples. 

n  faut  distinguer  en  premier  lieu  en  quoi  les  questions  de 
maximum  ou  de  minimum  qui  dépendent  du  calcul  des  varia- 
tions diffèrent  des  questions  ordinaires  du  même  genre.  Dans 
les  questions  ordinaires ,  une  quantité  U  est  donnée  en  fonc- 
tion d'une  ou  de  plusieurs  variables  indépendantes  ac^  y 
z,  etc.,  de  manière  que  chaque  système  de  valeurs  attribuées 
à  ces  variables  amène  une  valeur  déterminée  pour  U.  On 
demande  de  fixer  les  valeurs  de  a?,  y,  jt,  etc.,  qui  rendront  U 
la  plus  grande  ou  la  plus  petite  qu'il  soit  possible.  Cette 
question,  comme  on  Ta  vu  dans  l'article  XIV,  se  résout  en 
posant  les  équations 

S  =  ^'        Sr=^'        5?=^'   ^*<^- 
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auxquelles  doivent  satisfaire  les  valeurs  demandées  des  va- 
riables Xj  y  y  %y  etc.  Quant  à  la  dii^tinction  des  cas  où  les 
valeurs  qui  satisfont  à  ces  équations  répondent  effectivement 
à  un  maximum  ou  à  un  minimum ,  elle  est  fondée»  comme 
on  Ta  vu  également  dans  l'article  cité,  sur  la  considération 
des  coefficients  différentiels  du  second  ordre  de  la  fonction  U. 

Dans  les  questions  qui  dépendent  du  calcul  des  variations, 
on  conçoit  entre  diverses  quantités  variables  une  relation  exis- 
tante^ mais  indéterminée,  et  l'on  demande  de  déterminer 
cette  relation  de  manière  que  la  valeur  d'une  certaine  fonc- 
tion ,  valeur  qui  dépend  de  la  relation  dont  il  s'agit,  soit  la 
plus  grande  possible. 

Par  exemple  une  courbe  étant  tracée  entre  deux  points 
fixes ,  la  grandeur  de  Taire  comprise  entre  la  courbe ,  l'axe 
des  abscisses,  et  les  ordonnées  des  points  extrêmes,  est  dé- 
terminée, et  sa  valeur  résulte  de  la  relation  y  ==  f[x)  qui  est 
.  réquation  de  la  courbe.  Représentons-nous  entre  les  deux 
points  fixes  plusieurs  courbes  qui  auraient  toutes  des  lon- 
gueurs égales  :  Féquation  y=zf(x)  sera  différente  pour  cha- 

cune ,  et  Taire ,  représentée  par  i    ^dx.y, 'aura  également 

J    ^0 

des  valeurs  différentes.  La  longueur  de  la  courbe  est  expri- 
nttée  d'ailleurs  par 

On  peut  demander,  cette  longueur  demeurant  la  même,  de 
déterminer  la  figuré  de  la  courbe,  c'est-à-dire  la  forme  de 

rx 
la  fonction  f{x),  de  manière  que  Taire  /    ^dx.y  soit  la  plus 

grande  ou  la  moindre  possible. 
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Concevons  encore  une  courbe  tracée  entre  deux  points 
fixes^  et  considérons  un  corps  qui  descend  le  long  de  eetle 
courbe  en  cédant  librement  à  l'action  de  la  gravité.  Le  temps 
que  ce  corps  emploiera  à  parvenir  d'un  point  à  Fautre  dépend 
de  la  figure  de  la  courbe  dont  il  s'agit ,  et  sa  Taleur 
exprimée,  en  supposant  Taxe  des  x  vertical^  par 


On  peut  demander  de  déterminer  la  relatktt  y=zf(a:)  qui 
donne  la  figure  de  la  courbe  de  manière  que  ce  temps  soit 
le  moindre  possible.  Cette  question  sera  plus  étendue  si  l'on 
admet  que  la  courbe  de  la  plue  vite  âescenU,  ou  hraehys^ 
tochrôncy  doit  être  tracée,  non  pas  entre  deux  points 
fixes,  mais  entre  deux  lignes  courbes  données,  ou  entre 
deux  surfaces  courbes  données.  Les  limites  x^  et  x^  de  l'in- 
tégrale deviennent  alors  variables,  aussi  bien  que  l'abscisse 
.  x^  du  premier  point  de  la  courbe  qui  se  trouve  sous  le  signe 
dlntégration  définie. 

Une  recherche  de  même  genre  est  celle  de  la  ligne  la  plus 
courte  qui  puisse  être  tracée  sur  une  surface  donnée,  entre 
deux  points  tixes,  ou  entre  deux  lignes  marquées  sur  cette 
surface. 

.  498.  Ces  exemples  suffisent  pour  indiquer  quelle  est  la 
nature  des  questions  dont  il  s'agit ,  et  à  quelles  recherches 
analytiques  on  se  trouve  conduit  pour  en  trouver  la  solu- 
tion. L'expression  de  la  quantité  qu'il  faut  rendre  un  maxi- 
mum ou  un  minimum  se  forme,  d*après  les  règles  connues  « 
au  moyen  des  éléments  difiërentiels  de  la  courbe  cherchée. 
Cette  expression  est  toujours  une  intégrale  définie 
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entre  des  limites  données^  fixes  ou  variables  avec  certaines 
'conditions.  On  doit  rendre  la  valeur  de  cette  intégrale  la 
plus  grande  ou  la  moindre  possible^   en  déterminant  en 
conséquence  la  relation  analytique  dont  dépendent  les  coeflS- 
cients  différentiels  qui  se  trouvent  sous  le  signe  d'intégra- 
tion. Cette  question  se  résout  d'ailleurs  au  moyen  des  prin- 
cipes qui  s'appliquent  aux  questions  ordinaires  de  maximum 
et  de  minimum.  On  suppose  que  toutes  les  quantités  variables 
dont  dépend  la  valeur  de  la  fonction  proposée  augmentent 
de  quantités  arbitraires  qui  peuvent  être  supposées  aussi 
petites  qu'on  le  veut;  et  dans  le  développement  de  la  valeur 
qui  en  résulte  pour  cette  fonction,  on  égale  à  zéro  le  terme 
qui  contient  les  premières  puissances  de  ces  accroissements; 
ou,  si  Von  veut,  on  égale  à  zéro  la  différentielle  totale  de  la 
fonction  proposée  prise  par  rapport  à  toutes  les  quantités 
variables  qu'elle  contient.  L'équation  qui  en  résulte  doit 
subsister  pour  toutes  les  valeurs  qui  peuvent  être  attribuées 
aux  accroissements  infiniment  petits  de  ces  quantités  va- 
riables. Elle  exprime  la  condition  nécessaire  du  maximum 
ou  minimum.  Quant  à  la  distinction  des  cas  où  il  y  a  maxi- 
mum ou  minimum,  et  de  ceux  où,  bien  que  cette  condition 
soit  satisfaite,  le  maximum  ou  minimum  n'existe  pas,  elle 
dépend  de  la  considération  du  terme  qui  contient  les  se- 
condes puissances  des  accroissements.  Le  maximum  et  le 
niinimum  ont  lieu  respectivement  lorsque  ce  terme  e^i  tou- 
jours négatif  ou  toujours  positif,  quelles  que  soient  les  valeurs 
des  accroissements. 

yl99.  Nous  considérerons  en  premier  lieu  le  cas  où  l'on 
n'a  qu'une  variable  indépendante  x,  et  une  fonction  y  dont 
la  valeur  dépend  de  celle  Ae  hc;  y  représentera  donc  l'or- 
donnée d'une  courbe  dont  x  est  l'abscisse.  Il  s'agit  de  dé- 
terminer la  figure  de  la  courbe  de  manière  que  l'intégrale 
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définie 


/ 


'^"rfx.V 


soit  un  maximum  ou  un  minimum.  Les  limites  x^^  et  ar^  de 
rintégrale  peuvent  avoir  une  valeur  constante  donnée.  Ces 
limites  peuvent  aussi,  dans  quelques  cas^  varier  <i'après 
certaines  conditions.  V  est  une  fonction  quelconque    d^un 

nombre  déterminé  des  quantités  a?,  y,  -^,  ^-^,  jr^,  etc.; 

X  étant  la  variable  indépendante^  l'élément  dx  est  supposé 
constant. 

Gela  posé^  nous  admettrons  d'abord  que  les  limites  œ^  y  a:^ 
ont  une  valeur  constante.  Dans  ce  cas^  les  points  extrêmes 
de  la  portion  de  courbe  que  Ton  considère  doivent  se  trouver 
toujours  sur  les  perpendiculaires  à  l'axe  des  abscisses^  me- 
nées aux  distances  x^,  x^  de  l'origine  j  et  l'on  fera  varier 
d'une  manière  aussi  générale  qu'il  soit  possible  la  fonction  pro- 

'  dx.Yf  si  Ton  suppose  que  la  courbe  cberchée  se 


posée  J^^ 


change  dans  une  courbe  quelconque  infiniment  voisine  qui 

soit  assujettie  à  cette  condition.  Or  il  n'est  pas  nécessaire^  pour 

opérer  un  tel  changement,  de  faire  varier  x  dans  la  fonction 

V;  il  suffit  d'attribuer^  dans  cette  fonction^  à  la  quantité  y  et 

...        :,>  '  1    dy    d^y    d^y      ,        j  .    . 

par  suite  a  ses  dérivées ^ ,  -—y  ^,  etc.,  des  variations 

dy       d^y       d^y 
que  nous  désignerons  par  8y,  o  ^,  ^7i>  ^7^'  eic,  et 

qui  pourront  être  différentes  d'une  abscisse  à  une  autre ^  en 
sorte  que  ^y  est  une  quantité  infiniment  petite,  mais  d'ailleurs 
fonction  quelconque  de  x.  La  caractéristique  8  représente, 
aussi  bien  que  la  caractéristique  dy  un  accroissement  inti- 
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nimeni  petit  attribué  à  la  quantité  variable  a£fectée  de  cette 
caractéristique;  mais  il  y  a  ici  cette  différence  que  le  signe 
d  indique  un  accroissement  résultant  du  passage  d'un  point 
de  la  courbe  cherchée  au  point  suivant  de  la  même  courbe, 
tandis  que  le  signe  8  indique  un  accroissement  résultant  de 
ce  qu'on  passe  d'un  point  de  la  courbe  cherchée  au  point 
correspondant  de  la  courbe  quelconque  infiniment  voisine.  De 
plus  nous  appellerons  variation^  les  accroissements  désignés 
par  S^  le  nom  de  différentielles  étant  conservé  aux  accroisse- 
ments indiqués  par  d,  La  variation  de  la  fonction  V  résultant 

des  variations  attribuées  aux  quantités  y, -~,  -r^,  -j^,  etc., 

ŒX      CLuC        CLuf 

qui  y  sont  contenues,  sera  exprimée  par  SV;  et  l'on  aura 
8V  =  NSî,  +  P8g  +  Qsg  +  R8g  +  etC. 

si  Ton  représente  par  N,  P,Q,  R,  etc.,  les  coeflScients  diffé- 
rentiels de  la  fonction  V  pris  respectivement  par  rapport  aux 

.  ti         dy    d^y    d^y 
quantités  variables  y,^,  ^,  ^,  etc. 

IjB,  condition  du  maximum  ou  minimum  exige  que  la  va- 
riation 


n 


dxM 


de  l'intégrale  définie  proposée  soit  nulle.  Cette  condition  est 
donc  exprimée  par  Téquation 

Idy 
500.  un  remarquera  maintenant  que  dans  les  termes  -^, 


■j-Y>  -7-?  7  ^1  l'ordre  des  signe»  d  et  5  peut  être  inter- 

verti  à  volonté.  En  effet ^  l'ordonnée  du  point  de  la  courbe 

cherchée  étant  |/,  l'ordonnée  du  point  suivant  de  la  même 

courbe  est  y-^-dy,  et  celle  du  point  correspondant  de  la 

courbe  voisine  est  y  +  ly.  Donc  l'ordonnée  du  point  suivant 

de  cette  dernière  courbe  est  également  y  +  rfy  +  5(y  -J-  dy), 

ou  y  +  ^y  +  d(y  +  ly).  Donc  Idy  =  d8y.  La  même  remarque 

d'î/ 
peut  être  appliquée  à  la  fonction  j^  et  aux  fonctions  sm- 

\     r^      ^1      .  ^^y    ^^^y    rf*5y    ^    . 

vantes.  On  a  également  -^  =  —^  =.  — ^ ,  et  ainsi  de 

suite.  Nous  pouvons  donc  écrire^  au  lieu  de  Téquation  pré- 
cédente. 

Or,  si  Ton  considère  à  part  chacun  des  termes  du  second 
membre,  on  voit  qu'au  moyen  de  l'intégration  par  parties 
ils  peuvent  être  transformés  de  la  manière  suivante.  On 
aura 


/ 


dx.  P^  =  comf.  +  P8y— /(te  .  ^? 


puis  en  donnant  successivement  aux  quantités  qui  entrent 
dans  cette  équation  les  valeurs  qui  répondent  aux  limites  rr^ 
et  oTj^  de  l'intégrale, 


0  =  const,  +  P< 


o"î/o» 


et  en  retranchant  le  premier  résultat  du  second. 
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J    ^0 


dx.V 


Xq  dx 


L+  Pw^yw  J 

On  trouvera  de  môme  pour  le  terme  suivant^ 

/*..oS=»u,.+«2;-/*.Sg 

et  par  conséquent 

Le  terme  qui  viendra  après  donnera 
et  par  conséquent 

Et  ainsi  de  suite  pour  les  autres  termes. 

p'après  ces  transformations ,  Téquation  précédente  expri- 
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mant  la  condition  da  maximum  oa  du  minimum  y  se  trouve 
changée  en 


-{R-etc)5^— etc- 


=  0. 


J 


Cette  équation  doit  subisister,  pour  que  la  condition  du 
maximum  ou  du  minimum  de  l'intégrale  définie  proposée 
soit  satisfaite,  quelles  que  soient  les  variations  marquées 
par  le  signe  S.  Les  deux  premières  lignes  contiennent  les 

dx     dx^ 


variations  des  quantités  y^,  'T^y'^j  etc.,  ou  y^. 


dœ' 


d\ 


^y^\c.f  qui  représentent  les  valeurs  que  prennent  les 

OfCC 

dy    d^y 
fonctions  y,  —,  ^,  etc.,  lorsqu'on  attribue  à  Tabscisse  x 

les  valeurs  x^  ou  œ^^  qui  répondent  aux  limites  de  Tinté^ale 
définie  proposée.  La  dernière  ligne  contient  sous  le  signe 
d'intégration  la  variation  By  de  Tune  quelconque  des  coor- 
données de  la  courbe,  variation  qui  est  entièrement  arbi- 
traire. Cette  dernière  ligne  doit  être  égalée  séparément  à 
zéro;  et  il  en  est  de  même  des  deux  autres. 

aOl.  Nous  aurons  donc  en  premier  lieu   V équation   în^ 
définie 
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qui  appartient  à  tous  les  points  de  la  courbe,  et  qui  doit 
d'abord  être  vérifiée  par  l'expression  de  y  en  a?  qui  résoudra 
la  question.  Cette  équation  sera  une  équation  différentielle 
entre  les  variables  x  et  y,  dont  il  s'agira  de  trouver  l'inté- 
grale générale. 

Nous  aurons  ensuite^  si  les  variations  relatives  à  la  pre- 
mière limite  de  l'intégrale  sont  indépendantes  des  variations 
relatives  à  la  seconde  limite  ^  les  équations  délerminées 

+  (Ro-etc.)8^-etCM 

0  =  (p.-^^  +  etc.)B,.+  (0««§  +  etc.)8^ 

+  (Ra>-etc)8^  +  etc., 

qui  appartiennent  aux  deux  limites  de  l'intégrale,  et  qui 
doivent  également  être  satisfaites  par  l'expression  de  y  en  x 
qui  résout  la  question ,  lorsqu'on  donne  à  x  les  valeurs  ex- 
trêmes a?o,iC(o- 

Si  les  points  extrêmes  étaient  donnés  de  position,  ou  si 
les  valeurs  des  ordonnées  y^  et  y^  étaient  constantes  aussi 
bien  que  x^  et  x^^  on  aurait  alors  8yo  =  0,  81/^^=0,  et  les 
premiers  termes  des  équations  dont  il  s'agit  disparaîtraient. 
Il  suffirait  donc,  pour  y  satisfaire,  d'égaler  séparément  à 
zéro  les  termes  suivants.  De  même  si  les  valeurs  de  quel- 
ques-uns des  coeflScients  différentiels  -p ,  ^,  etc.,  appar- 
tenant à  l'un  ou  à  l'autre  des  points  extrêmes,  étaient  don- 
2«  AntitH'  13 
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nées  par  la  nature  de  la  question,  on  aurait  8  -^  =0^ 
$.>^ss=0,  etc.,  pour  l'un  de  ces  points;  ou  5->|^  =0. 

a  -^  83  0^  etc.,  pour  l'autre;  et  les  termes  afiGdctés  de  oes 

variations  disparaîtraient  d'eux-mêmes.  Quant  aux  termes 
qui  ne  disparaissent  point  ainsi  d'eux-mêmes  par  suite  des 
valeurs  déterminées  que  doivent  conserver  l'ordonnée  y  ou 
quelques-uns  de  ses  coefficients  différentiels  dans  les  points 
extrêmes  de  la  courbe,  on  doit  les  égaler  séparément  à  zéro. 
Les  équations  qu'on  obtient  de  cette  manière  servent  en  gé- 
néral à  déterminer  les  constantes  arbitraires  introduites  par 
l'intégration  de  l'équation  indéfinie  qui  précède. 

502.  Avant  d'aller  plus  loin,  on  remarquera  qu'en  éga- 
lant à  zéro  le  terme  qui  reste  affecté  du  signe  d^intégration 
dans  l'expression  de  /(ia?.8V,  et  en  regardant  l'équation 
ainsi  formée  >  non  plus  comme  devant  déterminer  y  y  mais 
comme  devant  être  identique,  on  exprime  la  condition  né- 
cessaire pour  que  l'intégration  indiquée  puisse  s'effectuer, 
ou  pour  que  la  fonction  ix .  W  soit  une  différentielle  exacte  * 
ce  qui  résulterait  de  oe  que  la  fonction  \d«  serait  elle- 
même  une  différentielle  exacte.  Car  la  supposition  VdxsiiU 
eolf aioe  5V<te  =  SiflJ  =  *U.   D'ailleurs ,  ,  mettant   y',  y" , 

d%i    d*y    d?u 
y",  etc.,  à  la  place  de  5^.  ^.  5^>  «^>  l'équation  de 

condition 

dont  il  l'agit,  peut  s'écrire 

. _  rfV      d  /dv\  ^  rf»  /rfVN _  ^/rfv\  .  „,„ 
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Si  eUe  e$t  M^tisfiiite  identiquement»  la  fonction  Ndx,  dans 
laquelle  Y  contient  cp,  y,  y\  y",  etc.,  sera  une  différentielle 
exacte  d'une  fonction  de  Tordre  immédiatement  inférieur. 
Nous  pouvona  vérifier  cette  proposition  pour  les  fonc- 
tions du  premier  ordre.  L'équation  de  condition  se  réduit 
alors  à 


dy     ria?W/ 


Gomnie  elle  doit  être  identique,  les  deux  termes  doivent 

dV 
être  da  même  ordie.  Donc,  puisque  —  ne  peut  contenir 

dV 
que  yS  il  a'eMuit  que  jp  ne  doit  pas  contenir  y,  puisqu'au- 

trenaent  t-  (  xi  )  contiendrait  y";  d'où  Ton  conclu*  en 


premior  lieu  que  I9  fonction  différentielle  du  premier  ordre 
dont  il  s'agit, 'qui  doit  être  une  différentielle  exacte,  ne  peut 
être  que  de  la  forme 

(A  +  hy'}dx ,  c'est-à-dire  Adx  +  Brfy , 

A  0t  R  étant  des  fonctîoiis  da  j>  et  de  y  seulement  Cette 
fonction  donnera 

dy"  d^'^  dy  dx'        dy'"^    ' 
et  en  substituant  dans  l'équation  de  conditîon,  il  viendra 

^'^  du     dy  di     \<te  "*"  dy  ^/     ^d^,     dx' 
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S03.  Noos  aTOD5  sof^posé  dans  le  n*  499,  afio  de  tjoflisi 
dérer  d'abord  le  cas  plus  simple,  qoe  dans  rint^çrale  dé- 
finie proposée 


/: 


dr.V, 


• 


qa'il  s*agit  de  rendre  nn  maxinram  on  nn  minimiiio  ,  les 
limites  x^j  x^  étaient  constantes,  en  sorte  que  dans  toos 
les  diangemenls  que  l'on  pouvait  faire  solnr  à  la  coorbe 
qui  représente  la  relation  de  y  à  x,  les  points  extrêmes 
devaient  demeurer  constamment  sor  les  mêmes  parallMes 
à  Taxe  des  y.  Nous  supposerons  maintenant  œs  linnîtes 
variables.    Dans  ce  cas,   nous  ferons  varier  la    f^MM^tion 

^lix.V  de  la  manière  la  plus  générale  qa'fl  soit  pos- 

siUe«  en  admettant  que  toutes  les  ahsdsses  x  aogm^Dtent 
de  la  quantité  arbitraire  &r,  en  même  temps  que  l'ordon- 
née y  et  ses  dérivées  augmenteront  comme  ci-dessus,  des 

quantités  ^,  3  -p,  S  j^ ,  etc.  La  courbe  qui  exprime  la  re- 
lation de  y  à  a;  se  changera  alors  en  une  courbe  infini- 
ment voisine.  La  variation  qui  en  résultera  dans  l'intégrale 

^dx.\  sera  exprimée  par 


/; 


J  x^ 


-Vo^o+V^8a:^+    P*^  cte.SV. 


Mais  il  faut  remarquer  ici  que,  par  l'efiet  de  la  varia- 
tion supposée  de  Fabscisse  x ,  un  point  quelconque  de  la 
première  courbe  étant  transporté  dans  la  courbe  variée  ^ 
son  ordonnée  devient  y  +  5y.  Donc,  l'ordonnée  qui  ré- 
pond à  l'abscisse  x  dans  la  courbe  variée  ^  a  pour  expias- 


sion 
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ion  y  +  8y— ^^  +  8^)to,ouy  +  8y— ^aa?,enné. 

gligeant  les  quantités  du  second  ordre.  On  conclut  de  là 

qu'en  formant  SV  dans  l'expression  précédente,  nous  de* 

vous  regarder  y  comme  augmentant,  non  pas  de  Sy,  mais 

dy 
de  By  —  3^  &p.  La  même  remarque  s'appliquera  aux  fonc- 
ax 

dit 
lions  dérivées  de  y.  On  doit  regarder  -j-  comme  ayant  varié 

d        '{%)  \        d, 

seulement  de  8^ V-^^^j  o«  ^t^  — T^^^-   ^n 

dx  dx  dx      dx^ 

d^v 
considérera  également  -r-^  comme  ayant  varié  seulement 

d^y       d^y 
àe  S  j-^  —  T^  ^^*  ®^  ^'^^^  ^^  autres.  Par  conséquent,  si 

nous  représentons  comme  dans  le  n*  499,  par  N,  P,  Q,  etc., 

les  coefficients  différentiels  partiels  de  la  fonction  Y  pris  res- 

dy    d*t/ 
pectivement  par  rapport  a  y,  -^5  j^,  etc.,  nous  devrons 

écrire  ici 

«,=N(^â>.)  +p(.^-S^)«(.g-ga.)  +«. 

On  remarquera  de  plus  qu'en  posant 

et  différentiant  cette  équation,  il  vient 

cfô|r^(rf>y  dy  dSa? _ dZu 

dx      dx^         dx  dx  ^  dx  * 
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puis  en  igotitant  l'équation  identique 

dM'~  d»      dx.  d(c  * 

on  trouve  (puisque  l'ordre  des  signes  dei^  peut  être  changé 
à  volonté) , 

fedy     d«y__d3M 
dx      dx^  dx 

Différentiant  de  même  cette  dernière  équation^    ce    qui 
donne 

dx _d^y  ^^^  d^ _ d'^^u ^ 
dx        dx^  dx^  ~dx  ~"  dx^  * 

puis  ajoutant  Téquation  id^tique 

d^_^^    dar^     <fa?     fPy  8(to 
do?*         dx  da;        da?*  da?  * 

on  trouve  également 

gd«y_d^g^_d^tt 
da;*      dx^  dx^  ' 

On  obtiendra  de  la  même  manière 

d^'^dx^  dx^' 

et  ainsi  de  suite.  H  en  résulte  que  l'expression  précédente 
de  $V  peut  s'écrire 


L'équation  exprimant  la  condition  du  maximum  ou  du 
minimum  sera  donc 

et  en  opérant  sur  le  second  terme  les  transformations  indi- 
quées n""  500^  cette  équation  se  changera  en 

_VM-(p.-g4.-g-«c.)  („.-&»..) 

-(*-s+««-)('è-&''.)-«^ 

=  0. 

En  comparant  ce  résultat  à  celui  du  n**  300,  on  voit  en 
premier  lieu  que  Ton  est  conduit  ici  à  la  même  équation 
indéfinie 

qui  doit  subsister  pour  tous  les  points  de  la  courbe.  Quant 
AUX  équations  déterminées  >  elles  diffèrent  de  celles  qui 
sont  écrites  n"  50i,  par  l'introdubdon  dei  tertiiis  -^V^te,» 


+ 
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et  yj^ta  ;  c^  PS'^  V^  1^  quantités  Zy^  et  ^^  s<Hit 
placées  par  «Vo  — "T^^o  et  îy«  — -r^  ^ir,,;  les  quantités 

ainsi  de  suite.  Si  les  variations  Sx^,  ^o»  ^"^^   etc«  ,    et 

^^u,9  ^y«>  ^  rf    '  ®*^-»  ^^*  arbitraires,  le  coefficient   de 

chacune  de  ces  variations  doit  être  égalé  séparément  à  zéro, 
ce  qui  donnera  autant  d'équations  distinctes  auxquelles  l'ex- 
pression cherchée  de  y  en  x  doit  satisEBÔre  quand  on  donne 
à  â?  les  valeurs  extrêmes  jt^  et  x^  Si  quelques-unes  des 

dy    d*y 
quantités  ^^y^-p^  j^»  etc.,  ont  des  valeurs  déterminées 

pour  l'un  ou  l'autre  des  points  extrêmes  de  la  courbe ,  les 
termes  atEectés  des  variations  de  ces  quantités  disparaissent 
d'eux-mêmes,  et  on  doit  égaler  seulement  à  zéro  les  termes 
affectés  des  autres  variations,  n  faut  remarquer  d'ailleurs 
que  si  la  position  des  points  extrêmes  est  entièrement  arbi- 
traire 9  chacun  de  ces  points  peut  être  placé  où  Ton  veut 
sur  le  plan  de  la  courbe ,  sans  qu'elle  cesse  pour  cela  de 
satisfaire  à  la  condition  de  maximum  ou  minimum  de  l'in- 
tégrale définie  proposée.  Donc  on  est  alors  le  maître  de  sup- 
poser teo=0  et  8tfo  =  ^i  ®*>  P*''  conséquent,  de  ne  point 
poser  les  équations  exprimant  l'égalité  à  zéro  des  (Coeffi- 
cients dont  ces  deux  variations  sont  affectées  dans  l'équation 
précédente;  en  sorte  que  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  l'on  a 
deux  équations  de  moins  pour  la  détermination  des  con- 
stantes. 

504.  Nous  devons  remarquer  que  la  fonction  désignée 
par  V  dans  l'intégrale  définie 
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J7 

J    ^0 


qa*i\  s'agit  de  rendre  un  maximum  ou  un  minimum^  pour- 
rait contenir  une  ou  plusieurs  des  quantités  ^o>  ¥0)7/9 
^,  etc.,  ou  a:^,  y^,  ^,  ^,  etc.,  qui  appartiennent 

aux  points  extrêmes  de  la  courbe.  On  en  voit  un  exemple 
dans  la  question  de  la  brachystocbrûne  citée  n"*  497,  où  la 
fonction  sous  le  signe  d'intégration  contient  l'abscisse  du 
premier  de  ces  points.  On  doit  dans  ce  cas,  en  formant  la 
variation  BV,  faire  varier  les  quantités  dont  il  s'agit,  si  leurs 
valeurs  ne  sont  point  constantes  en  vertu  de  l'énoncé  de  la 
question. 

Si,  par  exemple,  Y  contenait  a;^,  et  que  la  variation  de  Y, 
prise  par  rapport  à  cette  quantité,  fût  \t.lx^,  l'expression  de 
BV  du  n""  503  devrait  être  augmentée  du  terme  \iZx^.  Donc 
le  terme  affecté  du  signe  d'intégration  dans  l'équation  qui 
exprime  la  condition  du  maximum  ou  minimum  devrait  être 

augmenté  de  la  quantité  1    ^dx.}t&x:^y  ou  807^  /    ^(te.{i. 

II  s'ensuit  que  Ton  devrait  ajouter  cette  quantité  au  second 
membre  de  celle  des  équations  déterminées  qui  se  rapporte 
à  la  première  limite,  en  sorte  que  le  terme  affecté  de  $Xo 
dans  cette  équation  deviendrait 


{-y.^/::^..)^. 


On  aurait  égard  de  la  même  manière  à  la  variation  des 
autres  fonctions  dont  fl  s'agit,  si  elles  entraient  dans  la  com- 
position de  la  fonction  Y, 
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505.  Nous  avons  considéré  jusqu'ici  le  cas  où  l'on  arait 
une  seule  variable  indépendante  x,  et  une  fonction  y  dé- 
pendante de  cette  variable^  comme  cela  a  lieu  dans  les  pso- 
blêmes  qui  se  rapportent  à  une  courbe  plane.  Dans  les  ques- 
tions relatives  à  une  courbe  à  double  courbure  ^  il  faut  con- 
sidérer une  variable  indépendante  x  »  et  deux  fonctions  y 
et  M  qui  dépendent  de  cette  variable.  Lintégrale  déflnie  qu'il 
s'agit  de  rendre  un  nuoimum  étant  toujours 


/: 


«0 


la  fonction  V  contient  alors  en  général  ^  outre  la  variable  x, 
Ie8fonct.onsy,-j^,^,^,etc.,et,,-,_-,^,etc. 

Supposons  d'abon},  comme  dans  le  n»  499,  les  limites  x 
et  x^^  de  l'intégrale  constantes.  La  variation  de  cette  inté- 
grale est 


'^  dxM. 


Admettons  qu'en  différentiant  la  fonction  V  par  rapport  aux 
quantités  y,  s  et  à  leurs  fonctions  dérivées,  et  marquant  les 
différentielles  par  8,  Ton  trouve 

r    N^V+P^^fQ^g^-R^g+etcT 
L+n5^  +  p8g+g5g+r8g  +  etcJ; 


Ti^uallun  exprimant  la  oandiUon  du  maxUnittn  ou  minittum 
de  rintégrale  déflnie  proposée  sera 


«Vz.-: 


Appliquant  donc  à  cette  équation  l'analyse  exposée  n""  SUX), 
on  verra,  comme  dans  les  n*"  501  et  503  :  l""  que  Ton  doit 
avoir  pour  tous  les  points  de  la  courbe  Téquation  indé- 
finie 

»=r  ("-S+S-SH"! 

laquelle ,  si  les  variations  ty  et  iz  sont  entièrement  indé- 
pendantes Tune  de  l'autre ,  donne  les  deux  équations  dis- 
tinctes 

dp  ^  iBPq      d^r  ,    . 

2®  que  l'on  a  également  pour  les  points  extrêmes  de  la 
courbe  les  équations  déterminées  suivantes,  savoir  :  pour 
le  premier  point 


dx 


+  (Ro— eteO^^  +  etc. 


(p.-ê+â-«»-)^.+ ('•-£+««-)' 


rf«J 

dx 
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et  pour  le  second  point 


(p^_^^  +  etc)8y„+(Q„-^4.etc.)8^ 


+  (R-eto.)8^  +  etc. 


+  (r^— etc.)8-^î?+etc• 
On  doit  appliquer  à  ces  deux  équations  les  remarques  laites 
n!  503,  relativement  aux  conditions  qui  peuvent  être  don- 
nées pour  les  extrémités  de  la  courbe. 

On  doit  également  appliquer  au  cas  dont  il  s'agît ,  les  re- 
marques faites  n"*  504,  relativement  à  la  nécessité  de  tenir 
compte  dans  l'expression  de  8V  des  variations  des  quan- 
tités relatives  aux  limites,  lorsque  ces  quantités  sont  va- 
riables et  entrent  dans  la  composition  de  la  fonction  V. 

n  est  aisé  d'étendre  cette  analyse  aux  cas  où  il  y  aurait 
un  plus  grand  nombre  de  fonctions  dépendantes  de  la  va- 
riable X. 

506.  Nous  pouvons  remarquer  ici^  comme  dans  le  n**  502 
que  les  équations 

dp  ,  d^q      dh*  ,    ^ 
que  l'on  peut  écrire 


—  i89  — 

^-dy     dx  W)  "^  (te«  \dr)     ^  Wv 
^-^  dz'^dxW)'^d^^\dz'0'~'d^\d^)'^ 

en  mettant  y',  y",  j/*',  etc. ,  à  la  place  de  -^ ,  ^ ,  ^^ ,  etc., 

et  z',  z\  «*',  etc.,  à  la  place  de  ^,  ^,  ^,  etc.,  expri- 
ment, en  se  vérifiant  identiquement,  les  conditions  nécessaires 
pour  que  la  fonction  "Six  soit  une  différentielle  exacte. 

Dans  le  cas  où  cette  fonction  serait  du  premier  ordre ,  ces 
équations  se  réduisent  à 

dy      dx\dyT  dV     dx\dz')' 

On  en  conclurait  d^abord ,  comme  dans  le  numéro  cité ,  que 
la  fonction  dont  il  s'agît  doit ,  pour  être  une  différentielle 
exacte,  être  de  la  forme 

(A  4-  By'  +  Cz^ix,      c'est-à-dire      Adx  +  Brfy  4-  Ote  , 

A^  B,  G  désignant  des  fonctions  qui  ne  contiennent  que 
â?,  y  et  jar.  Cette  fonction  donnerait  donc 

rfV_rfA      rfB        rfC   .        dV_dA      rfB   .,  dC   . 

et  en  substituant  dans  les  équations  de  condition ,  on  trou- 
verait 
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ou 


^=d5  +  d5î'+S^~VS  +  di^y-^5i^)î      . 

dA_Éffi__/dB_dC\  , 
''""dy      da;     \dz      dy)^  ' 

dA_dC  /^_dC\  , 
"~'d^      dx'^\dz      dyj^' 

Comme  ces  équations  ne  doivent  pas  déterminer  y'  et  z' 
puisque  y  et  js  sont  des  fonctions  quelconques  Ae  x,  au  en 
conclut  les  trois  équations  distinctes 

dA._dB_         f!^_^  — 0       î?  — f(5  — 
dy      dx'^     '     dz      dx''    '     de^dy""^» 

conformément  à  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n*  360. 

507.  Si  Ton  admet  maintenant ,  comme  dans  le  n^  503 
que  les  limites  x^  et  x^^  de  l'intégrale  définie  proposée 
puissent  varier,  il  sera  nécessaire  de  ftiire  varier  l'abscisse  œ 
On  reconnaîtra  que  les  variations  des  coordonnées  corres- 
pondantes à  cette  abscisse  ne  sont  plus  alors  8y  et  Zz     mais 

^^""Âte  ^^  ^^  ^^^Û^^'  ^^  conséquent,  Féquation  in- 
définie qui  doit  subsister  pour  tous  les  points  de  la  courbe 
devient 

F  («-5+g-S.*)(«^âfe)-i 

L4-î*S-Ê--)(«'-g«.)J 

=  0; 
et  si  les  variations  8a;,  8y,  8«  sont  entièrement  indép^t. 
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dantes  les  unes  des  autres ,  on  aura  eomme  ci-dessus  les 
équations  distinctes 

A  l'égard  des  équations  déterminées^  on  verr»  également 
que  Ton  est  obligé  d'ajouter  au  second  membre  de  Téqua- 
tion  relative  à  la  première  limite,  le  terme  — ^J^x^;  et  de 

reaiplaoep  8y,  et  ^z^  par  fiy,  — ^8a?o  et  hz.-^-^^x^y 

ainsi  de  suite.  On  ajoutera  de  même  à  l'équation  détermi- 
née relative  à  la  seconde  limite,  le  terme  Vj^oar^^;  et  Ton 

remplacera  8y^  et  8z„  par  81/  —  ^  8y^  et  8;ï  —  ^  8j?^, 

et  ainsi  de  suite. 

508.  Dans  las  équations  qui  se  rapportent  aux  surfoœs , 
par  exemple  dans  la  recherche  de  la  surface  qui ,  se  termi- 
nant à  un  contour  donné,  aurait  la  plus  petite  aire  pos- 
sible, on  doit  considérer  dçux  variables  indépendantes  x,  y, 
et  une  fonction  z  dépendante  de  ces  variables.  Il  s'agit  alors 
d'exprimer  les  conditions  du  maximum  ou  minimum  d'une 
intégrale  double  telle  que 


r^'^f;."-"' 


dans  Is^quelie  V  peut  contenir  en  général  les  variables  in- 
dépendantes Xftf,  ainsi  que  la  fonction  x  et  ses  dérivées 

dz    dz    d'z      d^z     d'z      ^     ^ 

-j-f  -j-j  T-iy  T^r^  Tif  ®^-  Nous  considérerons  seide- 
dx'  dy^  dx^    dxdy    dy*' 

ment  le  cas  où  la  projection  sur  le  plan  des  x^  y  du  con- 
tour auquel  se  termine  la  surfeioe  est  un  rectangle  dont  les 
côtés  sont  respectivement  parallèles  aux  axes  des  x  et  y.  Les 
limites  x^y  x^^  désignent  les  abscisses  extréines;  les  limites 
So  ^  Viù  désignent  de  même  les  ordonnées  extrêmcis.  De 
plus^  nous  supposerons  que  ces  limites  ont  des  valeurs  don- 
nées et  invariables  ^  en  sorte  que  le  contour  de  la  portion  de 
surface  dont  il  s'agit  ait  toujours  pour  projection  les  côtés 
du  rectangle.  Il  ne  sera  pas  nécessaire  alors  de  foire  varier 
les  abscisses  xeiy,  La  variation  de  l'intégrale  définie  pro- 
posée sera 

et  si  Ton  suppose 

on  aura,  pour  exprimer  la  condition  du  maximum   ou  du 
minimum  de  cette  intégrale,  Téquation 

0=  r-  (te  P-  rf/LB^+MÔ^+NB^ 

509.  Appliquant  donc  les  règles  du  calcul  des  variations 
comme  on  Ta  fait  u^"  SOO ,  c'estrà-dire  faisant  passer  dans 
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les  termes  compris  sous  le  double  signe  d'intégration  le  d 
devant  le  8  »  et  intégrant  par  parties ,  on  transformera  ces 
termes  de  la  manière  suivante. 

V  Ç  ÇdxdyVL  ^  =  Çdy  .M^—  C  Çdxdy  ^  Iz^-consL  ; 
et  par  conséquent 


Les  signes  {x^y  [x^^  mis  au  bas  des  parenthèses^  indiquent 
que  dans  les  quantités  contenues  dans  ces  parenthèses ,  on 
donne  à  a:lesvaleursa:  =  a:o,a:  =  Xj^,  c'est-à-dire  que  ces 
quantités  ont  les  valeurs  qui  conviennent  aux  limites  de  la 
surface^  parallèles  au  plan  des  y^  «. 
La  même  transformation  donne 

r:  "r:  "■'•f =-/:  '^'„. 

Les  signes  (j^o)»  (yj  indiquent  que  les  quantités  contenues 
dans  les  parenthèses  ont  les  valeurs  qui  conviennent  aux 
limites  de  la  surface^  parallèles  au  plan  des  x,  z. 

+  r  liixdy  45  S^  +  const. , 
2«  anni^:b.  4.1 
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d'où 


r:  -il-  '"^- 


*r:  <:  ^> 

et  par  oonséquent 


.  ë^t 


^  dxdy 


Mais  on  a 


/d^Qf^Q^-^/ 


rf«^8z  +  co«i«, 


Ainsi  l'expression  précédente  peut  se  changer  en 


[ 
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'«(...!,j+<'*u„j-i^:'"(i'')w  ' 

-"^Wfc)+<'*w.«.)*i;"*(B)(vj 

Le  terme  suivant  contenant  R  subira  la  même  transfor- 
mation qoe  le  terme  ooatoaant  P  :  il  sujffît  de  changer  dans 
ce  dernier  cas  x  en  y. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  Téquaiion  qui  exprime  la 
<X)ndition  du  jaaximum  ou  minimum^  elle  deviendra 

r  "=»'*(..,ft)-""^'(.„,»j-"^\...,j+"*'(..,,j 

'  -yi;r'*[("-B-i+««-)=--^<^««-)»i+"«-]w 
+/ïr*[(''-s-f+'«-)^+'^«»-'»B+Hw 


=  0. 


Cette  ^^(ttatioa  doit  «ubaifiter  pour  toutes  los  valeurs  i^ui 
peuvent  étce  «ttcibuées  mux  Kariatoas  4es  ^ytoméiimée^  4es 
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points  intérieurs  ou  des  points  appartenant  aux  limites. 

510.  Nous  aurons  donc  en  premier  lieu  réquation  indé- 
finie 

qui  doit  être  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  des  coordon- 
nées comprises  entre  les  limites. 

511.  Nous  voyons  en  second  lieu  que  Ton  doit  poser 

en  sorte  que  si  les  variations  ^z  de  l'ordonnée  aux  quati« 
sommets  du  rectangle^  projection  de  la  surfisMse^  sont  arbi- 
traires, il  faudca  que  Q  soit  nulle  pour  les  valeurs  des  coor- 
données qui  appartiennent  à  ces  points. 
De  plus,  nous  avons  l'équation 

qui  doit  subsister  pour  toutes  les  valeurs  appartenant  aux 
points  situés  sur  les  limites  de  la  surface,  parallèles  aux  œz; 
et  enfin  l'équation 

qui  doit  subsister  pour  toutes  les  valeurs  appartenant  ^ux 
points  situés  sur  les  limites  parallèles  aux  yx.  Si  les  varia- 


lions  8^,  8  —,  8  --,  etc.,  sont  arbitraires,  chaque  terme  do 
ces  équations  doit  être  égalé  séparément  à  zéro. 

Des  cas  w  il  existe  des  relations  données  entre  les 
variables. 


512.  On  a  supposé  généralement  dans  ce  qui  précède 
qu'il  n'existait  point  de  relations  données  d'avance  entre  les 
quantités  qui  entrent  dans  l'expression  de  la  fonction  V.  Ce- 
pendant la  nature  de  la  question  établit  le  plus  souvent  des 
conditions  auxquelles  il  est  nécessaire  d'avoir  égard,  en 
même  temps  que  Ton  satisfait  à  la  condition  du  maximum 
ou  minimum  de  l'intégrale  définie  proposée.  L'effet  des  con- 
ditions dont  il  s'agit ,  est  de  restreindre  l'étendue  des  va- 
leurs qui  peuvent  être  attribuées  aux  variations  aiffectées  du 
signe  8. 

.SA,  par  exemple,  la  valeur  de  l'intégrale  définie  proposée 
dépend  de  la  figure  d'une  courbe,  il  peut  se  faire  que  les 
points  extrêmes  de  cette  courbe  soient  assujettis  à  se  trouver 
sur  deux  lignes  données,  ayant  pour  équations  f/=:(p(ar), 
y  =  «J;(j?).  Les  variations  Ix^  et  8y^  des  coordonnées  du  pre- 
mier point ,  et  les  variations  ^x^  et  ly^^  des  coordonnées  du 
dernier  point,  devront  alors  avoir  entre  elles  les  rapports 
convenables  pour  qu'elles  puissent  satisfaire  respectivement 
à  ces  équations.  On  aura  donc  ici 


dx 


équations  qui  devraient  subsister  en  même  temps  que  les 


équations  déterminées  obtenues  conformément  à  ce  qui  a  été 
dit  dans  les  n*  501  et  503. 

Si  de  plus  la  direction  de  la  tangente  aux  extrémités  de  la 
courbe  cherchée  devait  s'accorder  aussi  avec  la  direction  de 
la  tangente  des  courbes  ayant  pour  équations  y  =  cp(a?), 
y  =  ^(x)  y  on  aurait  encore  les  équations 

^'d^-"!^^''      ®  dx-     dx^      ^^• 

Et  ainsi  de  suite  pour  les  autres  fonctions  différentielles.  Au 
moyen  de  ces  èqwUions  de  condition,  on  éliminerait  une 
partie  des  variations  qui  se  trouveraient  dans  les  équations 
déterminées.  Après  cette  élimination,  les  variations  restant 
dans  ces  équations  se  trouvant  entièrement  arbitraires,  on 
égalerait  séparément  à  zéro  chacun  de  leurs  coefficients. 

513.  Il  existe  quelquefois  des  équations  de  condition  qui 
doivent  subsister  pour  toutes  les  valeurs  des  variables  com* 
prises  dans  les  limites  de  llntégrale  définie  proposée.  t>ap 
exemple,  si  Von  demande  de  tracer  sur  une  surface  donnée 
la  ligne  la  plus  courte  entre  deux  points  pris  sur  cette  sur- 
face, il  est  évident  qu'en  désignant  son  équation  par 

Tordonnée  de  la  ligpe  cherchée  doit  toujours  satisfaire  à 
cette  équation.  Dans  un  cas  semblable,  les  variations  des 
quantités  qui  entrent  dans  la  fonction  V  étant  restreintes  par 
la  condition  que  les  valeurs  de  ces  quantités  satis&ssent  à 
réquation  donnée,  cette  équation  doit  subsister  quand  on  y 
remplace  ces  quantités  par  leurs  valeurs  augmentées  de  ces 
variations.  On  peut  donc  différentier  Téquation  proposée  par 
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rapport  aux  quantités  dont  il  s'agit ,  en  marquant  les  diflé- 
rentielles  par  3.  Ainsi 

14=0, 

étant  en  général  une  équation  de  condition^  dans  laquelle 
L  désigne  une  fonction  quelconque  des  variables  indépen- 
dantes^ des  fonctions  dépendantes  de  ces  variables  et  de 
leurs  fonctions  dérivées^  on  formera  Téquation 

^  =  0, 

$  indiquant  une  différ^tiiition  effigotuée  par  rapport  à  toutes 
tes  quantités.  Cette  équation  servira  à  éliminer  une  des  va- 
riations qui  se  trouveront  dans  Téquation  indéfinie  que  Ton 
forme  en  égalant  à  zéro  le  terme  qui  reste  sous  le  signe  d'in- 
tégration dans  réquation  générale  exprimant  la  condition  du 
maximum  ou  minimum. 

Il  en  serait  de  même  s'il  existait  d'autres  équation^  ^  çqi(^^ 
dition 

11  =  0,        N=»0,        et©.. 

analogues  à  la  précédente.  On  formerait  également  les  équa- 
tions 

8M  =  0 ,        SN  =  0 ,        etc. , 

que  Ton  réunirait  à  Téquation  indéfinie  dont  on  vient  de  par- 
ler, afin  d'élimÎQ^r  autant  de  variations  qu'il  serait  posiiible. 
Les  coefficients  4e6  variations  restantes  §0Faient  ensuit^  éga- 
lés séparément  à  zéro. 

514.  Dans  d'autres  questions^  le  maximum  ou  minimum 
cherché  ne  doit  avoir  lieu  qu'autant  qu'une  certaine  inté- 
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grale  définie  conserve  une  valeur  déterminée.  C'est  ce  qu'on 
nonune  maximum  ou  minimum  relatif.  La  recherche  de  la 
courbe  qui,  avec  un  contour  donné,  renferme  l'aire  la  plus 
grande  ou  la  moindre  possible,  est  de  ce  genre.  Il  s'agit  donc 
de  rendre  l'intégrale 


J    ^0 


dx.Y 

0 


la  plus  grande  ou  la  moindre  possible,  en  même  temps  que 
l'on  a  l'équation 

/***  dx,J}:=canst., 

U  étant,  aussi  bien  que  V^  une  fonction  de  a;,  y.  ^ 

-T^,  etc.  Les  conditions  du  problème  donnent  les  deux 
équations 

^r^^  ito.V  =  o,       et       8 /^«  daî.D  =  o. 

Or,  l'expression  de  ces  conditions  ne  sera  pas  altérée  si  Ton 
ajoute  la  seconde  équation  à  la  première,  après  l'avoir 
multipliée  par  une  constante  arbitraire  a.  On  peut  donc 
écrire 

zJ^^^^dx.Y+ahjy^dx.V  =  0,    Qp    bJ^"  cte(V+aU)=o. 

On  traitera  cette  dernière  équation  d'après  les  règles  expo- 
sées ci-dessus,  comme  si  Ton  voulait  rendre  un  maximum 


-»1  - 

ou  UQ  iniiiiinuin  absolu  la  fonction 


r''(te(V  +  aU). 


En  effet,  h  relation  entre  ydz  qui  rendra  cette  fonction  un 
maximum  ou  un  minimum  absolu ,  satisfait  évidemment  à  la 

condition  de  rendre  /  '^dx.V  un  minimum  ou  maximum 

}Our  les  m  (à     ^dx,\]  prend  une  valeur  donnée;  car 

il  en  était  autrement,  il  y  aurait  des  valeurs  de  la  sonune 

'''^'*'rfjr.V+ar^"ite.U,c'e8t-à-direde  fx''dxiy+a\J), 

seraient  plus  grandes  ou  moindres  que  les  valeurs  données 
le  malimxm  ou  minimum  absolu^  ce  qui  est  impossible. 
onstanie  a  se  détermine  de  manière  à  donner  à  l'intégrale 

'^da.  U  la  valeur  que  Ton  a  fixée  dans  chaque  cas  par- 

vemplûi  de  PappUeaiion  du  eateul  dei  variaUom. 

On  se  proposera  en  premier  lieu  de  déterminer  la 
p7us  courte  qui  puisse  être  tracée  entre  deux  lignes 
données.  Les  coordonnées  de  la  ligne  cherchée  étant 
fes  par  x,  y,  x,  il  s'agit  donc  de  rendre  un  mini- 
nciion 

y:r--V'-(S)'*(è)' 

,  oPfo  étant  variables.  En  appliquant  k  cette  ex- 


pression  oe  qui  a  été  dit  dans  les  n**  505  et  507^  on 
d'abord  que  l'on  a  les  deux  équations  indéfinies 

^■(v'-(l'-(ë)v '■ 


cPob  résulte 


dz 

djR 


V-(i)"-(£)'' 


On  en  conclut  que  les  coefficients  diffiârentiels  ^^  -JL  doi- 

dx    dx 

vent  avoir  des  valeur*  constantes,  propriété  qui  n'»ppartient 

qu'à  la  ligne  droite.  Posant  donc 

on  aura 

pour  les  équations  de  la  ligne  cherchée,  6,  c,  m  et  n  étant 
des  constantes  arbitraires. 
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s  conditions  relatives  aux  limites,  Téquation 
>artenant  au  premier  point  de  la  ligne  cher- 


+(S)v(ë)-. 


je  dans  cette  équation  ^^q^B^^q,  $4^0  repré- 
vement  les  projections  sur  les  axes  des  x^ 
des  déplacements  qui  peuvent  être  attribués 
nt  de  celte  ligne.  Or,  d'après  la  supposition^ 
se  trouver  constamment  sur  la  première  des 
intre  lesquelles  la  ligne  de  plus  courte  dis- 
racée. Donc  les  variations  Ix^,  Sy^,  Ix^  peu- 
dées  comme  les  projections  sur  les  axes  de 
tte  courbe  voisin  du  premier  point  dont  il 
1  conclut  que  Téquation  précédente  exprime 
la  ligne  de  plus  courte  distance  doit  être  per- 
3t  élément. 

une  équation  pareille  pour  l'autre  extrémité 
*chée.  La  ligne  la  plus  courte  est  donc  une 
ulaire  aux  deux  courbes  entre  lesquelles  elle 

ût  conduit  à  un  résultat  semblable  si  la  ligne 
istance  devait  être  menée  entre  deux  surfaces 
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courbes  données.  Les  variations  ^o'^Va^^'o  ^^  l'équation 
précédente  devraient  être  alors  regardées  comme  exprimant 
les  projections  sur  les  axes  d'un  élément  linéaire  quelconque 
tracé  à  partir  du  premier  point  de  cette  ligne  sur  la  surface 
courbe.  Cette  équation  exprimerait  donc  que  la  ligne  de  plus 
courte  distance  doit  être  perpendiculaire  à  la  surface. 

Il  en  serait  encore  de  même  si  la  ligne  de  plus  courte  dis- 
tance devait  être  tracée  entre  une  courbe  et  une  surface 
courbe  donnée.  Elle  devrait  toujours  rencontrer  l'une  et 
l'autre  à  angle  droit. 

516.  Admettons  maintenant  que  la  ligne  la  plus  courte 
doit  être  tracée  sur  une  surface  donnée.  Uintégrale  qu'il 
s'agit  de  rendre  un  minimum  étant  toujours 

II:  -•sAWW- 

il  faut;  cx)nformément  au  n*"  507,  poser  d'abord f  en  écrivant 

pour  abréger  W  au  lieu  dey  14  (^V  +  (^)  l'équation 
indéfinie 

et  se  souvenir  que  x,  y,  z  devant  satisfaire  à  Téquation  de 
la  surfocCi  que  nous  représentons  par 

les  variations  ^y^ylz  sont  liées  entre  elles  par  l'équation 
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ic  au  lieu  de  oz  cette  valeur  dans  l'équation 
uis  on  égalera  séparément  à  zéro  les  coeffi- 
ojs^  qui  restent  indéterminées^  ainsi  il  viendra 


yv  dx)'^dy^dx\W  dx)* 


dx\yf  dx)  ■*■  W     25/  •  dx\yf  dxj' 

bée  étant  tracée  sur  la  surface  dont  Téquation 
),  les  éléments  dx^dy*  dz  des  eoordonnées 
cette  ligne  doivent  satisfaire  à  cette  équation , 
l'on  a 


àz_dF     dF  dy 
dx~^  dx     dy  dx' 


ibstituée  dans  la  seconde  des  deux  équations 
nd  identique  avec  la  première,  ainsi  que  cela 

re  équation  détermine  la  nature  de  la  ligne 
distance  qui  est  l'objet  de  la  question  :  elle 
propriété  géométrique  qui  consiste  en  ce  que 

ateur  est  constamment  perpendiculaire  à  la 

uelle  cette  ligne  est  tracée. 

on  se  rappelle  l'équation  du  pian  osailateur, 
32 ,  et  l'équation  du  plan  tangent  à  la  surface 


—  »6  — 

dont  l'équation  est  z  =  F{x,  i/j,  donnée  au  n*  317 ,  on  en 
conclura  facilement  que  la  condition  nécessaire  pour  qae  ces 
deux  plans  soient  perpendicidaires  Tun  à  l'autre  est,  par  le 
no  215, 

dx'- 

d? 
en  éliminant  —  au  moyen  de  Téquation 

dx'^  dx     dy  di^ 
elle  devient 

{dz^dF  dy\/dz  d*y _dy  d^      dF  d}z,d^_  ^ 
\dx     Hy  dx)  \dx  dx^      dx  dx*)  "*"  dy  dx«  "^  «te*  ~  "  ♦ 


ou  bien 


^  ^{dzy^y 
dx^ 


.(dz\*^^dy  dz  â>z 
\dx)  dx^     dxéxda^ 


iAt'rd}z      /dyyd^z      dy  dz  d'yl 
^  -^'fldx^^ydx)  dx^      dx  dx  dx*]"^' 


dFï 
dy\ 


résultai  identique  avec  Téquation 

dx\W  dx)^  dy'  dx\W  dx)"^^* 

ainsi  qu'on  peut  le  vérifier  en  effectuant  dans  cette  deroière 
les  différentiations  indiquées. 

Les  conditions  relatives  aux  limites  se  déduiront^  comme 
dans  le  n*^  515,  en  considérant  d'abord  le  premier  point  de 


—  «7  — 

l'équation  déterminée 


0  =  aa:o-f^^8y,+  ^^ 


^^■^■^^^■^rfï""^- 


ier  point  est  donné  de  position  sur  la  surface , 
est  satisfaite,  )>ui^tte  Ton  a  alors  ^Xq=0, 
:0.  Mai3  si  la  ligne  de  plus  courte  distance 
ine  ligne  courbe  donnée  tracée  sur  la  surface, 
>^o^  ^Vof  ^^0^  expriment  alors  les  projections 
les  27,  des  y  et  des  ;r,  de  l'élément  de  cette 
et  par  conséquent,  l'équation  précédente 
ligne  de  plus  courte  distance  doit  être  perpen- 
élément. 

lit  un  résultât  asialogue  pour  Pextrémiié  q)po- 
çne  la  plus  courte  doit  couper  à  angles  droits 
Bs  entre  lesqudles  elle  est  tracée. 

[lerche  de  la  surface  dont  l'aire  est  un  mini- 
problème  analogue  au  précédent.  Nous  siyppo- 
te  surface  doit  se  terminer  à  un  contour  dé- 
i  projection  sur  le  plan  des  :r,  y  est  donnée. 
1  s'agit  de  rendre  un  maximum  est  ici 

)pliquer  les  notions  exposées  dans  les  n~  508 
us  aurons  donc,  conformément  au  n"*  51  i^. 
inie 


dz 
dx 


*9' 


m-^tf^' 


dx 


c'est-à-dire^  en  effectuant  les  différentiations  indiquées^ 

l\dy)  ■*■  Jete»        dx  dy  dxdy'^\\^)  ^^\d^r 

Cette  équation  aux  différences  partielles  du  second  ordre 
appartient  à  la  surface  demandée.  Les  fonctions  arbitraires 
qui  entreront  dans  son  intégrale  devraient  être  détermiaées 
de  manière  à  faire  passer  la  surface  par  le  contour  donné. 
Lorsque  ce  contour  est  fixé,  les  équations  déterminées  rela- 
tives aux  limites  de  Tintégrale  sont  vérifiées  d'avance,  et  ne 
donnent  lieu  à  aucune  condition  particulière. 

518.  Considérons  encore  le  plus  simple  des  problèmes 
connus  sous  le  nom*d'Isopérimètres,  dont  l'objet  consiste 
à  déterminer  la  figure  de  la  coiu'be  qui,  sôus  un  contour 
donnée  comprend  la  plus  grande  aire  possible.  Il  s'agit  de 
rendj*e  un  maximum  la  valeur  de  l'intégrale  définie 


/: 


dx.y. 


tandis  que  l'intégrale 
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aleup  déterminée.  Cette  question  se  résout , 
i  ce  qui  a  été  dit  n**  514,  en  déterminant  les 
aximum  absolu  de  la  fonction 

nombre  indéterminé.  Nous  supposerons  les 
,  invariables.  En  appliquant  donc  les  notions 
►  et  suivants,  Téquation  indéfinie  du  n°  50i , 


dy 

_  - ci  I  dx 

dx 


v^<m 


în  intégrant  une  première  fois, 
dy 

'^      :  =  o.  ou  ay=-^^^, 

Jnt f^ «\2  » 


'^-m' 


\/a'—{x—a)*  ' 
tante  arbitraire;  et  en  intégrant  une  seconde 


'-(*-«)',       ou       («-«;•+ (y_6)«  =  a', 

ie  constante  arbitraire.  Ainsi  le  cercle  résout 
lestion  proposée.  La  position  du  centre  et  le 
Stre  déterminés  de  manière  à  faire  passer  la 
ir  deux  points  donnés,  et  à  donner  à  l'arc 
s  points  une  valeur  déterminée. 

14 


519.  Nous  traiterons  enfin  la  question  de  la  brachysto- 
chrônô,  ou  courbe  de  la  plus  vite  descente,  en  supposant 
que  la  vitesse  initiale  du  mobile  soumis  à  l'action  de  la  gra- 
vité est  nulle,  et  qu'il  doit  passer  dans  le  moindre  temps 
possible  d'un  point  quelconque  d'une  courbe  donnée  à  un 
point  quelconque  d'une  autre  courbe  également  donnée. 
L'axe  des  x  étant  supposé  vertical,  la  fonction  qu'il  s'agit  de 
rendce  uq  minimum  est 


x^  et  x^  représentant  les  abscisses  des  points  extrêmes  de  la 
courbe  décrite.  Ces  abscisses  étant  variables,  on  doit  opérer 
ici  conformément  à  ce  qui  a  été  dit  dans  les  n«'  505  et  507. 
Il  faut  remarquer  de  plus  que  la  quantité  x^  entre  dans  la 
fonction  qui  se  trouve  sous  le  signe  j.  Nous  avons,  en  com- 
parant aux  formules  des  numéros  cités  : 


V  X  —  Xq 


dx 
N  =  0,  P 


^.V-(2^(S)'' 


dz 
dx 


Les  équations  indéfinies  qui  doivent  subsiiter  pour  tous  les 
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ne  cherchée  sont 


lit 


dx 


=  C, 


S  constantes.  Ces  équations  donnent 

lut  en  premier  lieu  que  la  projection  de  la 
^e  sur  le  plan  horizontal  des  yz  est  une  ligne 
conséquent  que  cette  courbe  est  contenue  dans 
l. 

aître  la  nature  de  la  courbe  dont  il  s'agit^  on 
que  le  plan  vertical  des  x\^  se  confond  avec 
lel  elle  est  placée.  Son  équation  différentielle 
s  à 

dx  .^ 


v^^Vi+©' 


-  iiî  — 


équation  qui  appartient  à  une  cycloîde  dont  la  base  est  une 
ligne  horizontale  passant  par  le  point  de  départ  du  mobile. 
Le  diamètre  du  cercle  générateur  est  représenté  par  la  oon* 

i 
stante  ^.  On  voit  que  le  premier  élément  de  la  courbe  de 

la  plus  vite  descente  sera  toujours  vertical. 

A  l'égard  des  conditions  relatives  aux  limites  de  l'inté- 
grale^ réquation  déterminée  donnée  par  les  termes  qui  ne 
sont  point  sous  le  signe  d'intégration^  est  ici 


=  0; 


et  l'on  a 


sj^^ti^m 


2{a?— «o)' 


On  trouvera  la  valeur  de  l'intégrale    /    ^  dr.t&en  remar- 
quant que  la  différentielle  complète  de  la  fonction  V  est 
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ci-^essos  que  les  fonctions  P  et  p  devaient  être 
ns  toute  rétendue  de  la  courbe.  On  peut  donc 
(o  au  lieu  de  P  et  p^  ce  qui  donne 

en  intégrant 

-v_v  +p  (^^^yA-^v  (^-^^\ 

-Vo    v^  +  i'co^^^      dx)^^^\dx      dx)' 

3tte  valeur  dans  l'équation  déterminée  précé- 
arquant  que  Po=P^^  et  p^=:pta,  on  trouve 


01 

OJ 


=  0, 
içant  Vu),  Pu  et  Pb>  par  leurs  valeurs, 

des  coordonnées  des  deux  points  extrêmes 
étant  respectivement  indépendantes  Tune  de 
iquation  se  partage  dans  Içs  deux  suivantes 


—  2U  — 

qui  indiquenot  évidemment  que  le  dernier  élément  de  la 
courbe  cherchée  doit  être  perpendiculairo  à  la  fois  aux  tan- 
gentes menées  aux  deux  courbes  données  dans  les  pointa  de 
départ  et  d'arrivée  du  mobile.  Il  en  résulte  que  si  les  deux 
courbes  étaient  données  dans  un  même  plan  vertical ,  leurs 
tangentes  menées  aux  points  extrêmes  de  la  brachystochrône 
devraient  être  parallèles  entre  elles. 

Ainsi  la  courbe  demandée  est  une  portion  de  cycloïde  dont 
la  base  est  horizontale  et  dont  l'origine  est  au  point  de  départ 
du  mobile.  Elle  coupe  à  angle  droit  la  courbe  d'arrivée^  et 
l'origine  est  tellement  placée  sur  la  courbe  de  départ^  que 
la  tangente  menée  par  cette  origine  à  cette  courbe  est  per- 
pendiculaire à  la  tangente  menée  à  l'extrémité  inférieure  de 
la  portion  oycloïdale. 

XL.  CkXAXh  DBS  DtmaBNCBs  fnaiBÈ. 

520.  Le  caractère  de  l'analyse  différentielle  ^  et  ce  qui  la 
distingue  de  l'analyse  ordinaire,  ou  de  Tanalyse  algébrique, 
consiste  en  ce  qu'on  y  regarde  les  quantités  comme  va- 
riables, et  que  l'on  considère  à  la  fois  la  succession  infinie 
des  valeurs  qui  peuvent  leur  être  attribuées }  tandis  que  dans 
l'analyse  algébrique  on  regarde  toujours  les  quantités  comme 
ayant  des  valeurs  déterminées  connues  ou  inconnues.  Dans 
le  calcul  différentiel  proprement  dît,  les  valeurs  successives 
des  quantités  sont  censées  se  succéder  d'une  manière  conti- 
nue, et  par  intervalles  infiniment  petits,  c'est-à-dire  plus 
petits  que  toute  grandeur  donnée.  L'objet  principal  de  ce 
calcul  consiste  dans  la  recherche  des  rapports  qui  existent 
entre  les  variations  correspondantes  des  variables  et  des 
fonctions  dépendantes  de  ces  variables,  rapports  qui  don- 
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à  de  nouvelles  fonctions  dont  la  considéra- 
aire  dans  les  applications  principales  des  ma- 
IX  arts  et  à  la  philosophie  naturelle.  Dans  le 
érences,  les  quantités  sont  supposées  varier 
;  déterminés  et  d'une  grandeur  finie.  Cette 
alyse  considère  d'ailleurs^  aussi  bien  que  le 
tiel,  les  relations  qui  existent  entre  les  va- 
ariables  et  celles  des  fonctions  qui  en  dé- 
ni des  différences  finies  est  fondé  sur  un  algo-  • 
ut  d'abord  faire  connaître.  Sott  u  une  fonction 
une  ou  de  plusieurs  variables  indépendantes 
L.a  composition  de  la  fonction  u  est  donnée^  et 
[es  variables  indépendantes  comme  pouvant 
ssivement  plusieurs  valeurs  déterminées  x^y 
i, «1, «1  ) ©tc.î  jp„  y„ «„ etc.;  a?,, y„  z^y  etc.; 
[te.  Lé  plus  ordinairement  ceê  variables  sont 
ier  par  différences  constantes,  et  quelquelbis 
s  égaux  "à  Tunité.  La  loi  de  cette  variation, 
puisse  être,  est  supposée  donnée.  En  vertu 
dont  il  s'agit,  la  fonction  u  prendra  égale- 
3  de  valeurs  déterminées,  que  nous  représen- 


»    "if   «J»   Ws»   W4, Mn-i,   Uni 

>ns  comme  dans  Tarticle  VI, 
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«.^1 


Wi  — tto  =  ^«o 
tt^  — ii3  =  Awj 


M„  — «„-,=  Am„_i 


Attn  — Att^j  =  A«tt^_, 


etc. 


On  voit  que  le  signe  A  indique  la  différence  entre  la  valeur 
actuelle  de  la  quantité  affectée  de  ce  signe,  et  la  valeur  que 
reçoit  cette  quantité  par  Teffet  d'un  changement  fini,  attri- 
bué aux  valeurs  des  variables  dont  elle  dépend.  Au  est  la 
différence  de  la  fonction  u^.  On  représente  par  aau  ,  ou 
A«Uo,  la  différence  de  Au^,  ou  la  différence  seconde  de  la 
fonction  u^.  On  représente  également  par  aa'u^,  ou  a»u  ,  la 
différence  de  A^u^,  ou  la  différence  troisième  de  la  fonc- 
tion Uq.  Et  ainsi  de  suite.  Il  existe  entre  les  valeurs  succes- 
sives d'une  fonction  et  ses  différences  de  divers  ordres  des 
relations  générales,  et  tout  à  fait  indépendantes  de  la  nature 
de  cette  fonction  et  de  la  loi  de  sa  variation. 

522.  En  effet,  on  trouve  par  de  simples  substitutions, 
comme  on  Ta  vu  dans  l'article  X, 

«i  =  tto+   Am^ 

m,  =  Wo  +  2Amo+   A«tto 

M,  =  Mo  +  3Awo  +  3A»tio+   AX 

«4  =  Mo  +  iiAtto  +  &A»Mo  +  4A»Mo  -f  A*tio 


«.  =«„  +  nA«,+  !<^)AX  +  "^"-i;-'^^X+...  +  Ax; 
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1  peut  s'écrire  d'une  manière  abrégée 

mt  de  changer^  après  le  développement  de  la  puis- 
iquée  ,  (^u^^)*"  en  A^u^. 

>n  trouve  également^  par  des  substitutions  succes- 

û.«iio  =  a, — 2tii+  «0 
^»M^  =  M,  — 3m,  +  3«Ii—  «0 


3  formule  peut  s'écrire 

observant  de  changer,  après  le  développement^  u**  en  ti^. 
e  peut  servir  à  trouver  directement  les  différences  d'un 
are  quelconque  d'une  fonction  proposée^  au  moyen  d'un 
ittain  nombre  de  valeurs  successives  de  cette  fonction.  Le 
ombre  des  valeurs  qu'il  est  nécessaire  de  connaître  est  égal 
.  Vordre  de  la  différence  cherchée. 

5^4.  On  indique  par  le  signe  £  une  opération  inverse  de 
celle  qui  est  indiquée  par  le  signe  A.  Ainsi  Su^  représente  la 
quantité  dont  la  différence  est  u^.  Nous  écrirons  donc ,  en 
continuant  le  tableau  précédent  vers  la  gauche  ^ 
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etc.. 


Z*Un+i—Zhln—^Un 

2tiM.i-2:ti«=u^ 

«» 

«^+1 

d'où  ToD  déduit 


Sii,  =  2Mo  +  tto  +  tti 

2w^=:  Il/ç  4.  tl^  4-  iij  +  tl,  4-  t£j 

Sm„  =  SMo  +  Mo  +  Ml  +  «8  +  «3  + +«n-i. 


On  voit  que  Sw^,  ou  Tintégrale  finie  de  u^,  c'est-à-dire  la 
quantité  dont  la  différence  est  u^,  se  forme  de  l'addition 
des  n  valeurs  de  la  fonction  u  qui  précèdent  la  valeur  u. , 
et  d'une  quantité  Su^  qu'il  faut  regarder  ici  en  géaéral 
conime  une  constante  arbitraire.  En  effet,  supposant  u  don- 
née, et  par  conséquent  w^,  t*,,  u,,  w^,  etc.,  on  n'a  assu- 
jetti, en  écrivant  les  équations  précédentes,  les  quantités 
£u  et  Stio  à  aucune  autre  condition,  si  ce  n'est  celle  d'avoir 
pour  différence  u^.  Donc  Tune  de  ces  quantités  est  une  con- 
stante arbitraire. 
On  déduit  également  des  équations  précédentes  : 


^*ttn  =  2:«Mo  +  2mo  +  S«,  +  2m,  4-  2«,+ +2m„.,  ; 


^Hi4  =  SX  +  SX  +  2;«ttj  +  S«u,  +  S«ii, 


SHin =SX+  SX+  S'tti+  2X+  SX+...  +  SX-,  ; 
ainsi  de  suite.  On  a  en  général 

n  doit  remarquer  que  dans  la  valeur  de  s'w^,  il  entre  deux 
oT^slantes  arbitraires,  qui  sont  S'ti^  et  Sw^.  Dans  la  valeur 
le  S't*nJ  ^^  ®"*^®  explicitement  les  deux  arbitraires  SV^  et 
Z'^Uf^y  et  implicitement  Tarbitraire  Sm^  qui  est  comprise  dans 
S'Uj  9  S*Ujj  etc.,  et  ainsi  de  suite.  Enfin  dans  la  valeur  de 
SH^n>  ^^  ^^^^  explicitement  les  deux  arbitraires  S'u^  et 
îl*'*t*o,  et  impMteraent  les  t  —  2  arbitraires  S'^X»  ^'"'«♦o» 

2<-*Uo, ^•*o  qui  sont  comprises  dans  £'"*«!,  S'"X» 

^i-ïtiij,  etc.;  en  sorte  que  l'intégrale  ^X  comprend  tou- 
jours i  constantes  arbitrairesi 


—  MO  — 

5^.).  Nous  de^'ons  remarquer  d'ailleurs  qu'il  n'est  pas  tou- 
jours indispensable  qne  dans  l'intégrale 

S««  =  2tto  +  tto  +  «i  +  tt,  +  tta  + +«— i. 

la  quantité  désignée  par  £11^,  qui  la  complète,  soit  une  con- 
stante. On  pourrait  prendre  pour  cette  quantité  une  fonction 
quelconque  des  variables  qui  entrent  dans  la  fonction  u« 
pourvu  que  la  fonction  dont  il  s'agit  eût  la  propriété  de  ne 
point  changer  de  valeur  lorsque  ces  variables  prendraient 
leurs  valeurs  successives.  On  sait  qu'il  existe  plusieurs  fonc- 
tions trigonométriques  qui  présentent  cette  propriété  quand 
on  feit  varier  les  variables  par  différences  constantes. 

DifféreniiatUm  ée$  fonciiont. 

5^.  Soit  u  une  fonction  contenant  une  seule  variable  or. 
Différentier  la  fonction  u,  c'est  chercher  la  valeur  de  l'ac- 
croissement ^u  que  reçoit  cette  fonction  lorsque  la  variable 
X  devient  a?  -f  Ax.  Ainsi  de  l'équation 

u^fixh 

nous  concluons  en  général 

^u  =  f{X'\^^x)^f{x). 

Si  la  fonction  u  contient  plusieurs  variables  indépendantes 
x,yyZ,  etc.,  cette  fonction  peut  être  différentiée  séparé- 
ment par  rapport  à  chacune  des  variables.  Posant 

u  =  fix,y,z,  etc.). 
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ences  sont  exprimées  séparément  par 

^  Aa?  =  f{pG  +  Aa;,  y,  z,  etc.,)— ^(o?,  y,  c,  etc.), 

^  ^y  =  f  (^.  !/  +  Ay.  ^»  etc.,)  -- /(a?,  y,  z,  etc.), 

-^  ^^  =  f  (a:,  y,  z  +  iîu,  etc.,)  —  ^(a?,  y,  z,  etc.), 
etc. 
ercncc  totale  est 

.u  rt=  f (x  +  ^,  y  +  Ay,  z  +  A^:,  etc.) —/'(a?,  y,  z,  etc.). 

différence  totale  n'est  pas,  en  général,  égale  à  la 
ne  des  différences  partielles.  Elle  le  serait  si  la  fonction 
y,  js^etc)  était  une  sonmie  de  fonctions  séparément 
âves  aux  diverses  variables  a?,  y,  js,  etc. 

^T.  Considérons  en  premier  lieu  les  fonctions  ration - 
i<îs  et  entières  d'une  seule  variable  ar.  Elles  sont  compo- 
s  de  termes  de  la  forme  koi"  y  A  et  fc  étant  des  constantes  : 
recherche  de  leurs  différences  se  réduit  à  trouver  celles  de 
quantité  x'. 
^ous  avons  généralement 


)U  bien 


A.  a?*  =  (a?  +  ^)*  — «*  » 


Si  la  différeDoe  Ax  e^  supposée  eonsUnle,  on  oblieait  fa 

lement  l*exprps&ioQ  génénile  de  la  difierence  d'un  ordre  quel- 
conque de  la  foDctioo  proposée.  En  effet,  oo  a  alors 

M,  =  {x  +  2Xr*, 
14=  j  +  aXr/, 
.     etc. 

et  la  formule  du  n»  523  donne 

A-.a:*  =  (x  +  jiAj:/— ji[x  +  (»— i;ixl* 

OU  en  déf  eloppant  et  ordonnant  par  rapport  aox  puissances 
de  Ai;, 


A-.x*  = 


['-"i 


n^,in-l) 


1.2 


•>* 


L+  etc., 

expression  dont  la  loi  est  évidente. 

5i8.  Nous  remarquerons  d'ailleurs  :  1°  que  le  terme  affecté 
de  x'  est  nul,  quel  que  soit  le  nombre  entier  n,  comnie  on 
peut  le  vérifier;  2*  que  la  quantité 
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iment  nulle  ^  tant  que  t  est  plus  petit  que  n,  ce  que 
t  également  vérifier,  et  ce  qui  doit  être,  puisque  Tex- 
A  A^.rr'  ne  peut  pas  contenir  de  puissances  de  Aj;  in- 
s  h  la  puissance  n;  3^  enfin  que  l'on  a  toujours 


-3 n=n*— n(n~l)»+ 5^^^  (n— 2)-— etc.. 


lO  on  peut  s'«n  assurer.  Nous  écrirons  donc  simple- 
y  au  lieu  de  l'expression  précédente  : 

k{k  —  1)  (/c~2) {k^n  +  i)x^^J?' 

k(fe-i)(/c^2) ik-n)r 

i.2.3 (n  +  l)       L        -^("-*r 

+  *^^^^-  (n  —  2)»+«  — la;*-n-«Ax»+» 

fc(fc>-l)(fe~2)...[fe-^(n  +  2)]r 
^  1.2.3 (11  +  3)  L  ^^     ^^ 

L+  etc. 

On  peut  remarquer  que  dans  le  cas  où  l'exposant  A;  est  un 
nombre  entier  et  positif  :  1**  la  valeur  de  la  différence  de 
Tordre  k  de  la  fonction  x^  se  réduit  à  une  constante  dont 
Vexpression  est  » 

l^«*c=fc(/E— l){fe— 2)(fc  — 3) 3.2.1Aa?*; 
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.2°  Texpression  précédente  de  A".x*  se  termine  alors  par  un 
dernier  terme  qui  est 

|^„*_n(n-l)*  +  îî^^=i^(n~2)*~ ]Aj;*. 

Ces  résultats  donna^ont  les  différences  d'un  ordre  quel- 
conque de  toutes  les  fonctions  de  la  forme 

Ax*  +  Rr^  4-  Cx"^  +  etc. 

Parmi  les  fonctions  rationnelles  entières  on  distingue^  à 
raison  de  la  simplicité  de  l'expression  de  leurs  différences, 
lés  produits  de  facteurs  équi-différents,  tels  que  la  fonction 

u={a  +  x){a  +  a;  +  ^){a  +  a?  -f  SAjj) [a  -\-x  +  (fc—  1)A^]. 

On  trouve  facilement 

A*»tt=[a  +  a;  +  nAa:]la  +  a;4-(n—l)Aa;] [a+a;  +  (fc— l)Aar] 

X  /f(/c-lXfe~2) (fc-n-fl).  A^. 

529.  Quant  aux  fonctions  rationnelles  fractionnaires  on  en 
obtient  les  différences  en  les  décomposant  en  (raclions  sim- 
ples par  les  méthodes  connues.  L'expression  de  la  différence 
se  simplifie  lorsque  le  numérateur  est  une  constante  et  le  dé- 
nominateur un  produit  de  &cteurs  équi-différents.  Soit 

y_ A ___^ 

(a+aj)(a+a;+^}(a  +  a;  +  2iXr). [a  +  a?  +  (fc— IjG]* 

on  a 

1-U_-  ±A«fc(fc  +  i)(/c  +  2)..* (fc  +  n-ij.Aa;-^ 

(a+a;)(a+a;+Ax)(a  +  a;  +  2Aj:) la  +  a;i-(A:  +  n— l)!^^]'- 
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;  +  ou  —  ont  lieu  respectivement  lorsque  n  est 
npair. 

ious  considérerons  maintenant  les  fonctions  trans- 
s.  Soit 

tt  =  log.aî: 

rons 

^u=  loe.(aî  +  Aa?)  — log.x  =  log.  (i  +  ^j; 
développant 

^rtix      1/Aa;\«     i/Aa?\8     l/M*  .     ,    T 

A  différence  ^x  est  supposée  constante^  on  a 
tti  =  log.(j;  +  Aa?)  =  log.  U  +  —  j  +  log.aj, 
u,  =  log.(a;  +  2Aa?)  =  log.  fi  +  ^ j  +  log.a? , 

t«,  =  log.(a?  +  aVa?)  =  log.  (l  +  ^\  +  loga . 
etc. 

^  développant  ces  expressions  et  les  substituant  dans  les 
f mules  du  n'  523,  on  trouvera 

"«-"[ï-l(f)'-Kï)'-^]' 

">*""[    -(t)'+»(Ï)-"«-} 

etc. 
2«  wartE.  —  .  15 


M  eft  le  modale  lu0ttrithinkiiie»  c^est-à-dire  le  nombfe  par 
lequel  il  faut  multiplier  les  logarithnies  h3^peitiolk|ue8  pour 
avoir  ceux  du  systèoie  de  logarithmes  dans  lequel  on  c^al- 
cole. 

531.  La  fonction  exponentidle  a*  donne^  en  supposant 
toujours  la  différence  àx  constante. 


À»a«  =  o«((i^— 1)\ 


532.  A  regard  des  fonctions  trigonométriques,  en  par- 
tant des  formules  connues 

8in.A  — sin.B  ~  2sln.^(A  — B)  .COS.  |(A  +  B) , 
C06.A  — co&Bs::  — 2sin.g(A*B).sbU|(A  +  B}, 
on  trouve 
Aslli.d9=>ftbL((B  +  M^0ll^^^9t^n*Q^*CO&s(3sl'  -(-  Aa;)i 
Acos.aî=co8,(j;  +  Aa?)— coaa?=— 2Bin.2^.sin.^(2ap  4- Aa:); 
puis 
A«8in.«  s=  2Biû. 2  Aajfcos. ^ (1»  +  3Aa?)— cos.  =  (2aî  -f-  Aa?)"| 
= -^  Asin.*g  Aa; .  sln.(aî  +  Ao?). 
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£t  en  continuant  de  la  môme  manière^  on  parvient  aux  for- 
mules générales 

A«- sin.«  =  ±  2*»  sln.**  I  Aa? .  aln.  I  (2aî  +  2nAiF) 

Les  ngnet  +  ou  -^  (mt  lieu  respectivement  étà^tnA  que  le 
nombre  n  e«t  pair  ou  impair. 

La  différence  de  l^ordre  n  de  la  fonction  sin.  x  s'exprime 
d'une  manière  encore  plus  simple  au  moyen  des  différences 
des  ordres  n  — 1  et  n— 2.  On  obtient  en  effet  l'expres- 
sion 

A»  sin.aî = — 2«  sin.*  I  Aaj(A*-»  sin.«  +  A*-»  siaa;) , 

qui  se  déduit  des  précédentes. 

533.  On  pourra  toujours,  d'après  ce  qpx  précède,  et  con- 
formément à  ce  qu'on  a  vu  n**  5^,  obtenir  les  différences 
partielles  ou  totales  des  fonctions  de  plusieurs  variables. 

Soit  par  exemple  la  fonction 

on  trouve  y  en  supposant  àx  constante 

Aa s=  (a? -f.  Aap)A y  +  Aa;.y 
A«u  =  (»  +  2Aaî)A*y  +  SAoî.  Ay 
A'ù  =  (a;  +  2Aa;)A'y  -{-SÙLX.^y 
ete» 


I 

Soit  eoeoie  h  fDDdkn 


X 

«  =  -: 


OD  aim 


534.  Les  diflërenoes  totales  des  fonctions  de  plosieurs 
riabies  s'expriment  au  moyen  de  leurs  différences  partiales  ^ 
par  des  formules  remarquâmes.  Soit  u  une  fonction  des  ileiix 
▼ariables  x,  y,  dont  nous  supposons  les  différraices  Ax  ei  Ay 
constantes.  On  a 

expression  qui  peut  s'écrire 
Et  Ton  trouvera 

^'«=[(^+s^)(*+4^«')-*ï« 


On  obtient  des  formules  analogues  lorsque  la  fonction  pro- 


posée  contient  un  plus  grand  nombre  de  variables.  Si  u  con- 
tient les  trois  variables  x^y^Zy  on  a  également 

et  ainsi  de  suite. 

Intégraiùm  des  fimeUons. 

535.  Soit  en  premier  lieu  la  fonction  x^.  En  écrivant 
m  -f-  i  au  lieu  de  h  dans  la  formule  du  n^  527^  elle  devient 

et  donne^  en  prenant  ^intégrale  de  chaque  membre , 
d'où  l'on  déduit 

Si  l'on  fait  successivement  dans  cette  formule  m  =  0, 
z=.i,  =2>  etc.,  on  trouvera 
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Za!»  = 

=  55 

!;*•  = 

~2Aa! 

1 

-2* 

z*«  = 

a!» 

-\^-ï 

xia; 

2*»  = 

a!» 

>-? 

j^Aa? 

5Aa;      2      ^3  30^     ^ 

etc. 

Chacune  de  ces  intégrales  doit  être  complétée  par  une  con- 
stante arbitraire.  Cette  constante  se  détermine  lorsqu'on  fixe 
en  même  temps  le  premier  terme  de  la  série  des  quantités 
x^,  x^y  a?„ ou  «0,  J?o+Aa?,  x^^r^Lx,  etc.;  et  le  pre- 
mier terme  de  la  série  des  quantités  Sj^q,  £Xj,  Sj;,,  etc. 

Ces  résultats  donneront  les  intégrales  de  toutes  les  fono* 
tiens  algébriques  rationnelles  et  entières^  l'incrément  Ao? 
étant  supposé  constant. 

536.  On  a,  d'après  le  n"*  528^  en  écrivant  m  au  lieu 
de  Jk— 1, 

A  j(a+a?)(a  +  a;  +  tkx){a  +  a?  +  2Ajî) {a-^-x^f.  vn^x) }  =-. 

(a  -ha;  +  ^){a  +  aî-h  2Aa?) (a  +  x-\'Whx).{m  +  l)Âa?  ; 

et  par  conséquent  en  intégrant  de  part  et  d'autre^ 

S  j  (a+  aï  +  Aa;)(a  +«  +  2Aaî) {aA^x-ic  mAa?)}  = 

j—-^^^^  [a'\-x^'ViC^)^const. 
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537.  On  a  également,  d'aprèa  le  n' 


«•1 


\(a  +  x){a  +  x  +  ù^){a-^x-\-  2AaO la  +  »  +(w—  i)^]  ] 

—  AmAa? 

""  (a  4-  aj)(a  +  a?  -f  Aa?)(a  +  a?  +  2Aa;) (a  +  a?  +  ?n^)' 

et  par  conséquent 

^L(a  +  a?)(a  +  a?4-^)(a  +  aî  +  2Aa;) (a  +  â^+TfiA^l^J 

538.  (.'équation 
du  n""  531  donne 

C  étant  la  constante  arbitraire,  d'où  l'on  passe  Ëtdle- 
ment  à 

Sta»=_.£— .  +  20 

£8a»-= ?! —  +  s«C 


(a^— ir 

Quant  aux  expressions  LC,  S'C, r*^C,  il  faut  remarquer 

que,  d'après  le  n»  535,  ïic»;=Sl  =— .  DoncïC=  — +C, 
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G  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire.  Les  formules  du 

^    même  numéro  donneront  également  les  expressions  £*€, 

£'G,etc.;  et  l'on  voit  que  l'intégrale  SV  contiendra  n 

constantes  arbitraires,  conformément  à  ce  qui  a  été   dit 

539.  Â  regard  des  fonctions  circulaires,  réquation 

Àcos.a7  =  — 2sin.^Aa;.sin.^a;  +  s^) 
du  n*  532  donne 

sin.(2;+ô^J  = 4 — t  et  8Ui.x= ^— j i-i 


Ssin.^^  2sin*K^^ 


d'où  y  en  intégrant 


ces. 
Ssln.aî= 


-^ — 3 ^  +  cansU 


2sin.^Aa7 


On  déduira  de  la  même  manière  de  Téquation 

À  sin.  a;  =  2  sin.  ^  ^  •  COS.  f  a;  +  ô  ^  ) 
du  même  numéro , 

sin.  (  x—  s  ^  ) 
r  =  — >^ é. — L. 


2sin.  ^Ao; 


On  peut  y  au  moyen  de  ces  formules^  intégrer  les  fonc- 
tions composées  de  termes  de  la  forme  sin.^^x.cos.^a;,  lorsque 
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m  et  n  sont  des  nombres  entiers  et  positifs.  En  effet ,  ces 
fonctions  peuvent  être  transformées  en  une  suite  de  termes 
contenant  les  sinus  ou  cosinus  des.arcs  multiples  de  l'arc  x; 
et  Ton  a  évidemment 

COS.  (p  +  ^a?— s<if^) 

2sin.(p  +  ^a;)  = ^^ —• ^ 

2sin.  ^q^ 


2cos. 


sin.  Ip  +  qx—^q^ 
(p  +  qx)^ \  ^      ^ /. 


2 sin.  ^qXx 


540.  Si  Fon  cherche  à  appliquer  aux  intégrales  finies  le 
procédé  de  l'intégration  par  parties,  on  posera^  en  dési- 
gnant par  P^  Q  deux  fonctions  quelconques  de  la  variable  Xy 

SPQ  =  Q.SP  +  z, 

z  étant  une  fonction  de  la  même  variable,  qu'il  s'agit  de 
déterminer.  Différentiant  chaque  membre  de  l'équation,  il 
viendra 

PQ=:(Q  +  AQ).S(P  +  AP)-Q.SP  +  ^, 

OU  (en  remarquant  que  s .  AP = P) , 

0  =  AQ.S(P  +  M>)  +  A2:,    d'Où    z  =  — S[AQ.S(P  +  AP)]. 

Donc 

SPQ  =  Q.SP— L[AQ.S(P  +  AP)], 

OU 

SPO=:Q.SP— S(AQ.SPJ; 

et  par  suite 
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2P0=Q .  SP-AQ .  £«Pi  +  A«Q .  S'P.-'SCA'Q .  2»?,) . 

ete. 
SPQ=Q  .SP— AQ.(S«PJ+A«Q.I»P,— A»Q.2*P,+A*0.2*P4 — etc. 

Cette  formule  peut  dtre  mîfie  aussi  sous  la  fonne 

2PQ  =  Q.SP— AQ.(S«P  +  SP)  +  A«Q.(S»P  +  22*P  +  2P) 
—  A»Q .  (S*P  +  3S'P  +  3S«P  +  SP)  4- etc. 

Elle  s'arrête  lorsque  les  différences  d*un  ordre  quelconque 
de  la  fonction  Q  deviennent  constantes. 

Sinmmaiian  ie$  tmiM. 
54it  On  a  vu,  09  534,  que  Von  avait  générafement 

Stt^zr  Sl/o  +  «0  +  tli  +  tt,  +  m  +  II,  +...•....  -h  tU^  » 

formule  dans  laquelle  Stf»  représente  una  constante  arbi« 
traire.  Par  conséquent,  si  nous  écrivons 

c'est-à-dire  si  nous  représentons  en  général  par  Su^  la  somme 
des  valeurs  de  la  fonction  u  jusques  à  la  valeur  u^,  y  com- 
pris cette  valeur,  nous  aurons  la  relation 

Stin  =  Sttn  +  Wn  +  COnSU 

On  voit  qu'il  est  nécessaire  de  distinguer  Yintégrale  désignée 
par  le  signe  £  de  la  wmme  désignée  par  le  signe  S.  Ces 
quantités  diffèrent  en  ce  que  la  dernière  exprime  la  somme 
des  termes  de  la  suite  iio>  ^i?  ^u  ^'^  jusques^t  <x>mpri6 
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le  terme  u^,  tandis  cpie  ce  dernier  terme  n'est  pas  compris 
dans  l'intégrale.  On  peut  d'ailleurs  supprimer  Tindice  n,  et 
écrire  simplement 

9u^lu  +  u-^  ccnsu 

La  constante  se  détermine  d'après  la  connaissance  du  terme 
par  lequel  doit  commencer  la  série  des  fonctions  désignées 
par  Uy  dont  Su  représente  la  somme. 

5^2.  8oit  demandée^  par  exemple,  la  somme  des  puis* 
sances  des  nombres  entiers.  On  fera  dans  les  formules  du 
n*"  535,  Aâ;=l,  et  Ton  aura,  en  déterminant  la  constante 
de  aignière  qdft  les  séries  commencent  par  l'unité,  cas  dans 
lequel  sa  valeur  est  nulle , 

Sx  =1  +  2 +8 +4+ +  aî  =  |aj«  +  |a? 

&r»=l  +  2*+3»+/i*+ +  a:»=|a?»  +  |aj«4-Ja? 

Sir»=l  +  2»+3HA»+ +  a:»=7a?*  +  s^4-7X« 

a        2        a 

&c*=i  +  2*+3*+4H +  ^=J^  +  |^  +  |^-^^ 

&r»=l  +  2»+3»+û»+ +  a^=^afi-^^x»+^x^~a^ 

Sa;«=;l  +  2«+3*+A«+ +  a:'=^a;^  +  |a^+ |a;«- Ja»  +  ~a? 

etc. 

543.  La  formule  du  n'  536  donne 

S  j  (a  +  a;  +  Aa?)  (a  +  a?  H-  2  Aa?).  ..(a  +  x  +  m^x)  j 
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expression  d*oii  l'on  déduit  la  somme  des  suites  des  nombres 
figurés.  Le  terme  général  de  ces  suites  est 

(x  +  i){x  +  2)  (x  +  3) (a?  +  m) 

et  Ton  a  y  en  faisant  dans  la  formule  précédente  a=0  et 
àx  =  i, 

,(x-HXa?+2Xa?+3)>..(a?4-m)_(j?+lXa?+2Xa?+8)...(a?4-m+l) 

^  1.2.3 m  i.2.3. (m-hl)  H«wwr., 

Ainsi  un  terme  quelconque  de  chaque  suite  donne  la  somme 
des  termes  de  la  suite  précédente.  On  trouve  en  faisant  sao- 
ces^vement  m =1 ,  =2,  =  3,  etc., 

s£±î  =  l  +  2  +  3  +  A  + -h  ^^±^ 


1.2 


^{x+i)(x+2)_ 


S  ^-^  '  -j^'^  '  "^  =  1+3+6+10  + +  (^±4X^±?) 

_(a?+iXar4-2ya?-4-3) 
172:3 

S^^+^^^fJ-f^+'^  =1+^+10+20+ +  (î±i)^±2Xfr±3) 

1.2.3  1.2.3 

_  (a?+lXa^+2Xa?-f-3Ya?-4^Jk^ 
1.2.3.A 
etc. 

La  constante  est  nulle  lorsque  les  suites  doivent  coaunencer 
par  l'unité. 

544.  La  formule  du  n°  537  donne  de  la  même  manière 
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(a  +  a?)(a  +  a;  +  Aa;)(a  H-  a?  +  2Air),....(a  +  «  +  tn^) 
1  1 


m^  *  (a  +  aj  +  Aa;)(a  +  a;  +  2Aa;) (a  +  aj  +  wiAa;) 


H-  c(m5^, 


et  cette  formule  servira  à  sommer  les  suites  dont  les  termes 
ont  l'unité  pour  numérateur  ^  et  pour  dénominateurs  les 
nombres  figurés.  Le  terme  général  de  ces  suites  est 


1.2.U  ••■•#■•••••  m 


(aî  +  i)(x-h2)(a7  +  3) (x+my 

et  la  formule  précédente  donne 

l«2*3««****««**»^ 

(a?  +  l)(a?  +  2)(a?  +  3) {x  +  m) 

i  1.2.3 m 


S 


m— l*(aî  +  2)(aj  +  3) (x+m) 


H-  const. 


Cette  formule  est  en  défaut  lorsque  m =4.  En  supposant 
m  =  2^  =  3^  =4,  etc.,  et  déterminant  la  constante  de  ma- 
nière que  les  séries  commencent  par  l'unité ,  elle  donne 


1.2        _       1      1      1 


1.2  2         1.2 


(«  +  l)(a?  +  2)""l      (a; +  2) 


1-2.3  -i  +  *  +  J^  +  4+. 


'(aj  +  l)(aî  +  2)(a;  +  3)  '  Zi  '  10  ^  20 


1.2.3  _3  1.2.3 


(a?  +  l)(a?  +  2)(a?  +  3)      2  ^(x  +  2Xa?  +  3) 

s  (5  +  l)(j?  +  2)(j:  +  3)(a;  +  /i)  "  *  "^  6  "^  15  "*"  35  "^ 

1.2.3.4 _4 1.2.3.4 

'*'(â7  +  l)(aî  +  2)(ir  +  3)(a;  +  4)"~3     (oî  4- 2)  (a? +  3)  (a; +  4) 

etc. 
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Los  valeurs  7,  ^,  »>otc.,  de  la  constante  donnent  les  va- 
leurs des  séries  correspondantes  quand  on  les  suppose  pro- 
iongi^  à  rintini. 

oi5.  Quant  aux  fonctions  tranacandantea,  on  déduit  de 
rexpraasion  de  s«"  du  n«  ddS, 

Ma  Les  expn^ons  de  Ssin.x  et  £oos.âP  du  n*  5J9 
doiuient 

oo&i 
SsUutas ^ — ji — ^  +  coiuc. 


sin,(x-Jlx) 
SC08.X  = A J! L^ 


«Sltt.^1» 


camsu 


Cc^  tonnuU^  tliMUieiU  la  sonune  d'une  sotte  de  termes 
fi\n)k>s  *fe  sinus  ihi  f»»iinis  d'arcs  crassants  «%  progression 
|var  ditfc^^KW  On  ihi  d^xiint  en  efl^^ ,  en  écrivant  ja  -4-  ox  à 
la  pbw  de  jr«  et  fUr  à  la  (^*ce  de  ajt^ 
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la  constante  éfent  déterminée  de  manière  quô  les  Bériea  eoni- 
mencent  respectivement  par  les  termes  sin.  p  et  cot.  p. 

Intégration  des  iquatiùM  aux  diffèrenceê  finie$,  linéaires 
et  à  coefficients  Cùnsianis. 

547.  Ck)nsidérons,  comme  dans  les  articles  prëcédents, 
une  variable  indépendante  â?,  et  une  fonction  y  de  cette  va- 
riable. La  variation  de  a;  est  la  constante  àJè,  qui  est  tou- 
jours connue.  Une  équation  aux  différences  finies  exprime 
en  général  une  relation  entre  la  variable  x,  la  fonction  y^  et 
un  certain  nombre  des  différences  Ay,  A'y,  A'y^  etc.,  de 
cette  fonction. 

On  voit  d'ailleurs  sur-le-champ  qu'en  mettant  à  la  place 
de  Ay  9  à.^y,  A'y^  etc.;  les  expressions  générales  du  n"*  523, 
la  relation  dont  il  s'agit  se  trouvera  donnée  entre  ^9  yo>  yi> 
yi9  Vzf  ^^-y  l'indice  du  terme  le  plus  éloigné  dans  la  sâne 
des  valeurs  de  y  étant  égal  à  Fordre  le  plus  élevé  des  diffé- 
rences contenues  dans  Téquation  proposée.  D'où  Ton  voit 
qu'une  équation  aux  différences  finies  n'est  autre  chose 
qu'une  relation  entre  un  certain  nombre  de  termes  consécu- 
tifs d'une  série  5  par  le  moyen  de  laquelle  on  peut  détermi- 
ner tous  les  termes  de  cette  série,  après  en  avoir  pris  arbi- 
trairement un  nombre  égal  à  Tordre  de  l'équation. 

Intégrer  une  équation  aux  diftiérenoes  finies,  c'est  trouver 
l'expression  du  terme  général  de  la  série  dont  on  vient  de 
parler.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  cette  expression  doit 
nécessairement  contenir  un  nombre  de  constantes  arbitraires 
égal  à  Tordre  le  plus  élevé  des  différences  qui  se  trouvent 
dans  réquation,  ou  à  l'indice  le  plus  élevé  des  valeurs  suc* 
oessives  de  la  fonction  y  qui  y  sont  contenues. 
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548.  Lecaslepfaissîiiiiileestodiiioàt'éqiiatHm  ptviposée 
se  réduit  à 

laquelle^  d'après  la  formule  dtée  du  n*  533,  revieQt  à 

et  d'on  Ton  tire 

Le  terme  de  la  série  affecté  de  l'indice  «  est  donné  ici  par  la 
somme  de  «termes  précédents ,  multipliés  diacon  par  des 
coefficients  numériques  dépendants  de  cet  indice. 

L'intégration  de  l'équation  A*y==0  s'effectuera  iPaill^irs 
d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n**  535.  On  aura 


•2(Aj;)«  2ÂÏ- 

A, ,  A,,  A,,  etc.,  étant  des  constantes  arbitraires;  et  en  cé- 
Qéral  l'intégrale  de  Tordre  n  sera 

»  =  «  +  «i«  +  «rP*  +  (h^-h +  «H-i  af^^  3 

a,  aj,a,,a,, o^j  étant  des  coeflicients  constants  art>i^ 

traires,  dont  le  nombre  est  égal  à  l'ordre  de  l'équation. 
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549.  GoDsidérons  maintenant  réquation 

y*-i-«-f  Py»+m-i  +  Oy«+«-,  +  Ryar+»-«+ +  Uy.=o, (m) 

dans  laquelle  P^  Q,  R, U  désignent  des  nombres  con- 
stants. Si  nous  posons  v«=p*,  p  désignant  une  constante, 
tous  les  termes,  après  la  substitution  de  cette  valeur,  seront 
divisibles  par  p',  et  il  restera 

p-  +  Pp'^*  +  Qp^«-hRp"-»  + +  U  =  0,       (n) 

en  sorte  que  l'expression  v,=p'  satisfera  à  Féquation  pro- 
posée (fil),  pourvu  que  p  soit  l'une  quelconque  des  racines  de 
l'équation  (n). 

En  représentant  donc  par  p^,  p,,  p,, p»  les  n  racines  de 

l'équation  (n),  que  nous  supposons  d'abord  toutes  réelles  et 
inégales,  nous  aurons  pour  y  les  n  valeurs  particulières 

y  =  p4*,y=pf",V  =  p8'> »=Ph';  et  puisque  l'équation 

(n)  serait  également  satisfaite  par  la  somme  de  deux,  ou  d'un 
nombre  quelconque  de  ces  valeurs,  l'on  aura 

pour  Texpression  de  l'intégrale  générale  de  cette  équation  ; 
A  A,>  A,, A»  étant  les  n  constantes  arbitraii-es  qui  doi- 
vent entrer  dans  cette  intégrale. 

550.  Dans  le  cas  où  l'équation  (n)  a  des  racines  imagi- 
naires, soient 

p*  —  2fep  COS.9  +  fc«     et       p  =  ^(cos.?  ±i  v^— lsln.<p) 

un  des  facteurs  réels  du  second  degré  de  son  premier  mem- 
bre   ^^  ^^  ^^^*^  racines  imaginaires  correspondantes.  On  re- 

2*  AWW*^'  *• 


coniiaitra,  par  le  n»  iîl,  que  l'équiftâoB  (m'  ert  aftisfaite  par 
les  deux  valeurs  particulières 


y  =  fc' cos-^-V  — ^sin-rJ)    et    y  =  f  cos-sx— % — i  siii.9jr), 

ei,  par  conséquent^  par  la  somme  de  ces  râleurs^  multipliées 
chacune  par  un  coefficient  con>tant  quelconque.  D*où  Ton 
conclut  que  la  partie  de  Texpression  générale  de  la  fonction  y 
correspondante  aux  deux  racines  imaginaires  dont  il  s'a^t 
est,  tous  forme  réelle , 

B,if  COS.5J:  +  B^  sin.5j , 

B,  et  B,  étant  des  constantes  arbitraires. 

551.  Le  cas  où  réquation  ;n)  a  des  racines  égales  se  résout 
d'une  manière  semblable  à  ce  qu'on  a  ?a  dans  le  n*  -440.  Si 
Ton  représentait  par  p,  et  p, +»deux  des  racines  de  cette 
équation  y  qu'on  rendra  égales  en  posant  w=:Os  la  somme 
des  valeurs  particulières  coirespondantes  serait' 

ou,  en  développant  la  puissance  indiquée, 

(A,  4-  Ajp/  +  A^t^  .  a^h'-'  +  A^*^'  ■^— -  Pi"^*  +  etc. 

Or,  on  peut  donner  à  A,  et  A,  des  valeurs  telles  que  les 
quantités  A,  + A,  et  Aj«  restent  des  constantes  finies  arbi- 
traires Bj,  B,,  quel  que  soit  cd,  tandis  que  les  coefficients 
suivants  A,w%  ^^c.,  deviendront  infiniment  petits,  lorsque 
Ton  supposera  la  valeur  de  w  infiniment  petite:  cela  étant, 
fiâtes  o>=aO,  et  l'expression  précédente  va  se  réduire  à 

Dans  le  cas  d'ime  troisième  racine  égale  à  p^,  on  suppo* 
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aéra  de  môme  que  cette  racine  était  d'abord  p^  «f- 1»  et  qtte  <» 
s'évanouit  t  la  somme  des  trois  vateurs  particdlièfea  corPM^ 
pondantod  à  ia  racine  double  p^  et  à  la  radne  pi  +  «  Mfa 

OU 

(A,  -f  A,)P|'  +  (Ag  +  A,io)»p,-^  -H  A^i^^^^  f,-^^  etO. 

Et  comme  Ton  peut  attribuer  aux  constantes  A^jk^,A^éèê 
valeurs  telles  que  les  quantités  A^-j-A^A^+A^f^jA^ia*  restent 
des  constantes  finies  arbitraires,  quel  que  soit  co,  tandis  que 
le»  coefficient!  suivants  s'évanouiront  avec  o»,  la  tomme  dés 
trois  valeurs  particulières  dont  il  s'agit  prends  pour  <jd=0^ 
la  forme 

BiPi*  +  B^p,-»  +  B,  ?^^  p,— . 

Et  ainsi  de  suite  dans  le  cas  ofi  il  y  aurait  un  plus  grand 
nombre  de  racines  égales  entre  elles. 

552.  Les  constantes  arbitraires  introduites  dans  l'intégrale 
générale^  se  détermineront  toujours  d'après  la  condition  que 
cette  intégrale  reproduise  n  valeurs  données  de  la  fonction  y, 
correspondantes  à  n  valeurs  également  données  de  la  va-  ^ 
riable  x. 

XLl.   FORUULES  d'interpolation. 

553.  L'opération  désignée  sous  le  nom  d'interpolation  est 
une  des  applications  principales  du  calcul  des  différences 
finies.  Elle  est  fondée  sur  cette  notion  ^  qu'à  défaut  de  l'ex- 
pression analytique  d'une  fonction  qui  en  fait  connaître  com- 
plètement la  nature^  et  qui  permet  d'en  calculer  exactement; 
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ou  d'une  manière  aussi  approdiée  qu'on  le  veut,  la  valeur 
ocMnrespondante  à  une  valeur  quelconque  de  la  variable  ^  on 
peut  connaître,  avec  un  degipé  d'exactitude  qui  8u£9t  aux  ap- 
plications y  toutes  les  valeurs  de  la  fonction  dont  il  s'a^t  lors* 
qu'on  connaît  un  nombre  limité  de  valeurs  données  de  cette 
fonction.  C'est  ainsi  que  dans  les  constructions  graptâques, 
on  regarde  la  tigure  d'une  courbe  comme  étant  déterminée 
par  un  certain  nombre  de  points  donnés  appartenant  à  cette 
courbe. 
Reprenons  la  formule  du  n""  5i2 

Cette  formule  établit  simplement  une  relation  entre  la  valeur 

Un  y  la  valeur  tfo)  e*  ks  différences  Au,,,  A«u^>,  A^w^, A*u^; 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  entre  les  valeurs  ^o^u^yU^^u^^ 

tin  qui  sont  censées  connues.  On  ne  peut,  à  parler  rigoureu- 
sement, en  tirer  rien  qui  ne  soit  déjà  donné. 

Considérons  u  comme  une  fonction  de  la  variable  œ  seule, 
et  admettons  que  cette  variable  croisse  par  la  différence  con- 
stante Ax.  Si  nous  écrivons  u»  pour  représenter  la  valeur  que 
reçoit  la  fonction  u  quand  on  donne  à  la  variable  une  valeur 
désignée  par  x ,  nous  devrons ,  en  remplaçant  dans  la  for- 

mule  précédente  Un  partie, remplacent  par  — .  Elle  s'é« 

crira 

X  .         X  /  X      -  \  AHIa 

■  *  (£.  _i\  /'£-_2^  ^ + + A^M 

+  s  [fix     ^)  \^       )  1.2.3  ^  ^        "•• 

554.  Si  la  fonction  u  était  une  fonction  rationnelle  et  ea- 
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tière  de  x  de  Fordre  r,  la  différence  Af-u^  serait  constante^  et 
par  conséquent  les  différences  des  ordres  suivants  seraient 
nulles,  comme  on  Ta  vu  n""  527.  L'expression  précédente 
aurait  donc  un  nombre  déterminé  de  termes;  en  sorte  que 
la  connaissance  des  r+l  premières  valeurs  de  u  suffirait 
pour  continuer  indéfiniment  la  série,  et  donner  des  nombres 
exacts.  Cela  se  voit  aussi  en  remarquant  que  si  Ton  fait 
àru = 0  dans  Péquation  du  n"*  523 ,  on  en  tire 

n(n—i)         .  n(n— l)(n— 2) 

formule  qui  donne  un  terme  quelconque  de  la  suite  ti^yU^ 
u^,  etc.  5  au  moyen  des  n  termes  précédents.  Cette  circon- 
stance n'a  pas  lieu  en  général;  mais  si  les  différences  succes- 
sives AUo,AX>^X>  ^^<^M  ^^^  ^^  valeurs  décroissantes, 
comme  cela  arrive  dans  les  cas  auxquels  s'apoliquent  les  mé- 
thodes dont  il  s'agit,  on  pourra  supprimer  les  termes  qui 
seront  assez  petits  pour  ne  pas  influer  sur  la  valeur  des  ré- 
sultats, eu  égard  au  degré  d'exactitude  avec  lequel  les  nom- 
bres sont  calculés.  La  formule  précédente  pourra  servir  alors 
à  prolonger  la  série;  mais  on  conçoit  qu'à  mesure  que  l'on 
s'éloignera  davantage  des  nombres  donnés  y  on  sera  exposé  à 
commettre  des  erreurs  de  plus  en  plus  grandes. 

Il  importe  de  remarquer  d'ailleurs  que  dans  les  cas  où  les 
différences  d'un  certain  ordre  r  sont  constantes,  ou  peuvent 
être  supposées  constantes,  le  calcul  des  termes  de  la  suite 
t^o^^s'^s'  etc. ,  qui  dépassent  le  terme  tir,  n'exige  plus  que  de 
simples  additions.  Soit  par  exemple  la  fonction 

11,  =  «»  — fiic*  +  &r— 1 , 
et  suppo^^  ^=  ^  •  ^  calculera  les  quatre  premiers  termes, 
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coirespandants  aux  valeurs  jrs^OyXszl^^rcst^  a;x:=39    «t 
l'on  formera  le  tableau  suivant 


X 

0 

u. 

A«. 

AHi, 

^hi^ 

—  1 

1 

+  1 

+  2 

9 

—  i 

—  2 

-  4 

S 

—  i 

0 

+  2 

+  6 

La  oature  de  la  fonction  proposée,  indiquant  que  les  diffé- 
rences troisièmes  sont  constantes,  on  voit  que  Ton  pourrait 
continuer  la  série  des  valeurs  de  «•  par  la  formule 


«.=*«• 


+  ipi«,  +  *\*-t)^  +  ^*-l)(*-«)^5l» 


dans  laquelle  on  ferait  •!,«=— I,  AM,=i,  aHi,=— 4,  AHs^=«. 
Nais  il  es*  beaucoup  plu»  ample  de  prolonç^er  le  tableau  en 
écrivant  la  difl^iww*  constante  6  dans  la  dernière  colonne  à 
«Iroite,  et  fennant  par  addition  les  colonnes  eu  revenant  de 
éroîto  à  fandie. 


X 

•u 

^  : 

A».,  • 

^^, 

s 

—  1 

a 

^  '; 

6 

& 

-h  7 

s 

*  i 

S 

5 

29 

22 

u    ' 

e 

6 

71 

«s 

n   ' 

e 

etc. 

< 

j 
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Les  résultats  que  Ton  obtient  ici  sont  entièrement  exacts. 
Mais  il  n'en  serait  pasde  même  si  les  dififérences  du  dernier 
ordi*e  que  Ton  considère  n'étaient  pas  rigoureusement  con- 
stantes, n  faudrait  alors  calculer  d*avance  quelques  termes 
éloignés  de  la  série  ^  et  s'assurer  que  ces  termes  sont  repro- 
duits par  le  mode  de  calcul  qui  vient  d'être  indiqué. 

555.  L'objet  de  l'interpolation  consiste  d'ailleurs^  non  pas 
à  prolonger  indéfiniment  une  série  de  termes  dont  un  certain 
nombre  sont  donnés  ^  mais  à  calculer  les  termes  intermé- 
diaires dans  une  série  dont  un  certain  nombre  de  termes  sont 
déterminés  de  distance  en  distance.  Quoique  la  formule  du 
n*  553  n'exprime,  à  proprement  parler,  que  des  relations 
entre  les  valeurs  de  u  qui  répondent  aux  valeurs  déterminées 
0,  Arc,  2Aar,  3^x,  etc. ,  de  la  variable  a:,  on  la  regarde  comme 
exprimant  en  fonction  de  x  les  valeurs  de  u ,  qui  répondent 
à  des  valeurs  quelconques  de  cette  variable  comprises  entre 
les  précédentes.  Si  Ton  attribue  à  x  une  valeur  moindre  que 
Aa?,  l'expression  de  u«  sera,  dans  la  plupart  des  cas,  très- 
convergente,  et  donnera  facilement  une  valeur  fort  appro- 
chée de  celte  quantité. 

D'après  ces  notions,  le  calcul  des  tables,  telles  que  les 
tables  de  logarithmes  ou  les  tables  astronomiques,  peut  être 
réduit  à  calculer  exactement  en  premier  lieu ,  au  moyen  de 
i^expression  analytique  des  fonctions,  un  petit  nombre  de 
termes  à  intervalles  éloignés;  et  en  second  lieu,  à  former  les 
termes  intermédiaires  par  dé  simples  additions.  Nous  avons 
supposé  ci-dessus  l'accroissement  Aj?  constant.  Admettons 
qu'entre  deux  quelconques  des  termes  connus  u^yU^^u^J 
t^s  7  ^^^'  '  ^^^  répondent  aux  valeurs  0^ àXg^às,3lix,  etc. ,  de 
la  variable  x,  on  veuille  interpoler  un  pombre  m — i  de  ter- 

Ax 

mes  distribués  à  intervalles  égaux.  Soit  &c= —  le  nouvel 


incrément  de  x.  D  est  évident,  d'après  oe  que  l'on  a  vu  dans 
le  numéro  précédent ,  que  Ton  formera  facilement  les  termes 
intermédiaires  demandés,  si  Ton  connaît  ii^,Sii^,$*iiQ,$Nf^,  etc., 
et  si  Ton  peut  supposer  constantes  les  différences  d'un  cer- 
tain ordre  marquées  par  ^u^\  puisque  Ton  aura  alors  la  der- 
nière colonne  d'un  tableau  semblable  à  celui  qui  a  été  donné 
pour  exemple,  et  les  premiers  termes  de  toutes  les  autres 
colonnes.  Or,  si  l'on  regarde,  d'après  ce  qui  a  été  dit  ci- 
dessus,  la  formule  du  n»  553,  comme  devant  donner  les  va- 
leurs de  u  correspondantes  aux  valeurs  intermédiaires  de  a:, 
cette  formule  donnera  d'abord,  en  écrivant  m&r  au  lieu 
de  Ax, 


^  maxVffifia?       y  \m8cc       /  i 


.2.3  +  ®^ 


expression  dans  laquelle  u^  Au^,  A^»  ^X>  c^-  f  doivent  ètn 
regardées  comme  des  quantités  constantes  et  connues  par 
le  calcul  préliminaire  qui  a  été  fait  des  termes  de  la  suite  qui 
répondent  aux  valeurs  0,  àx,  2ax,  3Aâ?,  etc.  En  différentiant 
ensuite  par  rapport  au  signe  o,  et  remarquant  que  les  pro- 
duits 

ï^\ïiïSï""  )\nSx~  ) 


formant  une  fonction  rationnelle  et  entière  dex,  leurs  diffé- 
rences des  ordres  inférieurs  à  l'ordre  marqué  par  le  nombre 
des  ÛM^urs  sont  nulles ,  on  trouvera 
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^isi8ï(;Ji"'V  (siï""V' •(ii""^''"  7  r  1.2.3*. r 

|môaj\m8a?       /  \m8a;       /•••\m8ia?     V         jl.2.3...(r+l) 
■^|mS\mSB""V  \m5ï""7-\mS'^''"^^V  j*  1.2.3.. .(r+ 


,.(r+2) 
_+  etc. 

Cette  expression  donnera  les  différences  cherchées  Stfo^^'ti^^ 
$'Uq,  en  y  faisant  ar=0  après  que  les  différentiations  indi* 
quées  auront  été  effectuées.  Les  formules  dont  il  s'agit  pou- 
vant être  employées  utilement  dans  les  applications^  nous 
donnerons  les  expressions  des  différences  des  premiers  ordres. 
En  développant  les  produits  indiqués,  on  trouve  facile- 
ment en  premier  lieu 


ôi«,= 


X 

m8x     • 


■^    \m3(^)»     mSa?/ 1.2 

■^    \m^M*       fn}(hx)*  ■*"  ^  mSa?/ 1.2.3 


35*  a?'  *P    \     A*tti| 


8Hi8.= 


8i_^L_^ 


w»(8a;)*  1.2 
■*"     \m»(8a?)»     ^m«(5a;)Vi-2.3 
/      Vw»*(^)*        wi»(Sa?)«  **"      m«(8a?)V  1.2.3.4 , 
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°"'-  *  m^So:)'  1.2.3 

l-,  g,/    "^ .     X»    wx 


»n*(fix)*  1.2.3.4 
etc 


-'«.  =  8»:^,.^ 


En  employant  ensuite  l'expression  de  A*,  a?*  du  n»  528,  dans 
laquelle  il  faudra  faire  j?  =  0,  ce  qui  la  réduit  à  son  dernier 
terme  ^  ces  formules  deviennent 

+ oxs? ^  •^ + ^**^-  J 


etc. 


Il  est  rare  que  Ton  «oit  dans  le  cas  d'emjdoyer  des  diffé- 
renées  d'un  ordre  plus  élevé  que  le  quatrième.  On  voit  d'ail- 
leurs que  si  Ton  s'arrête  aux  différences  de  Tordre  r  des 
nombres  t«o,t«i,u,,  etc.,  de  la  série  proposée,  c'est-à-dire 
si  l'on  regarde  la  différence  àJ'u^  comme  étant  constante  il 
en  résulte  la  conséquence  que  la  différence  du  même  ordre 
$''ti^  des  noinlM*e8  qu'il  s'agit  d'interpoler  entre  les  précédents 

àTu 
est  également  constante  et  égale  à  — ^,  m  —  1  étant    le 
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nombre  des  termes  insérés  entre  deux  termes  consécutifs  de 
la  suite  proposée.  Les  résultats  précédents  donneront  tou- 
jours les  moyens  d'interpoler  une  suite  de  nombres  placés  à 
intervalles  éga^x  entre  les  tejrmes  d'une  suite  donnée  qui 
sont  également  placés  à  intervalles  égaux. 

556.  Pour  donner  un  exemple  de  l'usage  de  ces  procédés, 
on  déterminera  les  valeurs  de  la  fonction 

Ux  =  û^  —  Ôoî*  4-  6a;  —  1 

considérée  n«  554^  qui  répondent  aux  valeurs  de  x,  croissant 
pap  dixièmes  de  l'unité.  Nous  avons  donc  ici 


«o  =  - 

-1 

A»o  = 

2 

^x=- 

-à 

AHi.= 

6 

et  les  différences  des  ordres  supérieurs  sont  nulles. 

'Mettant  ces  valeurs  dans  les  formules  précédentes,  où  l'on 
fera  m  =  10',  il  viendra 

1   r     n  .  —9,      ,,  ,  1  —  304-200^-1      ^^^, 
^«^  =  î5ôH  +  T^«]  =  -^'«** 

Ainsi,  le  calcul  des  valeurs  intermédiaires  demandées, 
s'opérera  de  la  manière  suivante  : 
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X 

». 

8«, 

Ô«fi. 

aH«. 

0 

—  1,000 

0,1 

-0,/i49 

0,551 

0,2 

+  0,008 

0,457 

-0,094 

0,3 

0,377 

0,369 

—  0,088 

0,OO6 

0,4 

0,664 

0,287 

—  0,082 

6 

0,5 

0,875 

0,211 

—  0,076 

6 

0,6 

1,016 

0,141 

—  0,070 

6 

0,7 

1,003 

0.077 

-0,064 

6 

0,8 

1,112 

0,019 

—  0,058 

6 

0,9 

1,079 

—  0,033 

—  0,052 

6 

1,0 

1,000 

—  0,079 

-0,046 

6 

1.1 

0,881 

—  0,119 

—0,040 

6 

etc. 

On  peut  voir,  dans  le  Précis  qui  est  au  devant  des  l^'abies 
de  Logarithmes  de  Callet,  page  64,  les  précautions  qu'exi- 
gent les  calculs  de  ce  genre  et  la  manière  de  corriger  les  pe- 
tites erreurs  auxquelles  ils  peuvent  donner  lieu  lorsque  les 
valeurs  des  différences  ne  sont  qu'approchées. 

557.  L'usage  des  tables  de  logarithmes  ou  des  autres  tables 
du  même  genre,  donne  lieu  à  une  application  continuelle  du 
procédé  de  l'interpolation.  L'emploi  des  parties  proparU^^^^ 
nelles  se  déduit  immédiatement  du  procédé  qui  vient  d'être 
exposé  en  supposant  les  différences  du  second  ordre  nulles 
et  réduisant  l'expression  de  u.,  écrite  n*"  554,  à 


«•  =  Wo  +  ijA»o  ' 
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Si  les  différences  du  second  ordre  ne  sont  pas  nulles,  on 
aura  donc  un  résultat  plus  exact  en  employant  les  trois  pre* 
miers  termes 

Cet  usage  des  tables  donne  lieu  aussi  à  la  question  inverse 
du  problème  de  Tinterpolation^  c'est-à-^lire  à  la  recherche  de 
la  valeur  de  Xy  qui  répond  à  la  valeur  donnée  ti,  de  la  fonc- 
tion ti.  Quand  on  peut  supposer  nuUes  les  différences  des 
ordres  supérieurs,  la  première  des  équations  précédentes 
donne 

x  =  ûaj  — T 2 . 

Si  cette  formule  ne  présentait  pas  l'exactitude  nécessaire,  il 
fliudrait  écrire 


jB==:A^ 


2Atfo 


Après  avoir  calculé  une  première  valeur  approchée  de  j?, 

au  moyen  de  l'expression  Lx  -2- — £,  on  la  substituerait 

dans  le  second  membre  pour  obtenir  un  résultat  plus  exact. 
Cette  seconde  valeur  de  x  pourrait  être  substituée  de  nouveau 
pour  obtenir  un  résultat  plus  exact  encore. 

558.  Nous  avons  supposé,  dans  le  n""  554  et  les  suivants, 
que  la  variable  x  croissait  par  différences  constantes  ^  ou  que 
les  nombres  de  la  suite  proposée  étaient  distribués  à  inter* 
valles  égaux.  On  peut  encore,  dans  les  cas  où  cette  condi- 
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lion  n'aurait  pas  lieu,  établir  une  formule  d'interpolation  ana- 
logue à  l'expression  de  ti,  du  n*  554.  Remarquons  qu'en 
mettant  dans  cette  expression  pour  AUq ,  A'm^ ,  A'u<, ,  etc.,  les 
valeurs  écrites  n*"  523,  elle  devient 

^(s-)£(s-')"'""ll3°'~--^«'- 
OU  bien 


+««1        o  s(£-V~rt3  £(£-*)  (s— 2)  *<-«««•  j 

+etc. 

En  faisant  A?  =  0,  cette  équation  se  réduit  k  u  =  m  •  ^« 
faisant  a;  es  Aa; ,  elle  se  réduit  à  u,  =  u,  ;  en  &isant  «  a=  ^^^ 
elle  se  réduit  à  w,  =  u,;  en  faisant  x  =  3Aa:,  elle  se  réduit  à 
t*.  — "sî  ^  aî"si  ^^  suite.  La  nature  de  Texpression  consiste 
donc  en  ce  qu'elle  est  formée  des  termes  successifs  t«  ^ 
t*s,  w,,  etc.,  ayant  pour  coeflîcients  des  fonctions  rationnelles 
et  entières  de  la  variable  x,  qui  ont  la  propriété  de  se  réduire 
à  Tunité  quand  on  donne  à  rr  la  valeur  correspondante  au  terme 
auquel  appartient  la  fonction,  et  de  se  réduire  à  zéro  quand 
on  donne  à  x  une  valeur  correspondante  à  tout  autre  terme 
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Représentons  en  général  par  ar^ ,  op,  ,  a:, ,  j?, ,  etc.,  les  valeurs 
de  X  qui,  substituées  dans  la  fonction  u,  donnent  respecti- 
vement t«o,  t«j,ti„tt3,  etc.  De  quelque  manière  que  croissent 
ces  valeurs  de  j?,  on  formera  évidemment  une  expression 
qui  présentera  la  môme  propriété  que  la  précédente,  si  Ton 
écrit  : 


u^= 


(x  —  ajj)  {x  —  aî|)  (a?  —  x^  (x  —  x,), 
°  (a?o— »i)  («0— a?s)  (a?o— JPg)  {x^—x^, 

^^  (a?  —  a?o)  (a?  — a?,)  {x  ~a?,)  (x  -x^). 

*  (j?i— aJoJCxi— a;J  (^i—a?,)  (a?!  — jj. 

_^,^   (a;  —  aîp)  {x  —  a?i)  (j?  —  xjj  {x  —  x,). 

*  (a?,-~a:o)  (a:,-— Xj)  (a:,— a;»)  («j— xj. 
_^^  (a?  --a;o)  {x-^x^)  jx^x^)  jx  —  x^). 

^  ('^i—^o)  (^3  +a^i)  («ï^a— ^î)  («î^»— a;J. 
+  etc 


Cette  formule  peut  servir  à  calculer  facilement,  au  moyen 
d'un  certain  nombre  de  valeurs  données  de  la  fonction  u  cor- 
respondantes à  df  s  valeurs  déterminées  de  ar,  une  valeur  quel- 
conque intermédiaire  entre  celles-ci.  On  vérifie,  d'ailleurs, 
qu'en  supposant  les  valeurs  XQ,x^,x^,x^,  etc.,  croissant  en 
progression  arithmétique,  cette  dernière  formule  revient  à  la 
précédente. 

559.  Un  des  principaux  usages  des  méthodes  d'interpola- 
tion consiste  à  établir  des  formules  qui,  étant  déduites  d'un 
certain  nombre  de  résultats  d'observation  ou  d'expérience, 
sont  regardées  comme  exprimant,  d'une  manière  approchée, 
Ja  loi  d'un  phénomène.  On  doit  remarquer  que  l'usage  des 
fornnules  de  ce  genre  ne  doit  pas  en  gçnéral  être  étendu  au 
delà  des  limites  des  résultats  qui  ont  été  obtenus.  8i  l'on  re- 
garde les  nombres  donnés  par  l'observation  comme  étant 


tout  à  fait  exacts,  et  si  les  fonnules  dierchées  doivent  y  sa- 
tisfaire^ on  peut  employer  les  procédés  qui  viennent  d'être 
exposés.  On  peut  aussi  tâcher  de  satisfaire  à  ces  nombres  par 
d'autres  expressions  plus  appropriées  à  la  nature  du  phéno- 
mène. Mais  le  plus  souvent  les  résultats  numériques  sont 
afifectés  d'erreurs^  et  il  ne  conviendrait  pas  de  s'attacher  à 
construire  des  formules  qui  s'accordassent  exactement  avec 
tous.  On  cherche  alors  à  remplacer  d'abord  ces  résultats  par 
une  suite  régulière,  ce  qui  peut  se  faire  soit  au  moyen  d'une 
construction  graphique,  soit  en  altérant  les  nombres  de  ma- 
nière à  rendre  progressive  la  marche  de  leurs  différences  de 
divers  ordres.  Une  semblable  altération  est  toujours  plus  ou 
moins  arbitraire  j  et  devrait  être  dirigée  d'après  des  principes 
qui  dépendent  de  la  théorie  des  probabilités. 

jépproximaHon  des  quadratures. 

MO.  Les  calculs  numériques  qu'il  est  nécessaire  d'effec- 
tuer pour  les  rectifications,  les  quadratures^  les  cubatures, 
la  détermination  des  centres  de  gravité.,  celle  des  centres 
d'inertie,  etc.,  peuvent  toujours  être  réduits  à  évaluer  des 
intégrales  définies  telles  que 


/: 


6    . 

dx,u^ 
a 


u  désignant  une  fonction  de  x,eia,b  les  limites  de  Tintégrale. 
Lorsque  cette  évaluation  ne  peut  être  effectuée  directement, 
on  emploie  divers  procédés  d'approximation  dont  les  plus 
remarquables  consistent  à  déduire  la  valeur  de  l'intégrale  de 
la  seule  connaissance  d'un  certain  nombre  de  valeurs  de  la 
fonction  u. 
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Supposons  toiyours  que  la  variable  x  varie  par  la  diffé- 
rence constante  t^x^  et  reprenons  l'expression  de  ti^  du  n"*  554 , 


«.-«.+ê»^+è(â-')t? 


+Ê(è-')(Ê-«)^*«- 


Diaprés  la  notion  sur  laquelle  sont  fondés  les  procédés 
de  rinterpolation^  nous  regardons  cette  formule  comme 
pouvant  représenter  les  valeurs  de  la  fonction  u,  non- 
seulement  quand  on  y  donne  à  x  les  valeurs  0^  tkXj  2^x, 
3a j7^  etc. ,  mais  pour  une  valeur  quelconque  de  cette  va- 
riable. £n  multipliant  donc  par  (io; ,  et  intégrant  entre  les 
limites  a  et  b ,  nous  obtiendrons  la  valeur  de  l'intégrale  pro* 
posée. 
L'expression  précédente  revient  à 

[(â)  ""KS)  "^^Soya 

^"AxJ  1.2.3.4.6 


A»«» 


.2.3.4.6.6 

2«   ANN^.C.  n 


—  «8  - 

MoltipHant  par  ilar ,  et  intégiut  deptiK  if = 0  jastfo^  «  ==  Af 
il  Tiendn 

pour  l'expression  de  la  valeur  de  la  première  partie  de  Tin- 
tégrale  proposée  comprise  entre  les  limites  0  et  A±.  La  tnénie 
formule  donnera  les  expressions  des  parties  suivantes  de 
cette  intégrale  en  écrivant  u^,u^JU^,  etc.,  à  la  place  de  m. 
D'où  Ton  conclut  évidenmient 


l^dx.u  = 


Ax 


«•  +  «f+«4+* 


+  ^(Iti^  4-  Atfj  +  Att,  + -h  At«. 


—  etc. 


et  en  remarquant  que 

AMç  +  Att,  +  Itt,  + -f  Att,^j  z=rUn~U^^ 

AX+^'«l+^'«t+ +  A«Mn-i=AMn  — ii«o, 

A»Uo+A»lli  +  A»M,+ +  A>M^,=rZk^ttn  -^H<o, 

etc., 


on  changera  Texpression  précédente  en 


/Va? 
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5  «0  +  «1  +  "»  +  ar,  + +  «»-i  +  2  «• 


Au  moyen  de  cette  formule  on  peut  calculer  la  valeur  de 
rintégrale  fdx.u,  entre  des  limites  données^  en  partageant 
rintervalle  de  ces  limites  en  un  nombre  n  de  parties  égales 

chacune kàx^ei  déterminant  les  valeurs  u^ , m^>  ii^, u,, 

ii^  de  la  faction  u,  qui  répondent  aux  points  de  division. 
Une  première  valeur  approchée  est  donnée  par  le  premier 
terme  seul 


Aj7 


"  (  2  "O  +  «1  +  «t  +  «8  + +  Mn-1  +  2  ««  )• 


I^ee  termes  suivants  sont  la  correction  de  cette  valeur.  Le 
résultat  sera  d'autant  plus  exact,  que  le  nombre  n  étant  plus 
grand ,  les  différences  qui  composent  les  termes  de  correc- 
tion sont  plus  petites. 

561.  La  formule  précédente  ne  pourrait  être  utilement 
employée  qu'autant  que  les  diflPérences  des  ordres  succes- 
sifs décroîtraient  très-rapidement.  On  peut  en  obtenir  une 
autre  qui  donnera  une  approximation  plus  prompte.  Re- 
prenons Texpression  de  u»  du  numéro  précédent,  et  après 
avoir  multiplié  par  dx,  intégrons  depuis  a:=0  jusqu'à 
-r==2A^-  ^  viendra 


—  seo  — 


ou,  en  faisant  attention  que,  à«,t=s«,— k„  aS»,=su, — 


C^dX.U^t^ 


pour  l'expression  d'une  première  partie  de  l'intégrale  coror- 
prise  entre  les  limites  0  et  2ax.  En  ajoutant  les  expressions 
analogues  pour  les  parties  suivantes  comprises  entre  3^^ 
et  4Ax^  4^  et  6àx,  etc. ,  on  aura  donc,  n  étant  un  nombre 
pair, 


/m^ 


Ao; 


30 
30 

_+  etc. 

La  première  ligne  est  le  résultat  que  Ton  obtient  en  con- 
cevant dans  l'intervalle  compris  entre  0  et  2Aj;,  la  courbe 
dont  l'ordonnée  est  u,  remplacée  par  un  arc  de  parabole 
passant  par  les  extrémités  des  trois  ordonnées  tto>«*i,t«j; 
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et  de  môme  pour  les  autres  intervalles.  Les  termes  suivants 
sont  la  correction  de  cette  même  première  valeur^  qui  est 
déjà  très-approcbée. 

On  peut  remarquer  que  Tusage  des  formules  précédentes 
exige  la  connaissance  des  valeurs  u«^i>  ti^^.,^  tl|^.,,  etc.^ 
de  la  fonction  u ,  qui  sont  placées  au  delà  des  limites  de 
rintégrale  définie.  Si  la  fonction  u  est  donnée  dans  toute 
son  étendue ,  cette  circonstance  n'entraîne  aucune  difficulté. 
Mais  il  n'en  serait  pas  de  même  si,  comme  cela  arrive  quel- 
quefois >  cette  fonction  n'était  donnée  que  dans  les  limites 
de  rintégrale  définie.  Nous  observerons  à  cet  égard  que 
l'esprit  des  méthodes  d'interpolation  consiste  alors  à  regar- 
der la  fonction  proposée  comme  entièrement  définie  par  les 
valeurs  particulières  ti^^u^^u,^  .....u^.  La  différence  de 
Tordre  le  plus  élevé  que  Ton  puisse  calculer  au  moyen  de 
ces  valeurs,  est  A^u^.  On  doit  donc  supposer  cette  différence 
constante,  et  déterminer  en  conséquence  les  termes  qui  en* 
trent  dans  les  formules  dont  il  s'agit. 

XXJl*    UGHBS    DB    NIVEAU    ET    DB    PLUS    GRANDE    PENTE 
SUR  UNE  SURFACE. 


562  •  Nous  concevons  les  points  d'une  surface  rapportés 
à  trois  coordonnées  rectangulaires  x,y,x.Les  abscisses  x^y 
sont  horizontales;  l'ordonnée  jas  est  verticale.  La  figure  de  la 
surface  est  donnée  par  l'équation 

z  =  f(Xyy). 

Admettons  que  les  abscisses  x^y  reçoivent  chacune  des 
accroissements  infiniment  petits  dxydy;  l'ordonnée  x  pren- 


—  ita  — 

d»  également  an  accroissement  infiniment  pelH,    rapré- 

sente  par 

.        dz  .       dz  , 

-r-  et  -r-  étant  respecthrement  les  coefficients  diflérmtîels  de 

dx     dy 

la  fonction  f{x,y)^  pris  par  rapport  à  a;  et  à  y.  La  valeur 
de  dz  dépend  du  rapport  que  Ton  a  établi  entre  les  varin* 
tions  arbitraires  dx  et  dy.  Si  ce  rapport  est  tel  que  djg=^0 , 
c^est-à-dire  si  l'on  a 

dy 

on  passera  d'un  point  à  un  autre  de  la  surface  sans  que 
l'ordonnée  z  change  de  valeur.  L'équation  précédente  est 
donc  réquation  différentielle  de  la  projection  sur  le  plan 
des  xy  de  la  ligne  de  niveau,  passant  par  le  point  de  la  sur- 
face, dont  les  coordonnées  sont  représentées  par  as,  y  ^  jg. 

On  obtient  Téquation  en  termes  finis  de  cette  projection 
en  attribuant  à  z^dans  l'équation  z  =  f[x^y)y  une  valeur 
constante  égale  à  l'ordonnée  du  point  par  lequel  on  veut 
faire  passer  la  ligne  de  niveau. 

563.  En  passant  du  point  de  la  surface ,  dont  les  cooi^ 
données  sont  x,y,Zf  au  point  dont  les  coordonnées  sont 
x  +  dx,y  +  dy,z  +  dz,on  parcourt ,  dans  le  plan  horizontal 

des  ocy,  un  espace  dxKj  i-\-  {j-\  ;  et  on  s'élève  vertica- 

taneot  éê  l'esptee  4%.  La  penê§  d«  la  ligne  puncounie  tiir  la 
surface,  e'e^à^re  la  difEerrace  de  iit?#au  d«  «««   cI^uk 
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points  extrêmes^  divisée  p^  0a  projectiop  horizontale ,  ei^ 
doDc  exprimée  par 

dx           dtj   ^                                 dx      dy  dx 
^  OU 


La  grandeur  de  cette  pente  variera  avec  le  rapport  arbi- 
traire -J-.  Si  Ton  veut  copp^ître  la  (Jirectiop  de  I4  plu4 

grande  pente,  on  égalera  à  zéro  la  différentielle  de  Tex- 

dy 
pression  précédente,  prise  par  rapport  à  -r^,  ce  qui  don- 
nera 

d^ 

dy      dy  dx        '  dx      dz 

dx 

pour  réquatiop  différentielle  de  la  projection  horizontale  d» 
la  ligne  de  plm  grande  pente.  On  voit  que,  pour  un  poipt 
quelconque  de  la  çurface,  les  projections  horizontales  dâ$ 
lignes  de  niveai}  et  de  plus  grande  pepte  qui  se  croisent  en 
ce  point,  et  par  conséquent  ces  lignes  elle-mémes ^  sont  tou- 
jours perpendiculaires  Tune  sur  l'autre ,  résultat  dont  il  est 
aisé  de  s'assurer  directement. 

564.  La  considération  des  lignes  de  niveau  et  de  plus 
grande  pente  s'applique  à  la  représentation  graphique  de 
la  surface  de  la  terre,  au  tracé  des  routes  et  à  la  con- 
duitie  des  eaux.  On  reconnaît  que  cette  surface  présent^ 
d^s  peot^  alternatives  ep  i^ens  Qpposés,  «uj*  lesquelles  ^ 
|jpouv6i4  dfis  «f^tèmas  de  lignes  de  phis  grande   pentoi 
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séparés  par  des  lignes  de  moindre  pente,  désignées  par 
les  noms  de  faites  et  de  thalwegs  y  qui  sont  autant  d'a- 
symptote^ des  lignes  de  plus  grande  pente  ordinaires. 
Quand  on  parcourt  une  méme^igne  de  niveau,  les  points 
où  elle  est  coupée  par  les  lignes  de  faites  ou  de  ttiai^we^ 
sont  toujours  ceux  où  la  pente  est  un  minimum.  U  existe 
des  points  remarquables  où  les  lignes  de  faites  et  de  tfaal> 
wegs  se  croisent  à  angles  droits,  et  dans  lesquels  la 
hauteur  verticale  de  la  surface  est  un  maximum  ou  un 
minimum  absolu  ou  relatif.  Les  derniers  de  ces  points  in- 
diquent les  lieux  où  l'on  doit  diriger  le  tracé  des  routes  ou 
des  canaux  lorsqu'il  s'agit  de  franchir  une  chaîne  de  mon- 
tagnes. 

,  XLIII.    DB  LA  GOURBORB   DBS   SURFACBS. 

565.  La  courbure  d'une  courbe  est  définie  quand  on  dë- 
temiine  le  rayon  du  cercle  osculateur,  c'est-à-dire  du  cercle 
qui  a  un  contact  du  second  ordre  avec  cette  courbe.  La  cour- 
bure d'une  surface  est  également  définie  en  assignant  le 
rayon  du  cercle  osculateur  de  toutes  les  sections  normales 
qui  peuvent  être  faites  en  un  point  donné. 

Si,  suivant  la  normale  en  un  point  quelconque  m  d*une 
surface,  on  fait  passer  un  plan,  on  obtiendra  une  courbe 
qui  sera  une  section  normale  de  la  surface.  Prenons  sur  la 
normale,  à  partir  du  point  m,  une  distance  infiniment  pe- 
tite 5;  puis,  par  le  point  ainsi  déterminé,  menons  un  plan 
perpendiculaire  à  la  normale;  nous  obtiendrons  une  courbe 
que  nous  désignerons,  avec  M.  Ch.  Dnpin,  par  le  nom 
d'indicatrice,  parce  que  la  nature  de  cette  courbe  fait  con- 
naître, comme  on  le  verra  tout  à  l'heure,  la  figure  de  la 
surface  près  du  point  m.  Si  d'ailleurs  nous  représentons  par  m 
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Tare  inflniment  petit  compris  entre  le  point  m  et  le  point  où 
la  section  normale  rencontre  l'indicatrice^  et  si  nous  appe- 
lons p  le  rayon  de  courbure  de  cette  section  normale^  nous 
aurons 

a  =  p  arc.  COS.  ^1  —  ^^=:  py  ^ , 

et  par  conséquent 

P=28-     ••'•-..(«) 

Ainsi  les  rayons  de  courbure  de  diverses  sections  normales 
sont  proportionnels  aux  carrés  des  arcs  9  de  ces  sections^ 
comptés  du  point  m  jusqu'à  la  rencontre  de  l'indicatrice  ^ 
ou^  si  Fon  veut^  aux  carrés  des  demi-diamètres  de  Tindica- 
trice^  qui  ne  diffèrent  des  arcs  qui  leur  correspondent^  que 
d'une  quantité  infiniment  petite  du  second  ordre. 

566.  Gela  posé^  la  situation  du  point  m  étant  rappor- 
tée à  trois  axes  rectangulaires  par  les  coordonnées  x^y^z^ 
soit 

réquation  de  la  surface  proposée.  Représentons  par  x+a^ 
y-^^fZ-^t  les  coordonnées  du  point  de  rencontre  de  la 
section  normale  et  de  Tindicatrice;  en  sorte  que  les  quanti- 
tés a  et  6  étant  très-petites,  on  pourra  négliger,  dans  la  théo- 
rie actuelle,  leurs  puissances  et  leurs  produits  au  delà  du 
second  ordre,  par  rapport  aux  puissances  et  aux  produits  d'un 
ordre  inférieur.  On  aura,  d'après  la  formule  du  n»  138, 
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exppei»ion  que  nous  écrirons  pins  siaipleiDent 

en  représentant  pour  abréger  par  p  et  ç  les  coefficients 

diflerenlieis  du  premier  ordre  -r-  et  -r-  ;  et  par   r,  «,  t  les 

dx        ay 

coeflicienls  difiFérenliels  du  second  ordre  -r-:»  -: •   . 

dx-^  djrdy^    dy- 

<Jn  peut  n'garder  «,0,7  comme  des  coordonnées  comptées 

à  partir  du  point  m  sur  des  axes  parallèles  aux  axes  des  x , 

des  y  et  des  x,  L  équation  (61,  dans  une  étendue  très-petite 

autour  de  ce  point,  doit  être  regardée  comme  appartenant  à 

la  surface  proposée. 

De  plus,  réquation  du  plan  tangent  mené  par  le  point  m 

à  cette  surfiEioe  sera,  d'après  le  n*  ii7, 

T  =  P«  +  <?€. ^c) 

On  en  conclut  que  le  plan  de  Tindicatrice ,  mené  parallèle- 
ment au  plan  tangent  à  la  distance  o,  mesurée  suivant  la 

normale,  ou  à  la  distance  ^  vp*  +  g*+  1,  mesurée  suivant 
l'axe  des  z,  aura  pour  équation 


Enfin ,  si  l'on  élimine  y  (^ntre  les  équations  (6)   et  (d)    le 
résultat  de  cette  élimination,  qui  est 

28 VV  +  <y*  +  1  =  ra«  -f.  2ja6  +  £6*,.      .       .      (^j 

sera  évidempeni  Téqu^tioB  de  la  projedion  ém  Tiaclicatrioe 
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sur  le  plan  des  «>&  Ou  voU  que  la  distance  $  est  iofiniment 
petite  du  second  ordre  lorsque  les  quantités  «  et  6  sont  infi- 
niment petites  du  premier  ordre. 

567.  Nous  avons  d'ailleurs 

<,«=p««  +  6«4-Y* (n 

ou^  en  mettant  pour  y  «a  valeur  donnée  par  l'équation  (6), 
et  ne  conservant  que  les  quantités  du  second  ordre  par  rap*' 
port  à  a  et  6, 

a'  =  (1  +  p*)a«  +  2p<ya6  +  (1  +  <y«)6». 

Ainsi  l'expression  (a)  du  rayon  de  courbure  devient,  en  met- 
tant pour  <r*  cette  valeur,  et  pour  2)  la  valeur  qui  se  déduit 
de  l'équation  (c), 

Cette  formule  donnera  le  rayon  de  courbure  d'une  section 

6 
norm^^  quelconque  lorsqu'on  aur^  fixé  le  rapport  >,  c'estr 

à-dire  la  projection  sur  le  plan  des  xy  de  la  tangente  menée 
au  point  m  à  cette  section  normale. 

568.  D'une  section  normale  è  une  autre,  le  rayon  de 
courbure  varie  proportionnellement  aux  carrés  des  demi- 
diamètres  de  l'indicatrice.  Cette  ligne,  dont  la  projection 
sur  le  plan  des  xy  est  donnée  par  l'équation  (e)  du  second 
degré,  est  toujours  disposée  symétriquement  par  rapport 
au  point  tn^  et  les  valeurs  maxima  et  minima  du  rayon 
Je  courbure  correspondront  évidemment  à  ses  diamètres 
i^^tangulaires.  Pour  les  déterminer  de  la  manière  la  plus 


simple,  on  remarquen  qu'en  différentîant  les  équatâons  (^ 
et  (e)  aaxquelles  les  coordonnées  des  points  de  lliMlicatrioe 
doivent  toujours  satisfaire ,  on  a 

0  =  (ra  +  sS^  +  (5«  +  tS^dS. 

De  plus  si  p  9  et  par  conséquent  9,  doivent  être  un  ¥«a-y5*w^wwt 
ou  un  minimum,  on  a  par  l'équation  (/) 

0  =  ada  +  €ci6  +  f dy  ; 

OU,  à  cause  de  la  valeur  précédente  de  dx, 

0  =  («  +  px)dfi  +  (6  +  ^)  rf6. 


Donc 


ra  +  16      j«  +  f6      a(ra  +  j€)  +  6(501  +  £6)  ' 


Or,  la  dernière  de  ces  trois  quantités  est  précisémeiit  le 
second  facteur  de  l'expression  {g)  du  rayon  de  courbure  p. 
Donc,  si  l'on  représente  par  R  la  valeur  maumum  ou  mini- 
mum de  ce  rayon,  et  si  Ton  fiût  pour  abr^er 


on  pourra  écrire 


OU  bien 


Z(ra  +  56)  =  (l  +  P>  +  p<|f6  I 

Z(W  + /6)  =  i^ya  +  (1+ <y«)6  1 (*) 


Nous  en  déduirons  d'abord  en  éliminant  Z , 

— [(i+p«)«--fkrl«"+[4+ç«)r-^(l+p*W«64-t(l+<y«)»-p<rt 

ëqoation  qui  donne  le  rapport  -^  dont  la  valeur  peut  être 
mise  sous  la  forme 

ainsi  qu^il  est  aisé  de  le  vérifier. 

Nous  déduirons  en  second  lieu  des  équations  (h) ,  par  Téli- 
mination  de  «  et  6, 

d'où,  en  se  rappelant  que  R=:Zyp*  +  j«  +  4, 


Les  deux  valeurs  données  par  la  formule  (t)  représentent 
les  tangentes  trigonométriques  des  angles  formés  avec  Taxe 
des  a:  par  les  projections  sur  ie  plan  des  ocy  des  axes  rec- 
tangulaires de  l'indicatrice;  ou  des  lignes  d'intersection 
du  plan  tangent  à  la  surface  avec  les  plans  normaux  qui 
contiennent  le  plus  grand  et  le  plus  petit  rayon  de  courbure. 
Les  deux  valeurs  données  par  la  formule  (A;)  appartiennent 
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à  ces  rayons  mémes^  qui  sont  appelés  généralement  rayms 
de  courbure  principaux. 

Nous  remarquerons  que  les  formules  (t)  et  (k)  donnent  tou- 
jours des  valeurs  réelles;  car  on  a  identiquement 

\{i-hp'm+p')t—(i-\-q')r]'^^\pqr-^{i+p*)s]  \  « 

569.  La  valeur  du  rayon  de  courbure  d'une  section  nor- 
male quelconque  s'exprime  très-simplement  en  fonction  des 
deux  rayons  de  courbure  principaux.  Concevons  en  effet  les 
positions  des  plans  coordonnés,  changées  de  manière  que  le 
plan  des  xy  devienne  parallèle  au  plan  tangent  mené  à  la 
surface  proposée  au  point  m.  On  aura  donc  pour  ce  point 
p  =  0,  ^  =  0,  et  l'équation  (c),  appartenant  à  rindicatrioe, 
se  réduira  à 

Si  de  plus  les  axes  des  x  et  des  y  étaient  placés  de  manière  à 
coïncider  avec  les  axes  rectangulaires  de  Tindicatrice,  on 
voit  par  celte  équation  que  Ton  auiait  «  =  0.  Ainsi ,  en  fiû- 
santp  =  0,  ^  =  0  et  5  =  0,  on  exprime  les  conditions  né- 
cessaires pour  que  les  plans  des  xz  et  des  yx  ooïnddent  avec 
les  plans  des  sections  normales  auxquelles  appartiennent  les 
deux  rayons  de  courbure  principaux.  Dans  ce  cas,  Texpres- 
sion  (g)  du  rayon  de  courbure  d'une  section  normale  quel- 
conque >  se  réduit  à 

_   g* +  6» 

et  en  représentant  par  <p  l'angle  formé  par  le  pkm  de  cette 
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section  normale  avec  les  plans  des  xz^  elle  pi^tullil  la  fbrme 
_  i 

Nous  remarquerons  d'abord  que  cette  expression  donne 

i 

-  =rcoa.*<p  +  fsin.*<p, 

P 

et  que  si  Pon  appelait  p^  le  rayon  de  courbure  appartenant  à 
la  section  normale  ^  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  celui 
de  la  section  à  laquelle  appartient  le  rayon  p,  on  aurait 

—  =  r8in.*9  +  f  cos.*9. 

Pi 


Donc 


1      1 

P       Pi 


équation  très-remarquable,  d'où  Ton  conclut  que  la  somme 
des  inverses  des  rayons  de  courbure  appartenant  à  deux  sec- 
tions normales  quelconques  rectangulaires  est  constante. 
Ainsi  l'on  a  toiyours 

R  et  R|  représentant  les  rayons  de  courbure  principaux. 

D'ailleurs,  l'équation  qui  adonné,  dans  le  n**  .568,  l'ex- 
pression [k)  des  rayons  de  courbure  principaux,  indique  que 
Ton  a  en  général 


(p» + «?• + i)'  ■ 

ri  — «'       ' 


RR,  = , 
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et  par  conséquent 


R 


R»!    ""S     Ri  (^  +  çi  +  i)*  ' 

B70.  Si  maintenant  on  ftit  suocessivement  f  ass  O  et  <p=- 

dans  l'expression  p  = ,    ,  .  ,    ,  ■  du  num^x)  préoé* 

dent,  elle  donnera 

R^J      et       R,  =  J 

pour  les  valeurs  des  rayons  de  courbure  prindpaax  apparie^ 
nant  respectivement  aux  sections  normales  qui  coïncident 
avec  les  plans  des  xz  et  des  yz.  D'où  il  suit  que  rexpresaion 
de  p ,  du  n*  568^  peut  être  remplacée  par  la  suivante  : 

RRj  aRR^ 

P'^R^cofl.^p  +  Rsln.*?'       ^^      '^^RTrT^^TR  — Rj55£5Ç- 

On  connaît  ainsi  la  valeur  du  rayon  de  courbure  d^une  sec* 
tion  normale  quelconque  en  fonction  des  deux  rayons  €le 
courbure  prindpaux,  et  de  l'angle  f  formé  par  cette  section 
normale  avec  celle  qui  contient  le  rayon  R. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  deux  surfoces  qui  se  tou- 
chent en  un  point  donné ,  si  elles  ont  les  mêmes  rayons  de 
courbure  principaux^  ont  en  ce  point  dans  tous  les  sens  un 
contact  du  second  ordre ^  c'est-à-dire  que  toutes  les  séchons 
normales  faites  dans  ces  deux  surfaces  ont  respectivement 
des  rayons  de  courbure  égaux.  On  voit  aussi  que^  dans  une 
étendue  infiniment  petite  autour  d'un  point  quelconque  m 
d'une  surface  9  on  peut  concevoir  cette  surface  comme  pou- 
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vant  être  décrite  de  deux  manières  par  la  révolution  d'un 

arc  de  cercle,  savoir:  i®  par  la  révolution  du  plus  grand  i 

cercle  osculateur  tournant  autour  d'un  axe  tracé  dans  son  { 

plan  perpendiculairement  à  la  normale,  et  passant  par  le  I 

centre  du  plus  petit  cercle  osculateur;  2*  par  la  révolution  du 

plus  petit  cercle  osculateur  tournant  autour  d'un  axe  tracé 

dans  son  plan  perpendiculairement  à  la  normale ,  et  passant 

par  le  centre  du  plus  grand  cercle  osculateur.  En  effet,  les 

deux  surfaces  ainsi  décrites  ont  évidemment  les  deux  mêmes 

rayons  de  courbure  principaux  que  la  surface  proposée. 

571.  Considérons  maintenant  (fig.  55)  une  section  &ite 
obliquement  dans  la  surface  par  un  plan  mené  par  la  tan- 
gente mh  de  la  section  normale  nmn',  à  laquelle  appartient 
le  rayon  de  courbure  p.  Soit  otno'  l'intei^section  de  ce  plan 
oblique  avec  la  surface,  et  oo'  l'intersection  de  ce  même  plan 
avec  le  plan  de  l'indicatrice.*  Désignons  par  cû  l'angle  formé 
par  la  normale  mf  avec  la  perpendiculaire  mg,  menée  dans 
le  plan  oblique  à  la  tangente  mh.  Si  l'on  demande  la  valeur 
du  rayon  de  courbure  de  la  section  oblique  omo',  on  remar- 
quera que  la  différence  des  lignes  nfei  og,  ou  celle  des  arcs 
mn  et  mo ,  est  du  même  ordre  que  la  distance  mf,  c'est-à- 
dire  infiniment  petite  par  rapport  à  ces  arcs  eux-mêmes.  On 
peut  donc  prendre  mn  pour  la  longueur  de  Tare  mo.  Ainsi  le 
rayon  de  courbure  de  la  section  oblique  amo'  étante  d'après  le 
n«  565, 

m? 
2.mg^ 

on  peut  écrire,  au  lieu  de  cette  expression, 
mn'  RRiC08.ci> 

_  =  pCOS.a>  =  j^^^^g^^^g,Q^, 


2. 

C0S.(ii 
2"   ANNÉE.  18 
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Cette  formule  doiine^  d'une  manière  très-simple^  le  rayon 
de  courbure  d'une  section  oblique  quelconque,  faite  daîis 
une  surface,  en  fonction  des  deux  rayons  de  courbure 
principaux;  de  Tangle  7  formé  par  la  tangente  de  la  section 
oblique  avec  le  plan  de  la  section  qui  contient  le  rayon  p  ; 
et  de  l'angle  (»>  compris  entte  le  plan  de  la  section  oblique  et 
la  normale  à  la  surface. 


Des  lignes  de  courbure. 

572.  Les  Sections  normales  correspondantes  aux  axes 
rectangulaires  de  l'indicatrice ,  auxquelles  appartiennent  les 
rayons  de  courbure  principaux,  présentent  une  propriété 
très-remarquable.  Soit  (tig.  56)  non  l'indicatrice,  m  le  centre 
de  cette  courbe,  et  nn  la  trace  d'une  section  nohnale  quel- 
conque. Si  l'on 'voulait  mener  par  le  point  n  une  normale 
à  la  surface,  cette  ligiie  devrait  être  perp^^ndiculaîre  en 
même  temps  à  la  section  normale  projetée  en  nn,  et  à  la 
tangente  ni  menée  à  l'indicatrice  au  point  n.  La  projectîoh 
de  cette  normale  sur  le  plan  de  Tindicatricc  serait  donc  la 
ligne  nk  perpendiculaire  à  ni ,  et  pair  conséquent  la  normale 
dont  il  s'agit  ne  rencontrera  pas  en  général  lâ  normale  à 
la  surface  menée  par  le  point  m.  Mais  les  deux  normales 
se  rencontreront  si  la  trace  nn  coïncide  avec  Pun  ou  Taiitre 
des  axes  rectangulaires  NN,N'N',  de  l'indicatrice.  Ainsi 
en  chaque  point  d'une  surface,  les  sections  normales  aux- 
quelles appartiennent  les  rayons  de  courbure  principaux 
se  distinguent  de  toutes  les  autres  par  une  propriété  carac- 
téristique ,  qui  consiste  en  ce  que  la  normale  à  la  surface 
pour  le  point  dont  il  s'agit,  rencontre  la  normale  pour  un 
point  infiniment  voisin,  pris  sur  l'une  ou  sur  l'autre  de  ces 
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deux  sections.  Le  point  de  rencontre  de  ces  deux  normales 
est  évidemment  le  centre  de  courbure  de  la  section. 

L'existence  dé  cette  {irôprlété  tîeul  êtté  vérifiée  imrnëdîâ- 
(ëthent  de  la  hiaiiière  siiivantë.  Gonàidéroiil  la  liormâle 
menée  à  la  Surface  au  point  fn,  et  Soient  x',y',z'ies  cdor- 
dontlées  d'im  {idint  quelconque  de  cette  li^në.  Ses  équations 
seront  9  d'après  le  n^"  217 , 

0?  — aî' +  p(«  — «')  =a  0 , 

y—y'  +  qiz  —  ^')  =  o; 

et  si  on  les  dîSérentie  par  rapport  à  x^y^t^w  y  regardant 
^fV'f^t  conune  des  constantes  ^  les  équations  obtenues  de 
cette  manière  appartiendront  à  Tintersection  de  cette  droite 
avec  une  droite  infiniment  voisine  qui  satisfera  aux  deux  con- 
ditions d'être  aussi  normale  à  la  surface  >  et  d'avoir  avec  la 
première  normale  un  point  conunun.  Cette  difiërentiation 
donne 

dy  +  dq{z  —  z')  -\-  qdz  =  0  ; 

OU  ^  en  faisant  attention  que  dz=:pdx+qdy,  dpt=:rdx+$dy, 
dqz=^sdx+tdyy 

(1  +  p')dx  +  p'qdy  -F-  {rdx  A-  èdy){z^é)  =  8 , 
•  ^      pqdx  +  (1  +  q^)dy  +  (sdx  +  rdrt(«— «0  =  0. 

En  éliminant  maintenant  jc—j^  entre  œsdeux  demièfds 
équations^  ce  qui  donne 

oii  obtient  tftie  éqtlatfon  à  laquelle  doit  satisfaite  \à  tài^tir  de 
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•y-  appartenant  à  la  projection  horizontale  de  la  courbe  sui- 
dx 


vant  laquelle  il  faut  se  déplacer  sur  cette  surface  pour 
tisfiEÙre  à  la  condition  que  deux  normales  infiniment  voisinee 
soient  comprises  dans  un  même  plan.  Or  cette  équation 
est  précisément  celle  qui  donne  les  deux  valeurs  du  rapport 

6 

-  auxquelles  correspondent  les  rayons  de  courbure  princi- 
paux. On  reconnaît  d'ailleurs  immédiatement  que  les  deux 
valeurs  de  -^  données  par  cette  équation  appartiennent  res* 

pectivement  à  deux  lignes  qui  se  coupent  à  angle  droite 
lorsqu'on  suppose  ^  comme  dans  le  n''  569,  la  position  des 
plans  coordonnés  changée  de  manière  que  le  plan  des  acy 
devienne  parallèle  au  plan  qui  touche  la  surface  au  point 
m.  On  a  alors  p= 0,9=0,  et  l'équation  précédente  se  ré- 
duHà 


®'^^'®-'=' 


les  deux  racines  donneraient  donc  les  tangentes  trigonomé- 
triques  de  deux  angles  suppléments  Tun  de  l'autre^  c'est-à- 
dire  que  les  directions  des  courbes  auxquelles  elles  appar- 
tiendraient seraient  perpendiculaires  entre  elles. 

Si  Ton  élimine  maintenant  -r^  entre  les  deux  équatic>ns  qui 
ont  été  trouvées  ci-dessus,  on  aura 

(rf-5*)(«-«?+l(H-qf*)r-2p<y5+(H-p*XJ(^-^)4-i+p*+^«=0. 

Cette  équation,  réunie  aux  deux  équations  de  la  normale 
donnera  les  coordonnées  aiiy}/^^'  du  point  de  rencontre  des 
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deux  normales  consécutives ,  c'est-à-dire  du  centre  de  cour- 
bure. Gonune  elle  est  du  second  degré,  chacune  de  ces  coor- 
données aura  en  général  deux  valeurs^  en  sorte  qu'il  y  aura 
sur  la  même  normale  deux  centres  de  courbure  appartenant 
respectivement  aux  sections  rectangulaires  déterminées  par 
l'équation  précédente.  Quant  à  la  grandeur  du  rayon  de 
courbure,  si  on  la  désigne  comme  ci-dessus  par  R^  on  a 
évidemment 

R 


-*  = 


^/TfpTf-qi' 


L'équation  que  Ton  vient  d'obtenir  s'accorde  donc  avec 
celle  qui  a  été  trouvée  n^  568 ,  et  dont  on  a  déduit  l'ex- 
pression (k)  des  rayons  de  courbure  principaux  de  la 
surface. 

573.  On  voit^  par  ce  qui  précède,  qu'après  s'ôtrc  placé 
en  un   point  quelconque  d'une  surface  donnée ,  on  peut 
passer  de  ce  point  à  un  point  voisin  suivant  deux  directions 
qui  forment  entre  elles  un  angle  droit,  avec  la  condition 
que  les  normales  menées  à  la  surface  par  les  deux  points 
seront  comprises  dans  le  môme  plan  et  se  rencontreront. 
Après  s'être  ainsi  transporté  dans  un  second  point  on  peut 
passer  à  un  troisième,  puis  à  un  quatrième,  et  ainsi  de 
suite,  en  s'assujettissant  toujours  à  la  même  condition.  On 
tracera  de  cette  manière  sur  la  surface  une  ligne  continue , 
que  l'on  a  nommée  ligne  de  courbure,  et  dont  la  considé- 
ration est  importante.  11  existe  ainsi,  pour  chaque  point 
d'une  surface,  deux  lignes  de  courbure,  qui  se  coupent  à 
angle  droit  dans  ce  point.  En  concevant  toutes  ces  lignes 
tracées  sur  la  surface ,  on  voit  qu'elles  la  divisent  en  deux 
systèmes  de  zones,  dont  le  croisement  forme  des  figures 
rectangulaires.  Les  deux  lignes  de  courbure  qui  se  coupent 
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eu  chaque  point,  corr^spond^i^t  aux  sections  nqrin^les   de 
plp^  gcaud^  et  de  plus  p^tj^  cqur^ure,  c'est-à-dire   aux 
8ectwn$  normal^  principales, 
VéqqatiQu 

qui  a  été  obtenue  précédemment ,  est  Téquation  diffVèc^n-r 
tielle  de  la  projection  des  lignes  de  courbure  sur  le  plan  des 

xy.  Comme  elle  est  du  second  degré  par  rapport  à  -~^  son 

intégrale  contiendra  une  constante  arbitraire  élevée  au  quan^  * 
et  si  Ton  veut  déterminer  cette  constante  de  manièpe  à  ftkîre 
passer  la  ligne  de  coubure  par  un  point  donné  de  la  sur* 
face^  on  trouvera  deux  valeurs  qui  appartiendront  respecti- 
vement aux  lignes  de  courbure  de  chaque  système. 

En  éliminant  r  et  I  au  moyen  des  relations  dp^srda;-{-sdy , 
4g=:adX'^tdy ,  et  en  se  rappelant  que  dz:=pix+qdy  ,  cette 
équation  prend  la  forme 

4p{du  -f  qdz]  =^  dq{dx  +  pdz) 

qui  doit  être  remarquée. 

574.  L'examen  des  diverses  figures  que  peut  affecter  la 
coiurbe  appelée  indicatrice  est  très-propre  à  faire  juger  des 
modifications  que  présente  la  courbure  des  surfaces.  L'é- 
quation (6)  du  n"  566,  dans  laquelle  on  n'a  conservé  que 
les  termes  du  second  ordre  en  a  et  6^ 

T  =  P«  +  g6  +  J(r«'  +  25a6  f  (6«). 

apparti^ïit  ^  u^e  s^^i^ce  du  swmd  degré;  4'ou  Vqu  conclut 


—  i79  — 

qu'une  tellp  surface  peut  en  général  avoir  dans  toutes  las 
directions  autour  d'un  point  quelconque  une  osculation 
du  second  ordre  avec  la  surface  proposée.  La  surface  pro- 
posée et  la  surface  du  second  degré  osculatrice  doivent  être 
regardée^  conune  se  confondant  Tune  avec  l'autre  dans 
une  étendue  infiniment  petite  autour  du  point  m,  et  Tin- 
dicatriqe  comme  appartenant  à  l'une  et  à  l'autre.  L'équa- 
tion (e)  de  la  projection  de  Vindicatrice  sur  un  plan  paral- 
lèle au  plan  des  ory  a  été  donnée  n°  566  :  nous  l'écrirons 
simplement 

D  =  ra«  -f  25a6  +  t^  , 

en  faisant  pour  abréger  D  =  28v/;>*  +  ^*  +  *  5  ce^^  équation 
résolue  par  rapport  à  6  donne 


6= 

575.  Si  la  fonction  rt—s*  est  positive,  rindicîjtrice  est 
une  ellipse  9  et  la  surface  osculatrice  du  second  degré  est 
un  ellipsoïde.  Tous  les  diamètres  de  Tellipse  étant  réels, 
les  quarrésde  ces  diamètres,  auxquels  les  rayons  de  courbure 
des  seotions  normales  sont  proportionnels ,  sont  tous  positifs. 
Toutes  les  sections  normales  ont  leurs  courbures  tournées 
dans  le  même  sens.  Le  même  résultat  se  conclut  de  l'expres- 
sion (k)  du  n'  568. 

576.  Si  la  fonction  rt — «'  est  négative,  Tindicatrice  est 
une  hyperbole,  et  la  surface  osculatrice  du  second  degré 
est  un  hyperboloïde.  Les  diamètres  de  Findicatrice,  ayant 
leurs  quarrés  positifs,  tandis  que  les  diamètres  imaginaires 
ont  leurs  quarrés  négatifs,  les  deux  courbures  princi- 
pales de  la  surface  sont  tournées  en  sens  contraires;  et  en 
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gèoénày  parmi  lesdîrerses  sectioiisiMmiales,  les  nues  ont 
leur  cuurbure  toaiDée  dans  on  sens,  les  antres  dans  le  sens 
opposé.  Les  asymptotes  de  Ili3rperix)le,  dans  b  dii^eeliop 
desqndles  la  oombnre  est  nnlle,  séparent  les  sectîoQs  nor- 
males qoi  ont  respectirement  leur  eoorbare  tonmée  daos  on 
sens  on  dans  Tantre. 

On  obtiendra  la  direction  de  œs  asymptotes  en  égalaDt  à 
zéro  le  dénominatear  de  Texpression  Ig)  dn  n*  a67 ,  ee  qui 
donne 

r**  +  2sa6  +  /€»  =  0. 


Ainsi  Féqnatîon  diffoentieile 


£ 


it)'-'- 


appartient  à  la  projection  sor  le  plan  des  ory  des  oourfoes  tra- 
cées sor  la  sar&ce  proposée  dans  le  sens  desqu^es  la  cour- 
bure est  nulle  y  ou  le  rayon  de  courbure  infini. 
L'équation  différentielle 

dz  =  pdx  +  qdy 

appartient  également  an  plan  tangent  à  la  surface  aa  point 
m,  et  à  la  sur&ce  elle-même;  on  en  déduit 

d*z=^dp.dx-\-dq,dy^      ou     rf*^  =  rdx*  +  25ilyda? -f-  ^rf^a 
Biais  on  a  pour  le  plan  tangent  d^x  =  ù:  donc  en  écrivant 
nte*  +  ^sdydx  +  tdy'^  =  0 , 

on  établit  entre  dx  ^  dy  une  relation  qui  appartient  à  la 
ligne  d'intersection  de  la  sutface  proposée  et  de  son  plan 
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tangent.  Ainsi  dans  les  surfaces  du  genre  de  celles  dont  il 
s'agit^  c'est-à-dire  lorsque  les  deux  courbures  principales 
sont  dirigées  en  sens  contraires ,  la  surface  est  coupée  par 
son  plan  tangent  suivant  deux  lignes  dont  les  directions 
coïncident  avec  les  asymptotes  de  Tindicatrice. 

L'angle  compris  entre  ces  asymptotes  peut  faire  juger  du 
rapport  des  deux  courbures.  En  eifet^  le  rapport  des  deux 
axes  de  l'byperbole  étant  exprimé  par  la  tangente  trigono- 
métrique  de  cet  angle  ^  le  rapport  des  rayons  de  courbure 
principaux  le  sera  par  le  carré  de  cette  tangente  trigonomé- 
trique. 

•577.  Si  la  fonction  rt — <*  a  une  valeur  nulle  ^  Texpression 
de  ^  du  n"  574  se  réduit  à 

g      —  ja  d=  y/Dt 
6  = 

et  représente  le  système  de  deux  lignes  droites^  formant 
avec  l'axe  des  x  un  angle  dont  la  tangente  trigonométrique 

est -•  L'indicatrice  est  donc  formée  ici  de  deux  lignes 

droites  parallèles,  et  la  surface  osculatnce  du  second  degré 
est  une  surface  cylindrique.  Tous  les  diamètres  de  l'indica- 
trice étant  réels,  la  surface  a  toutes  ses  courbures  dirigées 
dans  le  môme  sens;  mais  la  courbure  est  nulle  dans  le  sens 
des   lignes  droites  dont  il  s'agit.  En  effet,  en  supposant 

y.^ .8*  =  0  dans  l'expression  (k)  du  n'  568,  qui  donne  les 

valeurs  des  rayons  de  courbure  principaux^  on  voit  que 
Tune  des  racines  de  cette  équation  est  alors  finie,  l'autre 
infinie^  et  qu'elles  sont  de  même  signe.  La  propriété  d'avoir 
un  contact  du  second  ordre  avec  une  surface  cylindrique, 
appartient    aux   surfaces    appelées    développables ,   et    les 
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caructérise.  L'équation  aux  difFéreocefi  pariieU^s  du  second 
ordre 

qui  exprime  cette  propriété ,  convient  à  toutes  les   surfaces 
de  ce  genre. 

578.  Les  deux  valeurs  de  R  données  par  l'expression  (4) 
du  n"*  568  seront  égales  et  de  même  signe  si  l'on  a 

[(1  +  q^y-^pqs  4-  (1  +p*)fP-Û(l  +p»  +  <7')frf  —  *«)  =  o. 

Gette  dernière  équation  exprime  donc  la  oondittoa  néces- 
saire pour  que  les  deux  rayons  de  courbure  principaux 
soient  égaux  entre  eux  et  dirigés  dans  le  même  sens.  L'ex- 
pression de  p  du  n*"  570  montre  que  d^ns  ce  cas  les  rayons 
de  courbure  de  toutes  les  sections  normales  sont  égaux 
entre  eux.  Les  points  d'une  surface  où  cette  circonstance 
se  présente,  et  dans  lesquels  Tindicatrice  est  un  cercle 
sont  ordinairement  très-remarquables  :  on  leur  a  donné 
le  nom  d^ombilics.  Il  importe  d'observer  que  d'après  la  re- 
marque qui  a  été  faite  à  la  fin  du  n*  568,  Féqviation  précé- 
dente ne  peut  pas  subsister,  à  moins  que  Ton  n'ait  séparé- 
ment les  deux  équations 

lesquelles  entrainent  la  suivante 

On  peut  se  convaincre  d'ailleurs  que  Fégalité  des  deux  rayoii« 
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de  couAure  principaux  entraine  toujours  l'existence  de  la 
double  é({uation 

i-hp^  _pq  _i-}-f 
r  s  t     * 

en  remarquant  que  la  formule  du  n"^  57Û  prouvant  que  les 
rayons  de  courbure  de  toutes  les  sections  normales  sont 
alors  égaux  entre  eux,  il   est  nécessaire  que  le  rapport 

-  disparaisse  dans  l'expression  (^)  du  n°  567^  ce  qui  ne 

a 

pourrait  avpir  lieu  si  c^tte  dout^le  équation  q'existajt  point. 

Cette  c|Q^ble  équf^tion  rendaiît  identique  ^éq^f^tio^  du 

g 

n^  568  dont  dépend  Vexpression  de  -^  ou  (ce  qui  est  la 

et  ' 

.même  chose),  Téquation  du  n"  572,  dont  dépend  Texpres- 

dy 
§iQn  fie  -^  qui  cqnvient  aux  directions  des  lignes  de  cour- 
bure principales,  on  ne  peut  plus  rien  conclure  relativement 
à  oes  directions.  Q  existe  des  ombilics  où  il  ne  passe  qu'une 
seule  ligne  de  courbure  principale,  d'autres  où  il  en  passe 
un  nombre  fini  plus  grand  que  deux,  d'autres  enfin  où 
un  nombre  infini  de  lignes  de  courbure  se  croisent  dans 
toutes  les  directions.  Les  sommets  ou  pôles  des  surfaces 
de  révolution  sont  dans  ce  dernier  cas.  La  distinction  des 
divers  cas  qui  se  présentent  peut  se  déduire  de  l'équation 
même 

dont  il  s'agit,  en  la  dififérentiant  successivement  par  rap- 

dy 
port  à  -P  et  y,  -T^  étant  regardé  comme  constant.  On  ob- 


fient  ainsi  des  équations  da  troisiènie •  da  qmtnènw*  Hr.^ 

dy 
degré  par  rapport  à  -p  ,  qui  donneront  les  Taleors  propres 

à  mettre  en  évidence  les  véritables  directkms  des  lignes  dp 
courbure. 

La  surface  q^érique  est  la  seule  pour  tous  les  points  de  la- 
quelle on  ait  la  relation 

L±^  =  ?î  =  i±^ 
r  s  t     ' 

579.  Les  deux  valeurs  de  R  données  par  la  formule  {k)  de 
n*  568,  seront  égales  et  de  signes  contraires  si  l'on  a 

(1  +  ^•)r— 2p«y5  +  (1  +  P»)«  =  0. 

Dans  ce  cas  les  deux  courbures  principales  sont  égales  et 
dirigées  en  sens  opposés.  L'indicatrice  est  une  h3fperboIe 
équilatère.  Les  sections  normales,  placées  symétiiqueoieDt 
par  rapport  aux  axes  ou  aux  asymptotes  de  cette  hypeibole^ 
présentent  des  courbures  égales  entre  elles.  Les  lignes  dans  le 
sens  desquelles  la  courbure  est  nuUe,  se  croisent  à  angle 
droit  comme  les  lignes  de  courbure  principales.  L'équation 
précédente  ne  dififère  point  d'ailleurs  de  celle  qui  a  été  trouvée 
n*  517^  pour  l'expression  de  la  condition  que  l'aire  de  la  sur- 
face comprise  dans  un  contour  quelconque  soit  un  minimum. 
Ainsi  les  surfaces  qui  satisfont  à  cette  condition  ont  la  pro- 
priété d'avoir  dans  tous  leurs  points  leurs  denx  rayons  de 
courbure  principaux  égaux  et  dirigés  en  sens  contraires,  pro- 
position digne  de  remarque. 
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De  la  surface  lien  des  centres  de  courbure, 

580.  Un  point  m  étant  pris  sur  une  surface  donnée,  con- 
cevons les  deux  lignes  de  courbure  qui  se  croisent  en  ce  point, 
et  le  plan  normal  qui  est  dirigé  dans  le  sens  de  Tune  des 
lignes  de  courbure.  Si  l'on  admet  que  ce  plan  se  meut  dans 
l'espace  sans  cesser  d'être  normal  à  la  surface  proposée^  et 
tangent  à  la  ligne  de  courbure  dont  il  s'agit,  l'espace  qu'il 
décrira  aura  pour  enveloppe  une  surface  développable, 
coupant  à  angle  droit  la  surface  proposée.  Cette  surface 
développable  sera  le  lieu  de  toutes  les  normales  à  la  surface 
proposée^  menées  par  la  ligne  de  courbure,  et  ces  normales 
en  seront  les  caractéristiques.  Les  intersections  des  normales 
consécutives  traceront  sur  la  surface  développable  une  de 
ces  lignes  remarquables  que  l'on  a  désignées  sous  le  nom 
d'arêtes  de  rebroussement,  L'arôte  de  rebroussement  sera  le 
lieu  des  centres  de  courbure  correspondants  aux  différents 
points  de  la  ligne  de  courbure  qui  a  servi  de  directrice  au 
mouvement  du  plan  normal. 

En  concevant  également  le  plan  normal  à  la  surface  au 
point  m,  qui  est  dirigé  dans  le  sens  de  la  seconde  ligne  de 
courbure,  et  admettant  de  même  que  ce  plan  se  meut  sans 
cesser  d'être  normal  à  la  surface  et  tangent  à  cette  ligne,  on 
obtiendra  une  autre  sur&ce  développable  qui  sera  le  lieu  des 
normales  à  la  surface  proposée,  menées  par  les  points  de  la 
seconde  ligne  de  courbure,  et  dont  l'arête  de  rebroussement 
sera  le  lieu  des  centres  de  courbure  correspondants  à  ces 
points. 

On  peut  se  représenter  construites  dans  l'espace  toutes  les 
surfaces  développables  appartenant  au  premier  système  de 
Ijgn^  de  courbure  de  la  sur&ce  proposée,  et  toutes  les  sur* 
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faces  développables  appartenant  au  second  système  de  ces 
lignes  de  courbure.  Les  surfaces  dëveloppables  dii  premier 
système  couperont  partout  à  angle  droit  celles  du  second. 
Les  deux  systèmes  de  surfaces  dotit  il  s'af^t^  partageront 
l'espace  en  parties  rectangulaires  d'une  longueur  infinie,  dans 
le  sens  des  normales  à  la  surface  proposée.  La  suite  des  arêtes 
de  rebroussement  des  surfaces  dévelo|)pable8  appai*teliant  au 
premier  système  formera  elle-même  une  autre  surface ,  sur 
laquelle  se  trouveront  tous  les  centres  de  Tune  des  courbures. 
La  suite  des  arrêtes  de  rebrouSdëment  des  sutfacès  détëlop- 
pables  appartenant  au  second  système  des  lignes  de  cour- 
bure formera  également  iine  seconde  surface^  qui  sera  le  lieu 
de  tous  les  centres  de  l'autre  courbure.  Les  surface^  lleti  des 
centres  de  courbure  soUt^  par  rapport  à  la  surface  {liroposée^ 
ce  que  la  développée  d'une  courbe  plane  est  par  rappoH  à 
cette  courbe. 

58i.  Les  équatlond  des  surfaces  dofit  on  tient  de  parlée 
peuvent  être  obtenues  eomuie  il  âUit.  Hepretidnâ  les  équatlbtis 
de  là  normale  du  11''  572  : 

et  les  suivantes 

qui  en  ont  été  déduites.  L'équation  (2J  aux  différences  Mtli- 
naires  entre  les  variables  a?  et  y  appartient  aux  projections  sur 
le  plan  des  xy  des  lignes  de  courbure  de  la  surface  prdfjosëè 
Cette  équation  du  premier  ordre  et  do  second  degré  par  raïf  I 
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port  au  coefficient  -^  étant  intégrée,  son  intégrale  sera  com- 
ax 

plétée  par  une  constante  arbitraire  qui  s^y  troutera  éieTée  au 
second  degré.  En  déterminant  donc  cette  constante  de  maliière 
à  faire  passer  une  ligne  de  courbure  par  un  point  donné,  00 
irouTera  deux  valeurs,  correspondant  respectifement  aux 
deux  lignes  de  courbure  qui  se  croisent  dans  tous  les  points 
de  la  surface.  Indiquons  pour  abréger  par  (2^)  l'intégrftlf^ 
gteérale  de  l'équation  (2)  dont  il  s'agit.  Il  est  tisible  qu'en 
éliminant  x^  y,  m  entre  Téquation  de  la  surface  proposée,  les 
équations  (i)  et  l'équation  {^)^  Téquation  restante  en  j?',  y',  jk', 
appartiendra  aux  surfaces  développables  normales  qui  codpent 
la  surface  suivant  ses  lignes  de  courbure.  Elle  donnera  l'une 
quelconque  de  ces  surfaces  développables  en  y  déterminant 
convenablement  la  constante  arbitraire  qui  s'y  trouve  con- 
tenue. 

582.  L'équation  (3)  est  une  équation  primitive  en  œ,  y,  x, 
et  z'.  Elle  doit  donner  la  valeur  de  x',  appartenant  au  pomt 
d'intersection  de  deux  normales  consécutives,  c'est-à-dire  au 
centre  de  courbure.  En  éliminant  x,  y,  z  entre  l'équation  de  la 
surface  proposée,  les  équations  (1)  et  l'équatibn  (3),  on  aura 
donc  en  x',y'  et  z'  l'équation  de  la  surface  lieu  des  centres  de 
courbure.  Cette  équation  montera  ad  second  degré  par  rap- 
port à  z'.  Si  elle  peut  se  décomposer  en  deux  facteurs,  on 
obtiendra,  en  les  égalant  séparément  à  zéro^  les  équations 
distinctes  de  deux  surfaces  qui  contiendront  respectivènient 
les  centres  de  l'une  et  de  l'autre  courbure  de  la  surface  pro- 
posée. Si  cette  décomposition  n'a  pas  lieu;  les  centres  des 
deux  courbures  se  trouveront  placés  sur  deux  nappes  appar- 
tenant à  une  surface  unique. 

Une  normale  quelconque  à  la  surface  proposée  touche  à  la 
fois  les  deux  nappes  qui  contiennent  respectivement  les  centres 
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de  l'une  et  de  l'autre  courbure,  et  si  Ton  mène  par  cette  nor- 
male deux  plans  tangents  à  ces  deux  nappes,  ces  plans  se 
couperont  à  angle  droit.  Donc  les  deux  nappes  de  la  sur- 
face lieu  des  centres  de  courbure  sont  toujours  telles,  qu'étant 
regardées  d'un  point  quelconque,  leurs  contours  apparents 
paraissent  se  croiser  à  angles  droits.  Ainsi  une  surface  quel- 
conque n'est  pas  propre  à  devenir  le  lieu  des  centres  de  oour- 
bure  d'une  autre  surfoce  ;  on  peut  prendre  arbitrairement  le 
lieu  des  centres  de  Tune  des  courbures  ;  mais  la  surface  qui 
contiendrait  les  centres  de  l'autre  courbure  doit  être  telle 
que  son  contour  apparent  paraisse  toujours  couper  celui  de 
la  première  à  angle  droit. 

583.  Lorsque  la  surface  qui  contient  les  centres  de  Tune 
des  courbures  coupe  la  surface  qui  contient  les  centres  de 
Tautre  courbure,  les  points  d'intersection  appartenant  égale- 
ment à  l'une  et  à  l'autre  courbure,  répondent  aux  points  de 
la  surface  proposée,  pour  lesquels  les  deux  rayons  de  cour- 
bure principaux  sont  égaux  entre  eux,  points  qui  sont  déter^ 
minés  par  l'équation 

1(1  +  <3f')r-2p<y/+ (1  +  P«)r]«-4{1 +p»  +  <y«)(rr— 5«)  ==  0  , 

comme  on  l'a  vu  n*"  578.  Cette  équation  donne  la  projfM^tion 
sur  le  plan  des  ory  de  la  ligne  des  courbures  sphériqttes  sur  la 
surface  proposée. 

584.  Chacune  des  arêtes  de  rebroussement  des  surfaces 
développables  normales,  dont  la  réunion  forme  les  deux 
nappes  de  la  surface  lieu  des  centres  de  courbure,  est  une  ligne 
de  plus  courte  distance  sur  cette  dernière  surface.  En  efiPet 
le  plan  passant  par  deux  normales  consécutives,  appartenant 
à  l'une  de  ces  surfaces  développables  normales,  est  en  même 
temps  le  plan  osculateur  de  l'arête  de  rebroussement   au 
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point  d'intersection  de  ces  deux  normales,  et  perpendiculaire 
au  môme  point  à  la  nappe  de  la  surface  lieu  des  centres  de 
courbure^  sur  laquelle  cette  arête  de  rebroussement  est  placée. 
Or  le  caractère  de  la  ligne  de  plus  courte  distance  sur  une 
surface  quelconque  consiste  en  ce  que  le  plan  osculateur  de 
cette  ligne  soit  en  même  temps  normal  à  la  surface. 

Concevons  un  fil  dont  une  extrémité  est  fixée  sur  un  point 
de  la  ligne  d'intersection  des  deux  nappes  qui  contiennent 
respectivement  les  centres  de  Tune  et  Tautre  courbure.  En 
tendant  ce  fil,  et  le  faisant  mouvoir  de  manière  qa'W  soit  en 
partie  plié  sur  cette  intersection^  et  que  là  portion  libre  soit 
dirigée  dans  le  sens  de  la  tangente^  Pextrémité  opposée  décrira 
la  ligne  des  courbures  sphériques  sur  la  surface  proposée.  Si 
Ton  fait  ensuite  mouvoir  le  même  fil  de  manière  qu'il  soit  en 
partie  plié  sur  l'intersection  des  deux  nappes  dont  on  vient  de 
parler^  et  en  partie  sur  l'une  ou  sur  Tautre  de  ces  nappes^ 
Fextrémité  pourra  se  transporter  dans  tous  les  points  de  la 
surface  proposée,  qui  peut  ainsi  être  décrite  de  deux  manières 
différentes  par  le  mouvement  d'un  fil  plié  sur  la  surface  lieu 
des  centres  de  courbure,  comme  l'est  une  courbe  par  le  mou- 
vement d'un  fil  plié  sur  sa  développée. 

exemple  de  la  détermination  des  lignes  de  courbure 
et  des  rayons  de  courbure. 


585.   Soit 


réquation  de  la  surface  proposée.  Cette  surface  est  un  para- 
boloîde  dont  l'axe  des  x  est  l'axe  principal.  Les  sections  faites 

2«  ANN^e.  19 
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parallèlement  au  plan  des  xy  sont  des  ellipses  ayant  leuts 
axes  dirigés  dans  le  sens  des  x  et  dans  le  sens  des  y.  La  lon- 
gueur des  demi-axes  de  ces  sections  dans  le  sens  des  a?  est 
^2ar,  et  la  longueur  des  demi-axes  dans  le  sens  des  y  est 
v/26«.  Nous  supposerons  ici  a  >  6. 
Nous  aurons 


àz  y  à}^ A 

d^_         i 


et  ces  valeurs  étant  substituées  dans  l'équation  des  lignes  de 
courbure 

qui  a  été  trouvée  n'  372,  il  viendra 

Cette  équation,  en  posant  pour  abréger 
s'écrira 

elle  appartient  à  la  projection  des  lignes  de  ceurbure  de  la 
surface  proposée  sur  le  plan  des  ocy. 
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Pour  rintégrer,  on  la  différeniiera  d'abcurd,  ce  qui  don- 
nera 

puis  on  éliminera  B  entre  cette  équation  du  second  ordre  et 
réquation  (m).  La  constante  A  disparaîtra  également  du  ré- 
sultat de  l'élimination^  et  Ton  trouvera 

'['S-(i)*]-»g=- 

Cette  dernière  équation  étant  multipliée  par  le  facteur  — 
devient 

Xd  y^^v^d  X 
^^^dx^di^'^ 
-5 =  0, 


dont  le  premier  membre  est  la  différentielle  exacte  de  -  -p. 
On  a  donc  y  en  intégrant  une  première  fois^ 

et  en  intégrant  une  seconde  fois 

y*  =  eue*  +  6 , 

a  et  ^  étant  deux  constantes. 

L'équation  y» =aa;'  +  6  est  l'intégrale  générale  de  Téqua- 
tion  (fn)'  Mais  comme  cette  dernière  n'est  que  du  premier 
ordre ,  son  intégrale  ne  doit  contenir  qu'une  seule  constante 


arbitraire.  L'uïie  des  constantes  a,  6,  est  déterminée  par  la 
condition  que  Véquation  y*  =  flar*  +  6  satisfasse  à  l'équa- 
tion (m).  En  substituant  donc  dans  l'équation  les  valeurs 


dy     _^       <*x 


on  trouve  pour  condition 

A«6  —  Ba  +  6  =  0  , 
d'où 

^  =  Â^'       ^^^^^''^       '"=     aa  +  b     ■ 

L'équation  sous  forme  finie  des  lignes  de  courbure  est  par 
conséquent 

-  .  ab(a  —  6)a 

dans  laquelle  a  est  la  constante  arbitraire. 

586.  Si  Ton  veut  déterminer  la  constante  a  de  manière 
que  réquation  (n)  appartienne  à  une  ligne  de  courbure,  pas- 
sant par  un  point  donné  de,  la  surface  proposée  dont  les 
abscisses  seraient  a/  et  y',  on  fera  x  =  af,  y  =  y'  dans 
cette  équation,  et  on  la  résoudra  par  rapport  à  a,  ce  qui 
dopnera 

en  posant 

c  =  bas^  —  ay^  +  a6(a  —  6). 

Ainsi  Ton  trouvera  toujours,  pour  la  constante  a,  deux  va- 
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leurs  réelles^  l'une  positive  et  l'autre  négative;  et  ces  valeurs 
étant  substituées  dans  l'équation  (n)  donneront  respective- 
ment les  équations  des  projections  des  deux  lignes  de  cour- 
bure qui  se  croisent  dans  le  point  auquel  appartiennent  les 
abscisses  (ïd  ^  %f. 

La  valeur  positive  de  a  donnera ,  pour  les  projections  du 
premier  système  des  lignes  de  courbure,  des  hyperboles 
ayant  leur  axe  réel  dirigé  dans  le  sens  de  Taxe  des  y^  dont  les 
équations  seront 

,         ,  ,  ab{a—b)oL 

M*  =  OUT*  A ^ — . 


lahia — 6)a 
La  grandeur  du  demi-axe  est  Kl .    .  La  plus  petite 

valeur  que  puisse  prendre  ce  demi-axe  est  0,  ce  qui  répond 
aux  cas  où  Ton  supposerait  x*  très-grande  et  xf  très-petite  : 
les  deux  branches  de  l'hyperbole  se  confondent  alors  avec 
Taxe  des  x.  La  plus  grande  valeur  que  puisse  prendre  ce 
demi-axe  est  ^b[a  —  6),  ce  qui  répond  au  cas  où  la  valeur 
positive  de  a  serait  infinie^  parce  que  l'on  aurait  supposé  x' 
très-petite  et  \f  très-grande.  L'hyperbole  s'écarterait  alors 
très^peu  de  Taxe  des  y.  Si  Ton  porte  donc  sur  Taxe  des  y 
de  part  et  d'autre  de  l'origine  une  distance  égale  à  ^b{a — 6)  ^ 
on  aura  deux  points  ^  au  delà  desquels  les  sommets  des  hy- 
perboles qui  donnent  le  premier  système  des  lignes  de  cour- 
bure ne  pourront  pas  être  placés. 

La  valeur  négative  de  a  donnera  pour  les  projections  du 
second  système  de  courbure ,  des  ellipses  ayant  leurs  axes 
rectangulaires  dirigés  dans  le  sens  de  l'axe  des  x  et  de  l'axe 
des  y,^"^  d^^^  ^^^  équations  seront 


,  _  ,  ab{a  —  b)oL 


aoL  —  b 
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La  grandeur  du  demi-axe,  idacé  dans  te  «ens  de  Taxe  des  m  y 


— i^? — 5-^,  et  la  grandeur  du  demi-axe,  placé  daps 


an — b 


^   fabia — 6)a  _^  _ 

le  sens  de  l'axe  des ;^,  est  W     \_^  >  «»  sorte  que  le 

rapport  de  ces  deux  axes  est  égal  à  v/«.  En  supposant  œ' 
extrêmement  grande,  la  valeur  négative  de  a  est  à  fort  peu 

près  égaie  à  -,  ce  qui  est  la  plus  petite  valeur  absolue  que 

Ton  puisse  attribuer  à  cette  quantité.  A  mesure  que  a:'  di- 
minue, la  valeur  absolue  de  a  augmente,  pourvu  que  la 
quantité  c  demeure  positive ,  et,  cette  condition  étant  satis- 
faite, «  deviendra  infiniment  grande  quand  xf  sera  sup- 
posée infiniment  petite.  Alors  Taxe  de  Tellipse,  placé  dans 
le  sens  dex a?,  sera  infiniment  petit,  et  la  moitié  de  Taxe, 
placé  dans  le  sens  de»  y,  sera  égale  à  >Jh[a—b).  Il  n'est  pas 
possible,  d'ailleurs,  de  supposer  h  la  fois  x'  assez  petite  et  y' 
asse;^  grande  pour  que  la  quantité  e  devenant  négative ,  la 
valeur  de  «  puisse  devenir  aussi  petite  qu'on  le  voudrait;  car 
l'équation  des  lignes  de  courbure  ne  donne  qu0  des  valeurs 
imaginaires  quand  «  étant  supposée  négative,  on  attribue  à 

cette  constante  une  valeur  absolue  moindre  que  -.  On  voit 


que  les  points  placés  sur  l'axe  des  y,  à  la  distance  sjb{a — h) 
de  l'origine,  forment. ici  une  limite  commune  que  les  som* 
mets  des  deux  systèmes  de  lignes  de  courbure  ne  peuvent 
dépasser  dans  un  sens  ou  dans  l'autre. 

Les  axes  des  x  et  des  y  sont  au  nombre  des  lignes  qui 
appartiennent  aux  projections  des  deux  systèmes  de  lignes 
de  courbure  du  paraboloïde. 

587.  L'équation  générale  de  la  projectiori  de  riudicatrice 


devient  ici 
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^      «"      P* 


cette  projectioQ  appartient  toujours  ^  une  ellipse^  ainsi  que 
le  comporte  la  nature  de  la  surface  proposée,  dont  les  deux 
courbuf  68  sont  dans  toute  son  étendue  dirigées  dans  le  même 


Quant  à  la  relation 

r  s  t     ' 

qui^  diaprés  le  n°  578^  doit  subsister  dans  les  ombilics, 
c'est-à-dire  dans  les  points  où  tous  les  rayons  de  courbure 
sont  égaux ,  elle  devient 

g'  +  a?'  _  a?y  _  6*4-  y* 
a      ~T~     b     ' 

Cette  relation  ne  peut  être  satisfaite  qu'en  supposant  a:  =  0 
et  y  =  v^6(a  —  b),  c'est-à-dire  pour  les  points  de  la  surface 
qui  séparent  les  sommets  des  ellipses  et  des  hyperboles  appar- 
tenant respectivement  aux  deux  systèmes  de  lignes  de  cour- 
bure. Les  deux  points  dont  il  s'agit  sont  les  seuls  ombilics 
que  la  surface  proposée  puisse  présenter.  L'indicatrice  y  doit 
être  circulaire;  en  effet,  le  plan  tangent  est  en  ces  deux 
points  parallèle  aux  deux  systèmes  de  plans  qui  coupent  le 
paraboloïde  suivant  des  cercles. 

588.  A  l'égard  des  valeurs  des  rayons  de  courbure  princi- 
paux^ on  trouvera,  en  substituant  les  expressions  des  coeffi- 
cîfiots  difiërefitiek  p,q,rj»^  i  qui  mi  ^  cloiinées  n""  S85 
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dans  rexpression  {k)  du  n"  568  : 


—ivf^î^r-ï^^'^ 


589.  Lorsqu'il  s'agira  d'un  parabolofde  de  révolution  ,  les 
deux  quantités  désignées  par  a  et  6  seront  égales  entre  elles. 
L'expression  de  a  du  n""  586  se  réduira  à 


a  = 


f-=\/{^^'*'i- 


OU  bien 

v" 
La  valeur  positive  de  a  est  donc  ^.  L'équation  des  projec- 
tions hyperboliques  du  premier  système  des  lignes  de  cour- 
bure se  réduit  à 

«ji 


v=^.^. 


et  appartient  au  système  de  deux  lignes  droites  qui  se  croisent 
à  l'origine  des  coordonnées. 

Quant  à  la  valeur  négative  de  a,  elle  est  — 1.  Ainsi  l'équa- 
tion des  projections  elliptiques  du  second  système  des  lignes 
de  courbure  devient 

y«  =  — ««-h^,         ou       y*  +  a?»=? 
0  0 

qui  appartient  à  un  cercle  dont  le  centre  est  placé  à  l'origine 
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des  coordonnées,  et  dont  on  peut  fixer  arbitrairement  lé 
rayon.  En  effets  les  lignes  de  courbure^  dans  une  surface  de 
révolution  ^  sont  évidenmient  dirigées  dans  le  sens  des  méri* 
diens  et  des  parallèles. 

La  distance  de  l'ombilic  au  centre,  exprimée  ci-dessus 

par  v^6(a  —  b) ,  devient  nulle  :  les  deux  ombilics  se  con- 
fondent en  un  seul  qui  est  le  sommet  de  la  surface  de  révo- 
lution. 

En  faisant  0  =  6^  dans  l'expression  de  R  du  n""  588^  elle 
se  réduit  à 

2  V  a*         \  a  «     / 

Les  deux  rayons  de  courbure  principaux  dans  le  parabo- 
loîde  de  révolution  sont  donc  respectivement  exprimés  par 

_ç^+py^       et        -(«'  +  x.  +  î^t 

Gomme  l'équation  de  la  parabole  dont  la  révolution  autour 
de  Taxe  des  z  décrit  cette  surface  est 

^  =  —25^' 

on  voit  que  la  première  expression  donne  le  rayon  de  cour- 
bure du  méridien,  et  que  la  seconde  donne  le  rayon  de  la 
courbure  dans  le  sens  du  parallèle.  Cette  dernière  expres- 
sion représente  la  valeur  de  la  normale  de  la  courbe  méri- 
dienne ;  ce  qui  doit  étre^  puisque  toutes  les  sections  faites 
dans  le  sens  des  parallèles  ont  leur  centre  de  courbure  placé 
sur  l'axe  de  la  surface  de  la  révolution. 


XLIV.    Des   bLMrACX:i  LES  PLCS   SIMPLES   DOKT   l'bQCATIOH    AL~X 
DUTÉREVCES   PAftTIEUXS   EST   DU   PftSUEE    OU>RK. 

590.  Revenons  aux  notions  présentées  dans  les  n"*  472 
et  suivants.  Une  surface  quelconque  peut  en  général  être 
considérée  comme  l'enveloppe  de  l'espace  parcourti  par  une 
autre  êurbce  qui  se  déplace  sans  changer  de  figure  saivant 
une  loi  donnée,  ou  qui  se  déplace  en  changeant  à  la  Ibis  de 
position  et  de  ligure  suivant  des  lois  également  données. 
Nous  représentons  généralement  l'équation  de  l'enveloppée. 
exprimée  en  quantités  finies,  par 

F(Xj  V,  Z,  a,  6,  Y,  ô, )  =  0  , 

dans  laquelle  x,y,z  désignent  les  coordonnées  rectangu- 
laires d'un  point  quelconque  de  cette  surftice;  et  «,€,  y,^, 

plusieurs  constantes  arbitraires,  dopt  les  valeurs  varient 
suivant  les  diverses  positions  ou  les  diverses  figures  que 
l'enveloppée  peut  affecter.  Mais  si  l'on  veut  considérer  la 
surface  qui  enveloppe  une  série  déterminée  des  positions 
de  Tenveloppée,  afin  d'en  rechercher  les  propriétés,  on 
ne  peut  plus  regarder  dans  Téquation  précédente  les  quan- 
tités a,6,Y^S) comme  tout  à  fait  arbitraires  et  indépen- 
dantes les  unes  des  autres.  On  doit  concevoir  que  ces  quan- 
tités sont  liées  par  des  relations  qui  distinguent  la  série 
des  positions  dont  il  s'agit.  Par  conséquent ,  laissant  indé- 
terminé un  seul  paramètre  a,  on  regardera  toutes  les  autres 

arbitraires  €,if,  8, comme  des  fonctions  données  ^(«), 

<)«(«),«(«), de  ce  paramètre,  et  l'on  écrira  au   lieu  de 

l'équation  précédente  pour  représenter  l'enveloppée 
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En  donnant  dans  cette  équation  à  «  toutaa  les  valeurs  pos- 
sibles depuis — C30  jusqu'à +  00,  on  aura  une  certaine  série 
d'enveloppées,  déterminée  par  la  forme  des  fonctions 
<p,+,  cr, ....;  et  si  ces  fonctions  demeurent  arbitraires^  les 
ré3u|Utts  qu0  Ton  obtiendra  seront  généraux  et  conviendront 
à  toutes  les  ^urfaees  possible»  qui  peuvent  être  produites 
par  le  mouvement  d'une  enveloppée  quelconque  comprise 
dans  l'équation  F  {x,  y,  ^r,  a,  p,  6,  ^^  8, ) = 0.     • 

591  f  Eu  différeutifiut  successivement  par  rapport  aux 
variables  indépendantes  x,y  l'équation  F=0^  on  a  deux 
nouvelles  équations  appartenant  à  Tenveloppée  et  à  Tenve- 
loppe^  au  moyen  desquelles  on  peut  éliminer  deux  des  con- 
stantes a, 6,  Y, Par  conséquent^  si  Téquation  F=0  ne 

contient  que  deux  de  oeseonstantes^  il  reste  une  équation 
aux  dififérences  partielles  du  premier  ordre  entièrement  dé- 
livrée des  constantes  arbitraires  »  qui  d'après  cela  appartient 
à  toutes  les  enveloppées  comprises  dans  Téquation  F=0 
aussi  bien  qu'à  toutes  les  enveloppes  que  ces  enveloppées 
peuvent  produire^  et  qui  exprime  un  oaraetère  géométrique 
qui  leur  convient  spécialement  et  les  distingue  de  toutes 
les  autres  surfaces. 

Si  réquationF=0  de  l'enveloppée  contenait  trois  con- 
stantes arbitraires  s^^y^  les  équations  différentielles  du 
premier  ordre  ne  suffiraient  pas  en  général  pour  les  élimi- 
ner :  il  faudrait  passer  aux  équations  du  second  ordre;  et 
Ton  se  trouverait  conduit  à  des  équations  aux. différences 
partielles  d'un  ordre  supérieur  et  très-élevé ,  si  le  nombre 
des  constantes  9,  p,  Y» devenait  très-grand. 

Nous  pous  occupons  surtout  m  des  eas  où  l'équation 
aux  diflléreuoes  partielles  obtenue  est  du  premier  ordre  ^ 
niais  ssok^  négliger  ce  qu'il  peut  y  avoir  de  général  dans  les 
conaidémtious  que  nous  exposons. 
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592.  Lorsque  l'équalioD  de  renveloppée 

F  j  a:,  y,  ^,  «,  9(«),  4»(a),  a(«), |  =  O 

est  donnée^  l'équation  générale  de  l'enveloppe  exprimée 
en  quantités  finies  s'en  déduit  immédiatement.  Car  Téqna* 

tionF+;j-rfa=0,  que  Ton  peut  réduire   à  -r-da=0, 

appartenant  à  Tenveloppée  infiniment  voisine ,  le  système 
des  équations 

dF 

représente  la  courbe  d'intersection  de  ces  deux  enveloppées, 
courbe  que  nous  appelons  caractéristique.  Ces  deux  équar 
tions  donneront  donc  toutes  les  caractéristiques  possibles 
appartenant  à  la  série  des  positions  de  l'enveloppée  définie 

par  les  fonctions  <f,^,ts, quand  on  y  fera  varier  «  depuis 

— oo  jusqu'à +o^-  Donc,  puisque  l'enveloppe  est  évidem- 
ment le  lieu  de  ces  caractéristiques,  l'équation  de  l'enve- 
loppe est  le  résultat  de  l'élimination  de  a  entre  les  deux 
équations 

dF 

élimination  qui  ne  peut  être  effectuée  qu'après  que  les  fonc- 
tions ^f'^,^, auront  été  définies. 

593.  Il  existe  généralement  sur  une  enveloppe  quel- 
conque, et  par  conséquent  sur  une  surface  quelconque  (car 
toutes  les  surfeces  peuvent  être  regardées  conrime  des  enve- 
loppes) ,  diverses  lignes  remarquables  dont  le  caractère  géo- 
raétrique  résulte  de  la  définition  seule  de  l'enveloppée    et 
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subsiste  y  comme  le  caractère  géométrique  de  l'enveloppe 
elle-même  9  indépendamment  des  lois  arbitraires  qui  déter* 
minent  le  mode  de  déplacement  de  cette  enveloppée.  Les 
équations  aux  différences  ordinaires  de  ces  lignes ,  comme 
on  Ta  vu  dans  les  n®*  479  et  suivants  pour  la  caractéristique^ 
peuvent  être  déduites  de  l'équation  aux  différences  partielles 
de  la  surface^  qu'elles  servent  à  intégrer;  et  l'on  peut  aussi  ' 
obtenir  leurs  équations  en  quantités  finies  au  moyen  de  celle 
de  l'enveloppée. 

Quant   à  la  caractéristique,  elle  est  représentée  par  le 
système  des  deux  équations  ' 

^     ^  ^F     ^ 

qui^   lorsque  les  fonctions  ^,^,v, auront  été  détinies^ 

donneront  toutes  les  caractéristiques  appartenant  à  une 
même  enveloppe  quelconque  en  fixant  convenablement  la 
valeur  de  «. 

594.  Considérons  maintenant   les   deux  caractéristiques 

consécutives  qui  résultent  de  l'intersection  deux  à  deux  de 

trois  enveloppées  consécutives.  Les  équations  de  ces  trois 

dF 
enveloppées  étant  représentées  par  F=0,F+— rfa=0, 

p_L2. —  dcL+'j-^da,*=zO,  la  première  caractéristique  est 
*^     dct  »* 

dP 
donnée  par  les  deux  équations  F  =  Oet  — =0,  et  la  se- 

dF 
conde    caractéristique  par  les  deux   équations  — =0  et 

^^^  --^  O.  Ces  deux  lignes  courbes  se  coupent  en  général  en 

dot* 
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même  temps  qu'elles  se  touchent  en  un  point  déterminé  par 
les  valeurs  de  x,y^x,  qui  satisfont  simultanément  aux  trois 
équations 

,  En  attribuant  successivement  à  a  toutes  les  valeulrs  possibles 
depuis  —  Qo  jusqu'à  +ao,  les  valeurs  de  x,y,z^  déduites 
de  ces  trois  équations  «  appartiennent  à  la  série  des  points 
dans  lesquels  chaque  caractéristique  est  coupée,  et  toudiée 
par  la  caractéristique  voisine.  La  suite  de  ces  points  forme 
toujours  sur  Tenveloppe  une  ligne  remarquable ,  à  laquelle 
on  a  donné  le  nom  à^ arête  de  rebroussement.  Les  arêtes  de 
rebroussement  partagent  en  général  les  surfaces  en  nappes 
distinctes  :  elles  sont  touchées  par  toutes  les  caractéristiques, 
et  sont  à  leur  égard  de  véritables  enveloppes. 

L'arête  de  rebroussement  étant  le  lieu  des  points  d^inter* 
section  de  la  caractéristique  correspondante  à  une  valeur 
déterminée  de  a ,  et  de  la  caractéristique  voisine  >  on  a  évi- 
demment les  équations  de  cette  courbe  pour  une  enveloppe 
déterminée  en  éliminant  a  entre  les  trois  équations 

rfF  d*P 

élimination  qui  ne  pourra  avoir  lieu  qu'après  que  les  fonc- 
tions f><|'^«^) qui   défltiissent  l'enveloppe  auront    été 

données.  Les  deux  équations  en  oc,y,Zj  qui  résultent  de 
cette  élimination,  appartiennent  donc  à  l'arête  de  rebt^us- 
sèment. 

595.  Considérons  encore  trois  caractéristiques  consécu- 
tives résultant  de  l'intersection  deux  à  deux  des  quatre  en*^ 
veloppées  consécutives ,  dont  les  équations  sont 
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F  =  0,  F  +  Jrf«  =  0,  F+2^rf-  +  gd«'  =  0, 
//F  cpv  rfsp 

Si  ces  trois  caractéristiques  se  coupent  en  un  seul  points 
ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  dans  des  cas  très^-particuliers, 
les  valeurs  de  x^y^z,  appartenant  à  ce  point ,  satisferont  à 
la  fois  aux  quatre  équations  précédentes.  Donc,  si  Ton  éli- 
mine x,y,x  entre  les  quatre  équations, 

l'équation  en  a,  qui  restera  après  cette  élimination,  don- 
nera la  valeur  de  ce  paramètre ,  à  laquelle  correspondra  la 
caractéristique  sur  laquelle  le  point  dont  il  s'agit  se  trouvera 
placé.  Il  sera  donc  situé  au  lieu  où  cette  caractéristique 
touche  Tarête  de  rebroussement.  Les  points  de  cette  espèce 
sont  toujours  très-remarquables  sur  cette  arête,  à  l'égard 
de  laquelle  ils  sont  eux-mêmes  des  points  d'inflexion  ou  de 
rebroussement. 

596.  Il  arrive  quelquefois  que  les  caractéristiques  d'une 
enveloppe  ne  se  coupent  nulle  part,  et  par  conséquent 
que  la  surface  ne  présente  pas  d'arête  de  rebroussement. 
Mais  alors  il  existe  en  général  un  point  sur  chaque  ca- 
ractéristique ofa  elle  se  trouve  plus  rapprochée  de  la  ca- 
ractéristique contiguë  que  dans  tout  autre  Heu.  La  série  de 
ces  points  forme  sur  la  surface  une  ligne  que  l*on  distingue 
facilement ,  et  que  Ton  a  nommée  ligne  de  striction. 
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Surfaces  cylindriques. 

597.  Une  surface  cylindrique ,  considérée  de  la  manière 
la  plus  générale^  peut  être  regardée  comme  l'enveloppe 
de  l'espace  décrit  par  un  plan  qui  se  meut  sans  cesser  d'être 
parallèle  à  une  même  droite  donnée  prise  pour  directrioe. 
Soient 

a?  =  o^ ,  y  =  6^ , 

les  équations  de  cette  directrice.    L'équation    d'un     plan 
étant 

i  =  Ax  +  By  +  C , 

(^e  plan  sera  parallèle  à  la  droite  donnée  si  Ton  a  la  rela- 
tion. 

1  =  Aa  +  B6 , 

au  moyen  de  laquelle  on  peut  éliminer  l'une  des  constantes 
Â^ B.  En  éliminant  A^  par  exemple,  il  viendra 

z  =  —^ — a:  +  By +  C, 

pour  réquation  d'un  plan  quelconque^  parallèle  à  la  droite 
donnée.  Cette  équation  est  ici  celle  de  l'enveloppée^  et  B  C 
sont  les  deux  constantes  arbitraires  qui  en  déterminent  la 
position.  En  éliminant  donc  ces  deux  constantes  entre  cette 
équation  et  ses  deux  équations  différentielles  du  premier 
ordre,  qui  sont 

<fe_i  — B6 
dx"      a      ' 

?  =  B. 
dy 


—  305  — 

il  viendra 

dz  ,  ,dz      . 
"rfi  +  ^dy^*' 

pour  réquation  aux  différences  partielles  du  premier  ordre 
qui  appartient  également  à  Tenveloppée  et  à  l'enveloppe , 
c'est-à^lire  au  plan  mobile  et  à  une  surface  cylindrique  quel- 
conque décrite  par  ce  plan. 
On  aurait  pu  reconnaître  immédiatement  que 

dx       dy^ 

• 

appartient  à  une  surface  cylindrique  quelconque ,  dont  les 
arêtes  sont  parallèles  à  la  droite  ayant  pour  équations 
x  =  azj  y=bz,  en  remarquant  que  tout  plan  tangent  à 
cette  surface  doit  être  parallèle  à  la  droite  dont  il  s'agit. 

598.  Pour  intégrer  l'équation  précédente ,  conformément 
à  ce  qui  a  été  exposé  dans  les  n"*  478  et  suivants ,  on  formera 
les  équations  aux  différences  ordinaires  de  la  caractéristique  ^ 
qui  seront  ici 

ady  •—  bdx  =  0  , 

adz  —  dx^Hi , 

bdz  —  dy  =  0  > 

Ces  équations  appartiennent  évidenunent  à  une  ligne  droite 
parallèle  à  la  directrice^  et  l'on  aurait  pu  les  écrire  immé- 
diatement en  remarquant  que  la  caractéristique  est  Tinter- 
section  de  deux  plans  parallèles  à  cette  ligne.  En  intégrant 
les  deux  dernières  il  viendra 

2»  annAe.  20 
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<z  et  6  étant  deux  constantes  arbitraires.  L'intégrale  géoérale 
est  donc 

y  — 62:  =  çp(a;  — 02:), 

cp  désignant  une  fonction  arbitraire.  Cette  équation  appar- 
tient à  toute  surface  cylindrique,  dont  la  génératrice  est 
parallèle  à  la  directrice  proposée.  Elle  a  le  môme  degré  de 

dz 

généralité  que  l'équation  aux  différences  partielles  a  ^—  + 

dz 
h  —  =1.  On  pourrait  la  trouver  directement  en  remarquant 
dy 

que  les  équations  d'une  génératrice  quelconque  peuvent  êtr§ 

représentées  par 

x^az  H-  *, 

a  et  6  étant  deux  constantes  indéterminées.  Or,  si  un  point 
se  meut  sur  la  surface  cylindrique  sans  sortir  de  cette  môme 
génératrice,  les  coordonnées  de  ce  point  satisferont  à  cies 
équations.  Mais  si  le  point  se  meut  en  passant  sur  une  gé- 
nératrice voisine ,  ses  coordonnées  ne  pourront  satisfaire  à 
ces  mêmes  équations,  à  moins  que  Ton  ne  fasse  varier  en 
même  temps  a  et  6.  Donc  ces  quantités  demeurent  con- 
stantes ,  ou  varient  simultanément  :  elles  sont  donc  fonctions 
l'une  de  l'autre,  et  Ton  peut  écrire  6=<p(a),  ou 

y  —  bz^si^Xr^az). 

Îi99.  L'équation 

^£  +  ^5^=*      ^"      ap  +  ft(;  =  l 
étant  différentiée  par  rapport  à  a:  et  à  t/ ,  donne 
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a—    +6^  =  0  a5  +  6f  =  0. 

dxdy        dy* 

Donc  rt — »*  =  0,  équation  générale  des  surfaces  dévelop- 
pables.  Les  surfaces  cylindriques  présentent;  quant  à  leur 
courbure^  les  propriétés  qui  ont  été  indiquées  n""  577. 

600.  La  fonction  ^y  dans  Téquation  générale 

y  —  62;  =  9(0?  —  az) 

des  sur&ces  cylindriques  ^  peut  être  déterminée  d'après 
diverses  conditions.  Si  la  surface  doit  passer  par  une  ligne 
courbe  donnée,  dont  les  équations  soient  7r(a;,y,ji)=0, 
4^(ar^y^2)  =  0^  il  est  visible  que  ces  équations  et  les  deux 
équations  de  la  génératrice  a:=a*+*^  2/=^*+?(*)  doivent 
pouvoir  être  satisfaites  par  les  mêmes  valeurs  de  x,y,Zj 
quelles  que  soient  les  constantes  a  et  9 (a).  Ainsi,  éliminant 
X,  y,  z  entre  les  quatre  équations 

^{x,y,2)  =  0 
^nx,y,z)=^0 
X  —  az  =  9 
2/  — 6z  =  ?(«), 

il  restera  une  équation  entre  a  et  <p(a)^  qui  déterminera  la 
fonction  ç.  Soit  /'(a,çp(a))=0  Téquation  dont  il  s'agit  :  l'é- 
quation de  la  surface  cylindrique  demandée  sera  donc  . 

^(a?  —  az ,  y  —  6^)  =  0. 
fiOl.  Si  la  surface  cylindrique  doit  être  tangente  à  une 
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surface  courbe  donnée,  dont  Téquation  soit  ic(a:,y,z)==.0, 

on  remarquera  que ,  pour  tons  les  points  de  la  courbe  de 

contact^  les  deux  surfaces  ont  le  même  plan  tangent.  Donc 

dz      du 
les  valeurs  d®  j-  ®*  j"  ^^^ées  de  l'équation  «  [x^  y,  jt)  =  o 

doivent ,  pour  les  points  dont  il  s'agit,  satisfaire  à  l'équation 

ditférentielle  de  la  surface  cylindrique.  On  trouvera   donc 

une  équation  ^(ar,y,jK)=0  de  la  courbe  de  contact  en  prenant 

dz     dz 
les  valeurs  de  ^-  et  —  dans  Tequation  donnée  M^,  y,  jk)  =0  , 

et  les  substituant  dans  l'équation  aux  différences  partielles 

dz       dz 
a  -z — (-6-r-  =4.  Ayant  maintenant  deux  équations  it{a?,y,2)==o, 

T(ar,y,j8)  =  0,  appartenant  à  une  courbe  par  laquelle  doit 
passer  la  surface  cylindrique  cherchée ,  on  opérera  comme 
on  Ta  vu  dans  le  numéro  précédent. 

Surfaces  coniques. 

602.  Une  surface  conique  est  l'enveloppe  de  l'espace  dé-> 
crit  par  un  plan  qui  passe  constamment  par  un  point  donné. 
Ce  point  est  le  sommet,  ou  le  centre,  de  la  surface.  Soient 
a,  6,  c  ses  coordonnées  :  l'équation  du  plan  mobUe  ou  de 
l'enveloppée  sera  donc 

2r  — c  =  A(jî  — a)  +  B(y  — 6); 

A  et  B  étant  deux  constantes  arbitraires.  On  déduit  de  cette 
équation 

dz  dz 
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et  par  conséquent  rélimination  de  ces  deux  constantes  donne 
pour  l'équation  aux  différences  partielles  des  surfaces  co- 
niques^ considérées  de  la  manière  la  plus  générale, 

On  aurait  pu  obtenir  directement  cette  équation  en  remar- 
quant que  tout  plan  tangent  à  la  surface  conique  doit  passer 
par  le  centre  dont  les  coordonnées  sont  a,  b^c, 

603.  Les  équations  de  la  caractéristique  sont  ici 

{x-~a)dy  —  {y  —  6)  rfa?  =  0 
{x  —  a)dz~'{z  —  c)dx  =  0 
(y  — 6)rf«  — (2:  — c)dy=  0: 

elles  appartiennent  évidemment  aux  projections  d'une  ligne 
droite  y  passant  par  le  point  dont  les  coordonnées  sont  a,  6,  c. 
On  déduit  des  deux  dernières 


X — a 


z  —  c 


6, 


a  et  6  représentant  deux  constantes  arbitraires;  et  par  con- 
séquent l'intégrale  de  l'équation  du  numéro  précédent  ^  ou 
l'équation  d'une  surface  conique  quelconque,  est 


y-fb 
z  —  c 


='(f^)- 


(p  désignant  une  fonction  arbitraire. 

On  aurait  pu  obtenir  directement  cette  équation  en  re- 
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tM^^tdiAt  qxtt,  qoand  un  point  se  déplace  sur  une  sarface 

X — a   y-h 
y,\^>i\YK\  k>$  rapports  -- — - ,  - — -  demeurent  tous  deux  cou* 

vKiHiîi  îù  w  point  reste  sur  une  même  arête  recfiligne  ,  et 
v<*<wut  tous  deux  si  le  point  dont  il  s'agit  passe  d'une  arête 
j^  Muo  ttutre.  Ces  rapports  demeurant  constants  ou  variant 
v^MMiuMt»!  sont  donc  fonctions  Tun  de  l'autre  pour  toutes 
1^  Ynlours  de  jr,  y>  ir ,  qui  satisfont  à  l'équatioa  d'une  ftur&œ 
iHMÙqua. 
tU^.  L'équation 

(.4-     a)2  +  (y-«3^  =  2-c,  ou  (a?-a)p  +  (y— 6)9  =  4^_^ 

(Stuni  différentiée  pir  rapport  à  jr  et  à  y  donne 

dPz  d^z 

d'où  n— «■=0,  relation  qui  appartient  à  toutes  les  surfaces 
développables.  On  peut  faire  ici  la  même  remarque  qui  a  été 
faite  n*  599. 
605.  Si  dans  l'équation  générale 

y-*  ^  .  /g-a\ 

z  —  c      ^\z^c/ 

la  fonction  o  doit  être  déterminée  par  la  condition  que   Ja 
surface  conique  passe  par  une  courbe  donnée  dont  les  équa- 
tions soient  î:{jr.y,z)  =  0,  ^\jr,y.z  =0,  les  équations  de 
la  génératrice  de^Tont  subsister  vn  même  trmps  qup  celles-ci 
Posant  donc  les  quatre  équations 
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JC(X, 

y. 

r)=.0 

n'>. 

y. 

2)  =  a 

X  — 

z  — 

-a 
-c 

=  a, 

y- 

2  — 

c 

=  ?(«) 

entre  lesquelles  on  éliminera  x,y,%^  il  restera  une  équation 
que  nous  représenterons  par  f[fXf  <p(a)]  :=0.  L'équation  de  la 
surface  conique  demandée  sera  donc 


'\z  —  c      z  —  cj 


606.  Si  la  fonction  ^  doit  être  déterminée  par  la  condition 
que  la  surface  conique  soit  tangente  à  une  surface  donnée 
ayant  pour  équation  «(x,  y,  i)  =  0,  on  verra  comme  dans 
le  n"  601,  que  Ton  obtient  uûe  seconde  équation  H'(ir,y,z)=0 

de  la  courbe  de  contact  en  prenant  les  valeurs  de  -r-  et  --- 

dx      dy 

dans  l'équation  donnée  it  ( j?,  y,  js)  =  0 ,  et  les  substituant  dans 

réqualion  différentielle  [x-^a)  ^'\'(y—b)j'=z—c.  La 

question  se  trouve  alors  ramenée  au  cas  du  numéro  précé- 
dent. 

Surfaces  de  révolution, 

^Kfl.  Une  surface  de  révolution  est  Venveloppe  de  l'espace 
décrit  par  une  sphère  dont  le  centre  se  meut  sur  une  ligne 
droite  qui  est  l'axe  de  la  surface,  et  dont  le  rayon  varie  sui- 
vant une  loi  quelconque.  Soient 

a?'  =  A^'  +  a 
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les  équations  données  de  Faxe  de  la  surface.  D'équation 
d'une  sphère  de  rayon  r,  dont  le  centre  est  placé  sur  cet 
axe,  sera 

a;,y,js,  représentant  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
de  la  sphère.  Cette  équation  appartient  donc  ici  à  Tenvelop- 
pée  ;  /  et  r  sont  les  deux  constantes  arbitraires  qui  peuvent 
être  déterminées  de  manière  à  donner  une  enveloppée  quel- 
conque. En  différentiant  l'équation  dont  il  s'agit  par  rapport 
à  a?  et  à  y,  il  vient 

et  en  éliminant  s^y 
{y-6-B^)^-(a;-a~A2)^  =  B(a;-a)-A(y_6) 

pour  l'équation  aux  différences  partielles  appartenant  à  toutes 
les  surfaces  de  révolution. 

On  peut  obtenir  la  même  équation  en  remarquant  que  , 
dans  un  point  quelconque  d'une  surface  de  révolution^  le 
plan  tangent  est  perpendiculaire  au  plan  méridien ,  c'est-nà- 
dire  au  plan  mené  par  l'axe  de  la  surface  et  par  le  point 
dont  il  s'agit.  L'équation  d'un  plan  méridien  passant  par  le 
point  de  la  surface  dont  les  coordonnées  sont  x^  y,  x  peut 
être  représentée  par 

«'— 2;  =  M(a;'-a;)  +  N(y'  — y), 
les  constantes  M,  N  étant  déterminées  de  manière  à  faire 
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passer  également  ce  plan  par  l'axe  de  la  surface.  Cette  con« 
dition  donne  la  seconde  équation 

z'—«  =  M(A«'4-a— x)  +  N(Be'  +  6— y), 

qui  doit  subsister  quelle  que  soit  z'.  Elle  se  décompose  donc 
dans  les  deux  suivantes 

1=MA  +  NB.     d'Où     M=3^^j;-^-^_^^ 

_.  =  M{a-x)  +  N(6-v).  N  =  B(a-7-M6-'y)- 

Mais  Féquation  du  plan  tangent  étant 

il  sera  perpendiculaire  au  plan  méridien  si  l'on  a  la  relation 
dz         dz 

équation  qui  revient  à  la  précédente  quand  on  met  à  la  place 
de  M  et  N  leurs  valeurs. 

On  peut  encore  obtenir  cette  équation  d'après  la  propriété 
générale  des  surfaces  de  révolution  qui  consiste  en  ce  que  la 
normale  à  un  point  quelconque  rencontre  toujours  Taxe.  Les 
équations  de  la  normale  sont  en  général 
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les  mêmes  valeurs  de  od^  y\  z'  devront  donc  satiafaû^  è 
ces  équations  et  à  celles  de  Taxe.  Si  l'on  élimine  w\  y%  V 
entre  ces  quatre  équations^  on  retrouvera  Féquation  aux 
différences  partielles  dont  il  s'agit. 

608.  L'intégration  de  Téquation 

(2,  — 6-B2)^-(a?-a-A^)^  =  B(a;  — a)  — A(y  — 6), 

I 
dépend,  conformément  aux  n<^  478  et  suivants ,  des  équa- 
tions 

{y  —  b'—hz)dy  4-  {x  —  a—hz)dx  =  0 
—(x — a — Az)(iz — [B(x —a)  —  A(y  —  b)]dy  =  O 

(fui  appartiennent  à  la  caractéristique.  Ces  équations  ne 
peuvent  être  immédiatement  intégrées  ;  mais  si  Ton  ajoute 
les  deux  dernières  après  avoir  multiplié  la  première  par  A 
et  la  seconde  par  B^  puis  si  on  les  ajoute  de  nouveau  après 

avoir  multiplié  la  première  par  x — a  et  la  seconde  par  y 6, 

on  trouvera 

{x^a)dx  -f  (y'-b)dy  -f  zdt  =  0  ; 
et  en  intégrant 

(a:-fl)»  +  (i/-6)«  +  z'  =  6, 

a  et  6  étant  deux  constantes  arbitraires.  L'une  de  ces  équa- 
tions appartenant  à  un  plan  quelconque  perpendiculaire  à 
Taxe  donné  de  la  surface  de  révolution^  l'autre  à  une  sphère 
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d'un  rayon  quelconque»  dont  le  centre  est  placé  au  point, 
dont  les  coordonnées  sont  a,h,0^  c'est-à-dire  au  point  où 
cet  axe  rencontre  le  plan  des  Xyy,  on  reconnaît  que  la  ca- 
ractéristique est  toujours  un  cercle  dont  le  centre  est  dans 
Taxe^  et  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  cet  axe.  On  a 
d'ailleurs  pour  Téquation  générale  des  surfaces  de  révolu- 
tion 

(^ — fl)«  4- (y— *)*  +  *•  =  9(Aaî  +  By  +  «) , 

cp  désignant  toigours  une  fonction  arbitraire. 

On  obtient  immédiatement  cette  équation  en  remarquant 
que  si  un  point  se  déplace  sur  la  surfiice  sans  s<Hrtir  d'une 
même  caractéristique^  o* est-à-dire  d'une  même  section  faite 
perpendiculairement  à  Taxe,  ou  d'un  parallèle,  les  quantités 
Aa?  -4-  By  -+-  *  «*  (^ — ^Y + (y — ^V + **  conserveront  toutes 
deux  des  valeurs  constantes ^  tandis  qu'elles  varieront  toutes 
deux  si  le  point  se  déplace  en  passant  d'une  caractéristique 
à  une  autre  ;  d'où  il  suit  que  Tune  de  ces  quantités  est  né- 
cessairement fonction  de  Tautre. 

609'  I^  fonction  arbitraire  <p  dans  l'équation  précédente 
ne  ut  être  déterminée  par  la  condition  que  la  surface  passe 
par  une  courbe  quelconque  donnée,  dont  les  équations  sont 
Tzijc  y  9  ^)==^'  ^(^)y>^)  =  0,  c'est-à-dire  que  cette  sur- 
face soit  décrite  par  la  révolution  de  la  courbe  autour  de 
Taxe.  Comme  toutes  les  caractéristiques  doivent  rencontrer 
la   courbe  donnée,  il  doit  exister  des  valeurs  de  x,y,  z, 

j  5iitisfont  à  la  fois  aux  quatre  équations 

::  {x,  y,z)  =  0 
(.c — a)*  +  to  —  6)» -^  ^«  =  o(«). 
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Éliminant  x,yy  z  entre  ces  équations ,  il  restera  une  r^a- 
tion  entre  a  et  «(a)^  que  nous  désignons  par  f[a^  <p(a)]=Ot 
par  laquelle  la  fonction  cp  est  déterminée.  L'équation  de  la 
surface  demandée  est 

f[Ax-\-By  +  z,  (a?— «)«  + (y— 6)*  +  2«]  =  o. 

610.  La  fonction  arbitraire  peut  également  être  détermi- 
née dans  réquation  du  n"  608^  par  la  condition  que  la  sur- 
face de  révolution  enveloppe  une  surface  quelconque  don- 
née, dont  l'équation  est  7:{x^y,  x)=Of  c'est-à-dire  soh 
décrite  par  la  révolution  de  cette  surface  autour  de  l'axe. 
D  est  visible  que  la  surface  de  révolution  demandée  doit 
toucher  la  surface  donnée,  et  qu'on  aura  une  seconde  équa- 
tion primitive  appartenant  à  la  courbe  de  contact  en  pre- 
nant les  valeurs  de  —  et  —'dans  l'équation  ir(a:,  y,  x)=0, 
et  les  substituant  dans  l'équation  différentielle 

Soit  ^(x,  y ,  z)=0  le  résultat  de  cette  substitution  :  la  solu- 
tion s'achèvera  conformément  à  ce  qu'on  a  vu  dans  le  nu- 
méro précédent. 


Surface  gauche  décrite  par  une  ligne  droite  harizantaie 
passant  toujours  par  une  même  verticale. 

611.  Nous  supposerons  le  plan  des  xy  horizontal  et  l'axe 
desz  vertical^  et  nous  considérerons  la  surface  décrite  par 
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une  ligne  droite  parallèle  au  plan  Aesxy,  et  passant  con- 
stamment par  Taxe  des  z. 

Considérons  en  premier  lieu  la  surface  qui  serait  l'enve- 
loppe de  l'espace  décrit  par  un  cylindre  de  rayon  r,  dont 
Taxe  demeurerait  toujours  parallèle  au  plan  des  xy,  et  pas- 
serait constamment  par  Taxe  des  z.  On  aurait  évidemment 

pour  l'équation  de  ce  cylindre^  qui  est  l'enveloppée;  aeic 
étant  les  deux  constantes  arbitraires^  dont  la  première  re- 
présente la  tangente  de  l'angle  formé  par  l'axe  du  cylindre 
avec  le  plan  des  xz,  et  la  seconde  la  distance  de  cet  axe  au 
plan  des  xy.  Prenant  les  deux  équations  difiërentielles^  il 
viendra 

y  —  ax      .        .àz      ^ 

4 

d^où  Ton  déduit  immédiatement 


c'es1r4^-di« 


dz 

f^  .      àz      ^         ,,  .  dx 

3^+a^=0,      d'où     a  =  -^ 

dy 


aleur  qui  doit  être  substituée  dans  l'équation  de  l'enrelop- 
se.  Maïs  si  nous  supposons  lé  rayon  r  infiniment  petit,  cas 
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dans  lequel  Tenveioppe  de  Tespaoe  déciil  par  le  cyUndrp  ne 
différera  pas  de  la  surface  gauche  dont  il  s'agit ,  nous  de- 
vons négliger  dans  cette  équation  les  tenues  {m  —  c)*  et  r^ 
elle  deviendra  donc,  en  y  remplaçant  a  par  la  valeur  pré- 
cédente, 

dz  ,      dz      ^ 

qui  est  réquation  aux  différences  partielles  de  cette  surface 
gauche. 

On  pourrait  parvenir  directement  au  même  résultat  eo 
partant  de  cette  propriété  générale  des  surfaces  gauchi»  qui 
consiste  en  ce  que,  pour  un  point  quelconque  de  ces  sur- 
faces, le  pian  tangent  contient  la  génératrice  rectiligoe  qui 
passe  par  ce  point.  Uéquation  générale  du  plan  tangent 
étant 


on  a 


(a,'_x)g  +  (î^-„)|  =  0 


pour  l'équation  de  l'intersection  de  ce  plan  par  un  plan  ho- 
rizontal mené  par  le  point  de  tangence.  Or,  cette  intersec- 
tion n'étant  autre  chose  que  la  génératrice  elle-même ,  qui 
doit  rencontrer  Taxe  des  x,  son  équation  doit  être  satis- 
faite par  les  valeurs  .x'=0,  y'  =  0,  ce  qui  donne  comme 
ci-dessus  • 


dz  ^     dz     ^ 


Mi,  L'iiit4gril6  générale  de  oette  équation  s'obtiendra  en 
poasnt 

xdy-^ydx^O^       d'où        ^  =  a 
dz=Of  ^  =  6, 

a  et  6  étant  deux  constantes  arbitraires;  ce  qui  donne 

pour  l'intégrale  cherchée^  <p  étant  le  signe  d'une  fonction 
arbitraire.  La  considération  de  la  caractéristique,  qui  est 
toujours  une  ligne  droite  horizontale  ayant  pour  équations 

^  =  a  et  z  =  6,  conduit  directement  à  cette  même  équation. 
œ 

613-  Si  la  fonction  arbitraire  doit  être  déterminée  de  ma- 
nière à  faire  passer  la  surface  par  une  courbe  quelconque 
ayant  pour  équations  «(x,  y,  ;8)  =  0,  ^(x,  y,  z)=r.O,  on 
verra  comme  ci-dessus  que  Ton  doit  éliminer  x,  y,  z  entre 
les  quatre  équations 

it(x,y,z)  =  0 
W(x,  y,z)  =  0 

X 

et  qu'en  représentant  par  /"(a,  6)  =  0,  le  résultat  de  Téli- 
mination ,  Téquation  de  la  surface  demandée  est 
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6i4.  Enfin,  si  la  fonction  arbitraire  d<nt  être  déCermi- 
née  de  manière  que  la  surface  gauche^  dont  il  s'agit, 
touche  et  embrasse  une  surface  donnée,  ayant  pour  équa- 
tion «(a?,  y,  «)=0,  on  prendra  les  valeurs  de  3—  et  3- 
dans  cette  équation^  et  les  substituant  dans  l'équation  diffé- 

primitive  "^{Xy  y,  z)=:0,  appartenant  à  la  courbe  de  con- 
tact, ce  qui  ramène  la  question  au  cas  du  numéro  précé- 
dent. 


Vm  BB  LA  DKUXIBIIB  PARTH. 


NOTES  DE  M.  LIOUVILLE. 


Sur  la  limite  vers  laqt^elle  tend  l'expression  li-\ — ] 
lorsque  m  augmente  indéfiniment. 

i .  Supposons  d'abord  que  m  soit  un  nombre  entier  posi- 
tif. On  a,  par  la  formule  du  binôme  démontrée  dans  les 
éléments , 

V'^m)    ""^'^im'*"      1.2      m«+  1:2:3  ^  + - 


•■^m-' 


de  sorte  qi^'en  mettant  le  terme  général 

m(m — 1). (m— n  4-  i)    1 

1.2..*..it  m** 

sous  la  forme 

ré:r.('-é)(-l)"-(-"-éi). 

il  vient 


NOTES.  21 
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Le  nombre  des  termes  du  second  membre  augmente 
quand  m  augmente;  et,  sauf  les  deux  premiers  i^-mes  qui 
restent  fixes,  chaque  terme  d'un  rang  donné  augmente  aussi  : 
la  valeur  du  second  membre  augmente  en  conséquence^  mais 
sans  pourtant  jamais  dépasser  la  somme 

i       1         1  1  < 


i  ^  1.2  '  1,2.3  '  1.2,3.A  *  "  1.2. 


ni  a  fortiori  la  somme 


l  +  i  +  2+^  +  2s  + +  2^*^* 


visiblement  comprise  elle-même  entre  2  et  3.  Donc  enfin 
1 1  -| — I    tend  vers  une  certaine  limite,  plus  gran<)a  qi^e  % 
plus  petite  que  3,  et  que  nous  désignerons  par  e. 
2.  Maintenant)  si  l'on  observe  que  Texpression 


'    :  + 


l,2...n  •  1.2...n(n-}-i)      ^1.2.. ..m' 

OÙ  n  désigne  un  nombre  entier  positif  quelconque  moindre 
que  m  y  est  plus  petite  que 

l,2....nV  ^  n  +  1  ^  (n-hl)*  ^ ^ (n+  !)«-*/  • 

et  partant  moindre  que 

1.2....n i_     L2....nV^n;^ 

n  +  1 

on  verra  que  Pon  peut  poser 


—  383  — 

inégalité  qui  devra  subsister^  quelque  grand  qu'on  fasse  m, 
en  laissant n  fixe,  après  avoir  4onné an  une  valeur  à  vo- 
lonté. On  en  conclut^  à  la  limite  : 

1      1         i  * 


1  '  1.2^1.2.3^ '  1.2.. ..(n  —  1) 

Mais ,  d'un  autre  côté,  la  formule 

nous  donne 

(.+i)->'-i-à('-è)-diei)(-i)-- 

■-H-nbi('-4)('-|) (-^)- 

Cette  fois  encore,  laissons  n  fixe  et  fiiisons  grtndiv  m  à 
rinfini»  Le  second  membre  tendra  vers  la  limite 

4+J+A+34-Ô+ +^  * 


1^1,2^1.2.3^ ^1.2....n' 

et  le  preniier  vers  la  limite  #.  On  a  donc 


—  344  — 


1      1.2  '  1.2.3^   '   1.2.. ..n" 


Les  deux  expressions  entre  lesquelles  le  nombre  e  se 
trouve  compris  ne  diffèrent  entre  elles  que  par  le  terme 


1.2....n   n' 

qu'on  rend  aussi  petit  qu'on  veut^  en  prenant  n  grand  :  elles 
permettent  de  calculer  la  valeur  2,71B.....  de  t  avec  toute 
Tapproximation  qu'on  voudra. 

3.  Soit  à  présent  m  positif,  sans  être  un  entier;  et  je  dis 

que  |1H — j  y  quand  m  grandira  indéfiniment,    tendra 

encore  vers  la  limite  f .  Car  soient  p ,  p  + 1  les  deux  entiers 
successifs  entre  lesquels  m  est  compris,  Pt  qui  grandissent 
comme  lui  à  Tinfini  :  on  aura 


(■4)">('%-^)' 

('4r<  («-*)■ 


et 


Or  les  seconds  membres  de  ces  deux  inégalités  peuvent 
s'écrire  respectivement 


et 
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quand  p  augmente  à  rinOni^  ils  tendent  vers  la  limite  com- 
mune 0.  Donc  (  1  -| — j    tend  aussi  vers  cette  limite. 

4.  Enfin,  soit  m  négatif  et  = — q.  On  a 

■   (-r=(-r=(^)'- 


d'où 


(-àr=(^)'=(-ï^r(-ié,> 

et  Ton  retrouve  encore  pour  q  infini  la  limite  e. 
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II. 

Nouvelle  txf^esÈion  du  reste  pour  les  formules 
de  Matlaurin  et  dé  Taytùr. 

i.  M.  Gauchy  a  donné  une  expression  nouvelle  du  reâte 
de  la  formule  de  Maolaurîn.  Pour  l'obtenir,  reprégentons  par 
^{xy  z)  ou  fimplement  par  f  (js)  là  quantité 

.      f(x)-nz)^^nt)-^ -  i.2  ~(n- V'*^'*  ^^ 

qui  s'évanouit  pour  z  =  j?.  £n  différentiant  par  rapport  à  z  et 
omettant  les  termes  qui  se  détruisent^  on  trouve 

Mais  par  la  formule  de  Taylor  bornée  à  deux  termes,  et 
en  observant  que  z  =  a?  +  (z  —  a?),  on  a 

6j  désignant  une  quantité  comprise  entre  0  et  i.  A  cause  de 
(p(x)  =  0^  cette  équation  se  réduit  à 

puis,  en  remplaçant  la  fonction  i  par  sa  valeur,  elle  devient 
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ou  bien,  en  posant  S,  =  1  — e. 


^-)=^'Zi??-7^'"'(^-^»(^-# 


Pour  le  cas  particulier  de  js = 0 , 

6  est,  comme  6^,  compris  entre  0  et  1  :  <p(0)  est  d'ailleurs  la 
valeur  de  la  quantité 

m-m-^rw  - -  i.2..'^-i)/'"""W' 

par  suite  on  a 

/■w=m)+îr(»)  r +i.2.!7.'_i)f'-"(o) 


^fe5^,'»'«- 


Telle  est  la  formule  de  M.  Cauchy,  qui  pourra  souvent  être 
utile  pour  des  discussions  de  convergence  auxquelles  Tan  • 
cienne  expression  du  reste  ne  conviendrait  pas.  Nous  enga- 
geons nos  lecteurs  à  l'appliquer  aux  fonctions 

et 

f(x)  =  l08.(i-^x), 

la  valeur  de  x  étant  supposée  positive  et  <  1. 


—  ass- 
is. La  formule  de  Maclaurin  et  celle  de  Taylor  ne  sont  au 
fond  qu'une  même  formule  considérée  sous  deux  points  de 
vue  différents.  On  appliquera  donc  aisément  à  la  formule  de 
Taylor  le  résultat  qui  précède. 
On  trouvera 

f(x  +  A)  =  f(x)  + 1  r(x)  + +  t.a.„(n-i)  /'-'>(*) 
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III« 

Sur  les  fractiom  qui  se  présentent  sous  la  forme  ^. 

i.  Lorsque,  pour  une  valeur  particulière  a  de  x,  \me 
fraction 

M 

V{x) 

se  présente  sous  la  forme  -,  on  obtient  généralement  la  vraie 
valeur  A  de  cette  fraction  en  la  remplaçant  par  la  suivante  : 

fXx) 

FXxy 

et  faisant  ensuite  a;=  a.  La  même  règle  s'applique  encore  à 
la  fraction  proposée  lorsque,  pour  a?  =  a,  elle  se  présente 
sous  la  forme  ^.  Pour  démontrer  ce  théorème  dù^  je  crois^ 
à  M.  Cauchy,  écrivons  d'abord 

p(*)-  1  • 

m 

pour  «= <*>  1^  second  membre  devient  -;  sa  vraie  valeur  A 


m 

i 
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s'obtiendra  donc  en  faisant  x  =  a  dans  la  fraction  nouvelle 

r{x) 

_  Ax)  -"  f'ix)  •  FM*  • 

TîïF 
on  a  par  suite 

A=?M   A-  d'Où        A-'^'^"> 

En  appliquant  cette  règle  aux  deux  quantités 

log.x 


a;»  log.  X , 


X" 


dont  la  première  doit  être  regardée  comme  le  quotient  de 
log.  j:  par  -li ,  on  trouve ,  en  supposant  n  positif, 

00 


et 


a:»»  log.  a;  = log.eccO     pour      x=:0. 


lo^_  1   j    ^_^      pour     a?  =  oD. 
a;*        ?u?**    °  *^ 


2.  M.  Bertrand  a  fait  observer  que  la  démonstration  précé- 
dente de  la  règle  de  M.  Gaucfay  ne  convient  pas  aux  cas  où 
A  serait  zéro  ou  l'infini,  puisqu'filors  on  ne  pourrait  plus  di- 
viser par  A  les  deux  mend)res  de  Téquation 

afin  d'en  tirer  A.  Mais  voici  un  moyen  trèft-simjde  de  lever 

cette  diiliculté. 
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Tout  se  Induit  à  prouver  que  la  règle  de  Mi  Gauchy  reste 

exacte  quand  la  vraie  valeur  de  J^  est  nulle;  le  cas  où  la 

valeur  cherchée  est  infinie  se  ramène  en  effet  à  celui-là  en 

renversant  la  fraction»  Or  si  Ton  ajoute  à  la  fraction  irrrr, 

supposée  nuUe  pour  a?  =s  a«  une  constante  G,  d'où  résulte  la 
somme 

fjx}  +  CF(j;) 
F(a?)       ' 

la  valeur  de  cette  dernière  fraction^  aussi  pour  œ=ia,  sera 
précisément  la  constante  G  qui  n'est  ni  0  ni  <x> .  On  pourra 
donc  appliquer  la  méthode  d6  M.  Qauchy  et  Ton  trouvera 


d'où 


^— FW  r(a)  +  ^' 


iF'(a)'~""F(a)' 


ce  qu'il  fallait  démontrer. 
3.  Quand  la  vraie  valeur  de 

/M 

.F(xy 

pour  ^  ==  ^^  ^^  ^  elle-niéme  indét^nninée,  ce  qui  arrive, 
par  exemple,  si  Ton  prend 

^/^\  :^  2a?  +  ^sin,j;,      F{x)  =  i-}- 3x -{- x co^ x ^      et     a=oo, 
on  conçoit  qu'il  n'y  a  rien  à  attendre  de  la  règle  indiquée. 
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Mais  je  remarquerai  ici  qoQ  la  vraie  valeur  de  ~-(  peut  étie 

F  (a) 

fia) 
déterminée  ;  et  c^e  de  ~;r-^  être  néanmoins  essentiellement 

F  (a) 

indéterminée.  La  règle  dont  nous  parlons  cesse  alors  d'être 
applicable.  Cette  restriction  a  également  lieu  pour  le  cas  des 

fractions  -.  Ainsi  pour  a;  =  oo ,  la  vraie  valeur  de 


X  —  C08.X 


X  +  sin.  X 


est  Funité^  tandis  que  la  fraction 

i  +  8in«a? 
1+cos.x* 

qui  résulte  du  rapport  des  dérivées  des  deux  termes^  est  tout 
à  fait  indéterminée.  Semblablement  la  fraction 

aj'cos.-  a;oos.- 

X  X 

ou 


sin.x4-a:*cos.-  ^Eii+a-cos.- 

a?  X  X 


se  réduit  à  zéro  pour  a?  =  0^  et  cependant  le  rapport  des  dé- 
rivées donne 

i  1 

sin.  -  +  2a;  cos.  - 

X  X 


i  i* 

COS.  X  4-  sin.  -  4-  2  cos.  - 

X  X 


fraction  qui  ne  tend  pas  vers  une  limite  déterminée  lorsque  a; 
tend  vers  zéro. 
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Peut-être  est-il  bon  d'ajouter  que  les  règles  du  genre 
de  celles  que  nous  venons  de  discuter^  et  qui  se  rappor- 
tent à  des  valeurs  singulières  et  exceptionnelles,  ont  presque 
toujours  des  cas  en  défaut  qui  résultent  de  leur  nature  même. 
II  faut  en  user  avec  réserve  et  s'assurer,  dans  chacun  des 
exemples  auxquels  on  les  applique^  que  l'usage  en  est  légi- 
time. Ces  règles  n'en  ont  pas  moins  une  utilité  incontestable; 
aussi  les  géomètres  ont-ils  apprécié  depuis  longtemps  l'ex- 
tension élégante  que  M.  Gauchy  a  su  donner  au  théorème  de 
rH6pital  concernant  les  fractions  qui  se  présentent  sous  la 

0 
forme  -. 
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HT. 

Sur  un  problème  de  géométrie  relatif  d  la  théorie 
des  maxima  et  minima. 

1.  Quand  on  traduit  en  analyse  un  problème  de  géométrie, 
on  doit  en  général  avoir  égard  à  certaines  conditions  spé- 
ciales^ attachées  à  la  nature  de  ce  problème,  quoique  non 
exprimées  explicitement  :  on  arriverait  quelquefois  à  une 
absurdité  si  Ton  négligeait  de  tenir  compte  des  conditions 
implicites  dont  il  s'agit.  L'exemple  suivant  me  paraît ,  à  cause 
de  sa  simplicité  même^  bon  à  développer  devant  des  élèves. 

On  propose  de  trouver  la  ligne  droite  la  plus  courte  ou  la 
plus  longue  que  Ton  puisse  mener  à  un  cercle  donné  ^  d'un 
point  A  pris  dans  son  plan.  Soient  0  le  centre  du  cercle^ 
r  son  rayon,  et  x,  ^  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  des 
points  M  de  sa  circonférence^  en  sorte  que 

soit  de  plus  OA  =  a^  et  admettons  que  Taxe  des  œ  coïncide 
avec  la  droite  OA.  On  aura 

ÂM*  =  f/*  +  (a— a?)*  =  a*  — 2aa?  +  r*. 

Telle  est  la  quantité  qu'il  faut  rendre  un  maximum  ou  un 
minimum.  Or  si,  d'après  la  règle  ordinaire,  on  voulait  égaler 
à  zéro  la  dérivée  de  cette  quantité,  on  trouverait  Téquation 
absurde 

— 2a  =  0, 
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4'Qn  il  sembler^t  résultep  que  le  problèpie  n'f^  avicune  splu- 
tion»  t^dis  qu'évidemment  il  en  Q  deu)^, 

2.  Pour  faire  disparalti*e  le  paradoxe ,  il  suflit  d'observer  que 
par  la  nature  même  du  problème  de  géométrie  qui  nous  oc- 
cupe, l'abscisse  x  ne  peut  varier  qu'entre  les  limites — r, 
+  r.  Or  la  fonction 

a*  —  2arH-r* 

est  décroissante  quand  on  suppose^  ce  qui  est  permis^  a  po- 
sitif: la  plus  petite  valeur  de  cette  fonction  répond  dès  lors  h 
x  =  —  r  et  la  plus  grande  à  a? = r.  Donc,  etc. 

Si^  au  lieu  de  prendre  pour  axe  des  x  la  droite  OÂ,  qn 
avait  pris  une  autre  droite  à  volonté,  l'analyse  seule  aurait 
conduit  sans  aucune  considération  accessoire  quelconque  à  la 
solution  demandée,  et  la  difficulté  indiquée  ne  se  serait  pas 
présentée  à  nous.  En  nommant  a^  p  les  coordonnées  du 
point  A,  on  aurait  eu 

XST  =  r«  —  2aaî— 2^2/ 4- «•  +  PS 

d'où ,  par  la  considération  ordinaire  du  maximum  ou  mt- 
nitnum , 

Mais  réquation  du  cercle  donne 

^  =  — ?. 
dx         y' 

il  vient  donc 
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Cette  dernière  équation  est  celle  de  la  droite  OA  :  les  points 
où  la  droite  OA  coupe  le  cercle  sont  donc  les  points  cherchés. 
Ici  les  points  dont  nous  parlons  sont  immédiateonent  fournis 
par  la  méthode  ordinaire.  La  raison  toute  simple  en  est  que 
leurs  abscisses  sont  comprises  entre  — r  et  +  *",  et  sont  diffé- 
rentes de  ces  deux  limites  y  de  telle  manière  que  la  fonction 

ÂîP  =  r«  — 2*r  — îpy  +  «•  +  ?• 

augmente  lorsqu'on  passe  ^  par  exemple,  de  Tabscisse  qui  ré- 
pond au  minimum  aux  abscisses  plus  grandes  ou  plus  petites 
qui  sont  à  côté.  Quand  on  prend,  au  contraire,  la  droite  OA 
pour  axe  des  x,  le  minimum  répond  à  jr  =  r,  mais  c'est  un 

minimum  de  AM  ou  a'  —  ^ax  +  r*  sous  le  point  de  vue 
géométrique,  en  comparant  à  l'abscisse  r  des  abscisses  toutes 
plus  petites  que  r,  et  non  sous  le  point  de  vue  analytique  où 
Ton  aurait  à  comparer  à  l'abscisse  r  des  abscisses  à  volonté 
plus  grandes  ou  plus  petites. 
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V. 

Sur  quelques  intégrales  définies. 

i .  Legendre  a  donné  le  nom  d'intégrales  eulériennes  de 
première  et  de  seconde  espèce  aux  deux  intégrales  suivantes  : 

0  t/    0 

qui  se  présentent  souvent  dans  les  applications  et  dont  Euler 
s'est  beaucoup  occupé  :  p,  ç,  n^  sont  des  exposants  positifs 
quelconques.  On  désigne  ordinairement  par  r(n)  la  seconde 
de  ces  intégrales,  en  sorte  que 

/oo 

en  posant  c""'  =  j?,  ou  a:  =  y',  on  a  encore 

/oo  /         M\  1^.1  /*ao 

nog.|j      dz  =  2j     ^»y«-«dy. 

En  intégrant  par  parties^  on  trouve 

n     ^nj 
donc ,  entre  les  limites  àr=0,ir  =  «,il  vient 
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c'est-à-dire 

r(n)  =  2îL±il       ou       r(n  +  i)  =  nr(n). 

Cette  fonnule  permet  de  calculer  la  valeur  de  r  (n) ,  quel 
que  soit  l'indice  n,  lorsque  cette  valeur  est  coanue  pour 
n<  1.  Elle  donne  successivement 

r(2)=r(i),   r(3)  =  2r(2)=a4.r(i)/ 
r(4)=3r(?)  =  3.2.i.r(i), 

r(n)  =  (n— l)....2.1.r(i); 


or 


Donc 


r(n)  =  l.2.3 (n— 1), 


n  étant  un  nombre  entier  quelconque. 
On  trouve  de  même 

'3\      i^/i\        ^/6\      3„/3\      3    1/1 


/to  +  l\      2n— 1  2»— 3        3  1      m 
*^V     2     ) â~*~2~ î'î'^\jt}- 

Donc  en  génâcal 

,/2tt  +  l\_8it-l  an-3     8  1^ 

t.  L'intégrale  eulérionne  de  première  espèce  s'exfwiine 
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Cette  fpriimla  ^(  àm  h  Eujer,  Yojci  coi}}me?it;  J^.  Poisspp  If 
démontre  par  la  considération  des  intégrales  doublgs,  H  fn^l- 
tiplie  membre  à  membre  les  deux  équations 

et  observe  que  le  produit  des  deux  seconds  membres  e§t 
à  quatre  fois  Tintégrale  double  de 

e-^y'+^V  jfr-^  «««-*  4]^^  / 

les  limites  de  l'intégrale  étant  0  et  00  pour  les  deux  vari{d)les. 
On  a  ainsi 

Mais  si  l'on  regarde  «  et  y  coname  des  coordonnées  rectan- 
gulaires^ et  qu'on  y  joigne  une  troisième  coordonnée  z  per- 
pendiculaire aux  deux  autres,  l'intégrale  double  dont  nous 
venons  de  parler  représentera  le  volume  compris  dans  l'angle 
des  coordonnées  positives,  entre  les  plans  des  iry,  des  xXy 
des  yx^  ®*  '^  surface  dont  l'équation  est 

L'expression  de  ce  volume  cbaiigera  de  forme  si  Fon  rem- 


—  340—  ♦ 

(riace  les  coordoûnées  rectangulaires  a;  et  y  par  des  coordon- 
nées polaires  r  et  ^,  en  faisant. 

a;=±:rcos.<i>,  y  =  rsin.co. 

Uélément  de  volume  sera  x .  rdrdtù ,  et  il  faudra  intégrer  entre 
les  limites 

*  "  A 

«i)  =  0,        **=.ô»        r=0,        r  =  oo. 

On  aura  ainsi 

r(p)r{<y)  =  4  r     /     z.rdrd^, 

J     0     J     0 


c^est-à-dire 


mnq) 


J    0     J    0 


en  remplaçant  js  et  ensuite  |^  et  a;  par  leurs  valeurs.  L'inté- 
grale double  placée  dans  le  second  membre  est  le  produit 
de  deux  intégrales  simples ,  dont  Tune,  savoir  : 


r*'e-«'.r«(H-«>-*rfr 


est  égale  à  ~  r(p  -(- g)^  et  dont  Tautre^  savoir  ; 


/2 
se  réduit  à 
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n.co=s  ^.  n  suit  de  là  que 


la  formiile  d'Euler.  On  voit  par  cette  for- 
raie  eulérienne  de  première  espèce  est  une 
]ue  des  deux  paramètres  p  et  9  dont  elle  dé- 

sant  la  formule  d'Euler,  M.  Lejeune  Dirichlet 
ultats  intéressants.  Il  a  considéré  l'intégrale 

variables  x,y,...,  z  doivent  prendre  toutes 
ves  qui  satisfont  à  Finégalité 

r^©'- Hf)'<'^ 

..  "tfPyq,  ...r  sont  des  constantes  positives, 
f .  Dirichlet  Ta  conduit  à  une  valeur  remar- 
voir 

"■■■'  ' '{''l*\*  ■■■*')' 

it-il,  obtenii  par  différents  moyens ,  et  qui 
id  nombre  de  résultats  relatifs  aux  volumes, 
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centres  de  gravitéi  moments  d'ineriiè^  etc«  Cette  formule  peut 
se  démontrer  de  la  manière  suivante. 
4.  D'abord  en  rtmplaçânt 

^-j  par  X,  ^Ij  par  y, ...»  ^-j  par  z, 

etdx,dy,...,(ljKpar 

-af     daj,     ^y«     dy,....,    ^  2f     rf«, 
on  a 

p<if...r 
U  étant  une  intégrale 

de  même  forme  ^  V^  msàA  dans  làciuelle  *,  j^,  ;.* ,  ir  doivent 
prendre  toutes  les  valeurs  positives  qui  satisfont  à  rinégaliié 

X  +  2/  + +  «  <  1. 

En  posant 

il  viendra 

Ç  Ç ...  Ç a^Ky^K..z!^-\dxdy  ...dz , 

.    et  il  s'agira  de  prouver  que 

,,  rWr(0...r(m) 

fô)  "" r(l4-fe+ ;+...  + m)  '. 
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îombre  des  variables  x,  y,  etc.,  se  réduit  à 


i  dotic  exîlcte  alors. 

3ment,  d'après  un  théorème  connu,  lorsque 

ariables  x^y,  etc.,  se  réduit  à  2  :  il  vient 


^  r    ^2/*-* dy  =  j   r  a?*-^ .'(1  - xy.  dx, 
le  d'Euler,  on  a 

X    (1     «;-«f^-r(i  +  fc+/)» 


1  r(fc)'r(i  +  0  _     r(fc)r(0 

avec  la  formule  (5). 

maintenant  que  U  soit  une  intégrale  triple  : 

B  ainsi  : 

'*  a^'^dx  p*  y»-«  dy  f^'t^^  dz. 

itant  respectivement  les  difPérmoes  i^^x. 
>rte  que  Toa  a 

u  et  t?  de  nouvelles  variables,  et  posons 
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les  limites  communes  de  ud  v  seront  0  et  i  :  l'intégrale  U 
prendra  ainsi  la  forme 

«/    0  t/    0  i/o 

puis,  à  cause  de 

y,  =  1  —  a; ,      «,  =  Vi  —  «y,  =  (1  —  a;)  (i  —  «) , 
elle  deviendra 

Les  intégrations  relatives  aux  diverses  variables  peuvent 
maintenant  s^eifectuer  indépendamment  Tune  de  Fautre,  et 
comme  on  a 

la  valeur  de  U  sera  finalement 

,T-     r(fc)r(Or(m) 
^-r(l4-fc  +  /4-m)' 

conformément  à  la  formule  (5). 

S'il  y  a  quatre  variables  indépendantes  a: ,  y,  js ,  I,  dans  l'in- 
tégrale U ,  la  valeur  de  cette  intégrale  s'obtiendra  encore  par 
le  même  procédé.  On  supposera  les  intégrations  effectuées 
successivement  sur  i,  z,'y  eix^  et  Ton  posera 
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es  kt,Zyy  eix  seront  respectivement  0  et  É^, 
0  et  1  :  si  donc  on  remplace  i,  z  eiy  par  de 
les  liées  aux  premières  par  les  relations 

=  îT^, ,      z=ivziy      y  =  uyi , 

lunes  à  ces  nouvelles  variables  seront  0  et  1  : 

;,  =  (i-x)(i~u),    t,={i-x){i-u)(i^v); 

y  les  variables  a: 9  u,  v,  u>  pourront  être  se- 
itres  termes  l'intégrale  multiple  U  se  décom- 
produit  de  quatre  intégrales  qui  toutes  s'ex- 
es  fonctions  r  à  Taide  de  la  foi*mule  d'Euler. 
est  générale,  et  quel  que  soit  le  nombre  des 
y  etc. ,  elle  conduit  à  la  formule  (5)  qui  se 
nontrée. 
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VI. 

Sur  V évaluation  approchée  du  produit  4.2.3 œ, 

lorsque  x  est  très-grand, 

I.  La  méthode  dont  je  me  servirai  pour  démontrer  la  for- 
mule de  Stirling  qui  sert  à  cette  évaluation^  ressemble  beau- 
coup à  celle  employée  par  M.  Lacroix  dans  son  Traité  élé- 
mentaire du  calcul  différentiel  et  du  calcul  intégral  (page  678 
de  la  cinquième  édition).  Cette  méthode  consiste  à  chercher 
le  logarithme  du  produit  1.2.3 Xy  et  elle  repose  sur  la  for- 
mule connue  de  Wallis 

Tz      2   2  .4  4  2j;  2a; 

2"=ï-3'3-5 2i:=i:-5îTT 

en  vertu  de  laquelle  la  quantité 

2  log.  2  +  2  log.A  4- +  2log.(2x  — 2)  +  log.(2x) 

—  21og.l  — 21og.3-- —  2  log.  (2a?— 3)— log.  (2a;— i) 

se  réduit  à  log.  ir  — log.  2  lorsque  x  =  <x>.  Mais  je  la  com- 
pléterai en  donnant  une  limite  supérieure  de*  l'erreur  com- 
mise dans  révaluation  approchée  de  log.  (1.2.3 x). 

2.  Pour  toute  valeur  positive  de  z,  on  a 


Z       J  ( 


00 


intégrant  par  rapport  h  z  e%  désignant  par 
ime  népérien, 

v^ement,  dans  cette  formule»  z=:l|  jk  =  2, 
>  ajoutant  les  résultats  ainsi  obtenus,  il  nous 


' ^)  =  jo-^("-Ï^^F^)- 

n  est  ramenée  à  trouver  la  valeur  de  l'inté- 
cée  dans  le  secofid  tnetnbre  de  Téquation  (2). 
itte  intégrale  par  m,  et  traitons  x  comme  mie 
le.  En  différentiant  nous  obtiendrons 


du        jf*^da  [  aff-*»\ 


►n  -5 — 7  qui  sert  de  coefficient  à  c"**  et  que 

ns  par  ({a) ,  peut  se  développer  en  une  série 
nt  les  puissances  de  a.  £&  différenciant  plu- 
aite  réqùation 

i  posant  a=0,  on  trouve  sans  diflSculté 
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2*  r    v-z-Q. 

Les  deux  premiers  termes  du  développement  de  ^(«)  sont 
donc  i  —  ^;  et  les  autres  ne  peuvent  contenir  que  des  puis- 
sances  paires  de  a,  car  la  différence 

est  égale  à  la  moitié  de 


e^^e    ^ 


2. 


et  par  conséquent  est  une  fonction  paire  de  a. 
Les  valeurs  générales  de  /""(a)  et  de  /''(a)  sont 

n«)  =  -  (^!!^)4  ((«-3)e'»4-  A«e«+  a  -f  3). 

En  se  rappelant  que  la  variable  a  est  >  0,  on  peut  prouver 
que  la  première  de  ces  deux  dérivées  est  essentiellement 
positive  et  la  seconde  essentiellement  négative. 

11  suffit  pour  cela  de  prouver  que  les  valeurs  des  deux  fac- 
teurs 

(a  — 2)tf«  +  a-|-2 
et 


a  — 3)e«*  +  4«^+«  +  8 
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ce  qui  deviendra  évident  si  l'on  développe 
ponentielles  qu'ils  contiennent,  au  moyen  de 


X      a?* 


trouvera  ainsi  le  premier  de  ces  facteurs 


4  "^  "^2.3 ^m— 2Xm--l)m  "^  • 

gala 

50+ +       i.2.3 n       "  +•••••' 


ermes  sont  positifs. 

[)rès  cela  que  /*''(«]  est  une  fonction  décroi^ 

>nt  la  plus  grande  valeur  est  égale  à  ^''(0) , 

i 

6* 

^tte  digression;  revenons  au  développement 

es  une  formule  connue,  nous  pourrons  écrire 


iî^i=H+*' 


it,  suivant  ^ue  Ton  voudra  pousser  le  dévelop- 
ou  moins  loin^  ou  la  quantité 


âne-). 


lé 


'"(0)  ,         .  a'»^(0)  .   ««■'+'/»»^(ea). 
2"''"""  ■'"l.2...2fi'^1.2...(2n  +  2)' 


—  350  — 

c'est  ce  fjue  Yo^  comprendrai  en  se  rappelant  g^^  fj  p^  m^ 
fonction  paire  de  a  ;  Ji  peine  est-i|  néc^^re  d'ftyertff  qu§  p 
représente  d'une  manière  générale  un  certain  no(q|^re  çovfir 
pris  entre  0  et  4.  Cette  valeur  de  /(a)  substituée  dans  celle 

de  -Y-  fournit 
dœ 

i=/rî(— '-+!'-— )• 

c'est-à-dire /en  vertu  de  la  formule  (1) 

Par  conséquent 

tt^O+(g+|)lQfrg-a^  +  y^-^^'. 

Cette  valeur  de  u  est  en  même  temps  celle  de  l<^.(4,2.3..,âp). 
Nous  prouverons  plus  tard  que  la  constante  G  est  égale  à 

log.lv'ïï). 

5.  On  trouve  aisément  les  limites  de  l'erreur  que  l'on 
commettrait  en  négligeant  dai^s  le  second  memJ)r6  le  terme 


A  cause  de 


ce  terme  devient 


J  Q        «*      ' 


|/;r-r(e«>^«. 
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essentiellement  positif  comme  la  fonction  n^ot). 
est  moindre  que 


[2Jo'""'^       OU       J2J. 


12 


n  ar(^«)<g. 


cussion  nous  montre  qu'en  désignant  par  (a  un 
nbre  compris  entre  0  et  1 ,  on  peut  poser 

;i.2,3...«)  =  C+  ^»  +  I)  log.aJ  — a?  +  ^. 

»n  prend 


1.2  +••' 

••^1.2...2«  '  1.2...(2n  +  2)' 

J  0      «• 

3ra  sous  une  autre  forme;  il  deviendra 

^  2n(2n--  «a:*»-*  ^J  o      1.2.-{2n  +  2J     ' 

ireut  avoir  une  limite  supérieure  de  la  valeur  abso- 
itégrale  dont  il  dépend^  et  qui  exprime  le  reste  de 
il  suffira  de  remplacer  /^'^"(6a)  par  le  maximum 
de  f*"**"*!*)?  ce  qui  permettra  d'effectuer  Tintégra- 
rouve  ainsi  que  le  reste  est  numériquement  infé- 


M 


(2n-f-l)(2n  +  2)a?*»»+»* 


quantité  d'autant  plus  petite,  pour  une  valeur  donnée  de  », 

que  X  est  plus  grand. 

Au  surplus  la  considération  attentive  des  signes  fournit 
une  expression  du  reste  encore  plus  précise  et  plus  com- 
mode. 

En  effets  à  l'aide  d'une  discussion  convenable,  et  par 
divers  moyens  y  on  s'est  assuré  que  la  valeur  générale  du 
reste 


/ 


oOgr-<»xa«ny^m-»(ea)rfa 
0      i.2...(2n4-2) 


change  de  signe  quand  on  augmente  n  d'une  unité,  c'est-à- 
dire  quand  on  prend  dans  la  série  un  terme  de  plus,  savoir 


(2îH-l)(2n  +  2)a?«^+*' 

d'où  l'on  conclut  aisément  : 

1"  Que  le  reste  est  du  signe  de  ce  terme;  ^  qu'il  est 
numériquement  moindre,  puisque,  pour  en  avoir  la  valeur 
exacte»  il  faudrait  y  ajouter  une  quantité  de  signe  opposé. 

Nous  n'etitrerons  pas  dans  le  détail  de  la  démonstration 
du  théorème  qui  vient  d'être  énoncé,  n  étant  un  nombre 
quelconque.  La  considération  des  premières  dérivées  de 
/(a)  suffit  aux  principales  applications,  et  pour  elles  le  calcul 
indiqué  plus  haut  est  fort  simple. 

7.  Pour  déterminer  la  constante  C,  mettons  Téquation 


log. 


(1.2.3...a?)  =  C+  (a?  +  0  log.js-a;  -f  ^ 
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-log.3+...+log.j:=C-f  («+|jlOg-a7— x+etc. 

ésignant  un  terme  qui  s'annule  quand  â;= ao . 
erons  facilement 

.og.3-f ...  -f  log.2a;=G  H-  (sa^-f-^]  log.2a?— 2a;4-etc. 


h...-f-log.2a?=a7log.2+log.l+log.2+...+log.a;, 
Eiussi 

■f-log.6+...+10g.îte=C-f^a:  +  |\log.a;4-a?log.2 

--a?  +  etc. 

^te  équation  de  celle  qui  donne  la  somme  des 
les  nombres  naturels  depuis  1  jusqu'à  3tx,  on 

4-log.5+...4-log.(2a?— l)=aîlog.a;+^a?4-|^log.2 

—  a:  +  etc. 

ï  son  tour  le  double  de  cette  nouvelle  équation 
i  la  précédente^  il  vient  enfin 

2  log./i+ 21og.6+... -h  2  log.(2j;— 2)  +  log.2a? 
Og.  3— 2  log.  5— ■.,.— 2  log.(2aJ— 3)— 2  log.(2a?— 1) 
a=2C— 21og.2  +  etc. 

Taide  de  la  formule  de  Wallis  citée  pins  haut, 
[1  faisant  jr  infini; 

log.K— log.2  =  2C— 21og.2, 

23 


et  par  suite 

fl*=î(lot.ii  +  log.a)=lûg.(v«i)- 

8.  En  Ugoùmni,  je  FSQverraî  le  leoteur  à  un  mémoin  de 
M.  Binet,  qui  fait  partie  du  XXVH*  oabier  du  Journal  de 
P École  polytechnique  j  et  à  un  article  que  j'ai  inséré  au 
tome  XVII  du  Journal  de  Mathématiques^  page  MB  :  cet 
article  complète  en  un  point  important  le  mémoire  de  M.  Bi- 
net,  et  le  lecteur  y  trouvera  d'ailleurs  l'indication  des  divers 
travuus  publiée  dar¥  ces  dermers  temps  par  les  {(éoin^tre^  sur 
la  question  qui  a  fait  l'objet  de  cette  note^  et  sur  la  ques- 
tion analogue  pour  r(j:)  en  ne  supposant  plut  m  entier.  Bot- 
nons-nous  ici  h  mentionner  les  noms  de  MM.  Raabe,  Gauchy 
et  Malmsten. 
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Utcatian  singulière  de  la  théorie  des  intégrahe 
la  démomiroHon  d'un  théoràaM  d^algAre. 

gnant  par  a;  et  y  deux  variables  indépendantes 
îgarder  comme  les  coordonnées  rectangulaires 
is  dans  un  plan  fixe  horizontal,  et  par  Z  une 
13  et  déterminée  de  a;  et  y ,  qui  ne  devient  pas  in- 
>  limites  a  et  6  de  j?^  a  et  ^  d^  y>  on  voit  que  les 
les  doubles 

/>/!"-/!*/> 

irement  égales  entre  elles,  puisqu'elles  représea- 
ieux  \xn  même  volume,  savoir,  le  volume  corn- 
plan  fixe  horizontal,  quatre  plans  perpendicu- 
-là^  (fn  répondent  aux  limites  a,  b,  a^  p,  enfin  une 
l'ordonnée  verticale  est,  pour  chaque  système  de 
deux  quantités  x  et  y,  représentée  par  Z.  Or  qn 
inclure,  avec  M.  Gauss,  que  \e  preqpier  membre 
lation  algébrique  à  coefficients  réels 

'  +  Ai~-*  +  B««-"  4- ,....  H-  L«  +  M  =  0 

soit  par  un  facteur  réel  du  premier  degré  ziçp, 
facteur  réel  du  second  degré  z*  —  2p2C0S.ci>  -|-  pS 
î  cette  équation  a  toujours  au  moins  une  racine 
(laginaiie,  savoir  zhp  ou  p(G08.(ù-f.^  —  isin.»). 


En  d'autres  termes,  on  peut  prouver  qu'iP existe  toujours 
des  valeurs  réelles  des  deux  quantités  p  et  «o  satisfaisant  à  la 
fois  aux  deux  équations 

p»cos.m«t>  4-  Ap*-'*cos.(m— i>)  + -I-  Lpcos.«  +  M  =  0  , 

p«sin.fnw  +  Ap—*  sin.(m— l)w  + +  Lpsimw  =  o  ; 

d'où  l'on  conclut  de  suite  l'existence  d'un  facteur  réel  du 
premier  ou  du  second  degré  pour  le  polynôme  proposé 
z*  +  A«-*+etc.  0. 

2.  Désignons  en  effet  par  t  et  u  les  premiers  membres  de 
ces  équations,  puis  posons 

du        dt      ,  ___      àt  _    du 
du'       df      „         dt        du' 

Soit  R  une  quantité  positive  quelconque,  mais  plus  grande 
que  la  plus  grande  des  quantités 

ihaVs,  ^mB's/2\  )/mC's/2, .y^mM'v^ 

OÙ  A',B',C',...,M'  désignent  les  valeurs  absolues  des  coeffi- 
cients A,  B,  C,...,M.  Cela  étant,  je  dis  que  si  l'on  pose  p=R, 
la  somme  tif  +  uu'  aura  une  valeur  positive.  Pour  le  montrer, 
observons  d'abord  que  les  quatre  quantités  suivantes 

H-cos.  j  + AR«^*cos.f^  +wj  +....  4-MC08.  Q  +mwj 

K"»sin.  ^  +  AR"^'sin. U +  *^)  +  ••••  +  Msin. ^  +  wiwj 


(*)  Cette  démonBtTation  a  été  préeentée  par  M.  Gauss  boqs  une  forme 
•nUèrament  Indépendante  de  l'emploi  des  Imaginaires. 
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-l)AR*^*sin.  (^  -rJ\  +...  +Lllsin.  (^  4.(1»— l>o^ 

;rai  respectivement  T,  U,  T',  U',  sont  toutes 
ouve,  par  exemple ,  pour  la  première^  en  dé- 
;ous  cette  forme 

^[ll  +  mA^2cos.(^+u,)] 
^[R«  +  niBs/2cos.g+2u>)J 
^[R»  +  mC^coag+3u>)] 


R«-» 
m 

m 


ilant  ce  que  Ton  a  dit  ci-dessus  de  la  grandeur 

lonstration  semblable  s'applique  aux  trois  autres 

•,U'. 

=  R5  on  a 

=  Tcoa.(^  +  wcoj  +  Osin,  (r  +  w»»») 
=  Tsin.  (I  +  mw  j  — Ucos.  f  1 4-  mw  J 
=  T'cos.  (^  +  mia\  +  U'  sin.  (^  +  mJ\ 
-  ï'sin.  (I  +  mci)  j— U'cos.  (^  +  fnta\, 

Ite  tt  +  uu'  =  TT'  +  \]l]'  :  donc  tC  +  uu'  est 
it  observer  en  passant  que  nos  équations  don- 

:(»+tt«  =  T«  +  U\ 
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3.  Maintenant  on  peut  démontrer  le  théorème  qui  fait  l'objet 
de  cette  note,  savoir  qa'entre  leê  limites  p=0,  p=R,  t»  =0, 
«  =  Ît:  ,  il  existe  certaines  valeurs  de  td  et  de  p  pour  lesquelles 
on  a  à  la  fois  tz=09  u  =  0.  Car  si  Ton  n'admet  pas  ce  théo- 
rème, il  faudra  en  conclure  que  la  fraction 

„      {t*  +  u^)  (it"  4-  uu")  4-  {iW  -  uty  ~  {tr  4-  «tf? 

ne  deviendra  paft  infinie  entre  les  limites  citées,  et  que,  par 
suite,  on  aura 

/^.        tu'  —  uf 


Or 


comme  on  le  vérilie  aisément  par  la  différentîation  :  de  plus, 
<,  u,  f ,  u',  reprennent  les  mêmes  valeurs  aux  deux  limites  Ô 
et  Sic  :  par  suite,  on  a 

en  sorte  que  la  prerhière  de  nos  deux  intégrales  doubles  se 
réduit  à  zéro.  Mais  la  seconde  est  au  contraire  essentielle- 
ment >  0.  En  effet,  si  Ton  intègre  d'âbopd  par  rapport  à  p, 
il  vient 


d'où 
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'^  dci>  /     Zdtù  =  une  quantité  positline^ 

»  1/    0 


inent 


ement  positif.  Dono  l'é(}Uàtion 

•le  ;  donc  aussi  la  fraction  Z  devient  infinie  une  ou 
is ,  et  par  suite  I  et  ii  g^ftnnulènt  ensemble  pour 
réelles  de  p  et  <o^  G.  Q,  P.  D. 
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WIII. 


Sur  PéqwUUm  différentielle  du  premier  crdre  :  ^=  A^»  !f)- 


i.  On  sait  que  pour  trouver  l'intégrale  en  série  de  Téqua- 
tion  difiërentielle  du  premiâ*  ordre 

(A)  %=f(^^y^* 

telle  que  la  fournit  le  théorème  de  Taylor^  il  faut  exécuter^ 
sur  la  fonction  f(Xy  y)  ou  /*,  les  opérations  que  voici  : 


f+f/=/.^  (*.»). 


Après  quoi,  Ton  a: 

h  désignant  la  valeur  arbitraire  de  y  pour  a;  =  a. 
Peut-être  est-il  bon  d'ajouter  que  la  considération  de  la 
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ui  se  présente  d'abord  dans  ces  calculs  >  peut 
re  utile  à  un  autre  point  de  vue. 
,  si  f  renferme  une  constante  indéterminée  «^ 
s  dans  f^ ,  ou  plus  généralement  qui  disparaisse 
lit  ^{f)fi,  <p(A)  désignant  une  fonction  donnée 
3  f,  je  dis  que  la  formule 


9(f)fjdy-fdx) 


ondition  connue  d'intégralité  relativement  aux 
s  or  et  2^9  prises  comme  indépendantes;  en  sorte 
e  sous  forme  finie  de  Téquation  (A)  sera 


/ 


¥.f)-jz  (^  —  f<^)  =  constante. 


stration  est  très-simple.  Puisque  <p(^f,  ne  con- 
on  a 


;  pour  ft  sa  valeur 


rff^^, 


A  =  ^  +  ^/'> 


re  sans  peine  que 


dix 
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el  l'oD  conclut  de  là  finalement  que 


s(^^S+i(^'^^S=»' 


c'est  précisément  réquaiicMi  de  c(»idition  nécemûre  et  suffi- 
sante pour  que 

sMt  uns  difkrelitieUe  exacte  oonune  nous  l'avioni  evuioé. 
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Ift. 


n  différentielle  du  second  ordre  :  3-4  =  F{^*  V)* 

dite 


ion  différentielle  du  second  cHIdré 

\  pàrtiéuUëre^  puis^tUe  réquAtiôfl  ^étléfàlê  séhût 

)ropri6té  i^màrquable^  que  M.  Jacobi  a  signalée  ^ 
tache  itiiimement  att  théorème  établi  dans  la  n«He 
On  peut ,  en  effet^  écrire  de  èttite  rintégrale  se- 
impiété  (avec  deux  constantes  arbitraires)  de  Té- 
»  dès  qu'on  a  réussi  à  en  déëèutrir  une  intégrale 
ulement. 
>rouyer)  soit 

raie  première,  a  étant  la  constante  arbitraire  in- 
r  l'intégration.  En  di£Krènciant^  on  en  déduit 

da^      dx      dy  3x^ 
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et  par  suite,  en  vertu  des  équations  (1)  et  (^), 

Cette  dernière  équation  doit  être  identique;  autrement  y 
s'exprimerait  au  moyen  d'une  seule  constante  arbitraire ,  et 
ne  répondrait  plus,  comme  nous  le  supposons,  à  toute  l'é- 
tendue de  l'équation  du  second  ordre  (I).  Or  F(a;,  y)  ne  con- 
tient pas  la  constante  a  ;  il  faut  donc  que  cette  constante  dis- 
paraisse d'elle-même  de  l'expression 

D'après  le  théorème  démontré  dans  la  note  VIII ,  la  for- 
mule 

%(dy-fdx) 

se  trouve  dès  lors  être  une  différentielle  exacte.  De  là  pour 
l'équation  (2),  et  par  conséquent  pour  l'équation  (1)^  l'inté- 
grale complète  que  voici  : 


/ 


^  (dy — fdx)  =  constante. 


%  L'équation  (1)  aurait  pu  être  mise  sous  une  forme  un 
peu  plus  générale,  sans  que  la  méthode  employée  pour 
achever  Tintégration  cessât  d'être  applicable.  Observons  en 
outre  que  si  on  la  remplace  par  les  deux  suivantes  : 
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dy  :  df/:dx  ::  y'  :  f{x,  y)  :  i , 


un  exemple  de  l'application  d'un  principe  très- 

icobi  a  nommé  le  principe  du  dernier  multi- 

»nt  ce  grand  géomètre  a  montré  Futilité  dans  *  J> 

le  mécanique.  Voyez  sur  ce  principe  un  article  v 

i  X  du  Journal  de  Mathématiques^  page  337.  j 
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S¥ir  ^intégration  d'une  elauê  éPéquations  différmtielies 

linéaires. 
1.  8ett 

(1)  Aa?,y,y',...,y^"^)  =  o 

une  équation  différentielle  de  Tordre  n;y,  y', y<*>  étant 

les  dérivées  successives  de  y.  L'intégrale  complète  de  cette 
équation  (intégrale  que  je  suppose  connue)  contiendra  n 

constantes  arbitraires   a,  6, c,   et  sera   de   la    forme 

y=F(a:,  a,5, c)  ou  plutôt  «r(a:,  y,  a,6, c)=0. 

Maintenant^  différentions  par  rapport  à  a  les  deux  membres 

dy 

de  l'équation  (1),  et  représentons  par  u  la  dérivée  ^.   n 

nous  viendra 

df  df    du  .  ,_df     rf'^^n 

dy 

On  aurait  eu  la  même  équation  si,  au  lieu  de  poser  ^  =  u, 

on  avait  posé  -|  =  u  ou  j^  =  u.  Donc  les  dérivées  de  y 

prises  par  rapport  aux  n  constantes  a,  6, c  représentent 

autant  d'intégrales  particulières  de  Téquation  linéaire  (2); 
de"  sorte  qu'en  général  l'intégrale  complète  de  cette  équa- 
tion (2)  est 

«  =  ^35  +  ^56  + +  ^5?» 

A^  B^ C  étant  des  constantes  arbitraires. 
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^lue,  aussi  simple  que  remarquable,  est  4û  à 
eu  fait  la  base  d'une  méthode  d'approxima- 
Démçire  couronné  par  TAcadémie  des  scien- 
rd  Jacobi  Ta  rencontré  à  son  tour,  sans  con- 
1  de  Lagrange^  et  s'en  est  servi  dans  de  belles 
le  calcul  des  variations.  Il  s* étend  de  lui-même 
queloonqiM  4'équatio|}s  Uifér^RtieUe^  3in)iil- 
l'appliquer  à  un  exemple^  considérons  le  cas 
l'équation  (1)  est  do  Ift  forme 

n  peut  alors  s'intégrer,  car,  en  I4  multipliant 
nous  donne 


J  sfâ+U 


cette  dernière  équation,  y  est  une  fonction  de 
il  suit  du  théorème  de  M.  Jacobi  que  Téqua- 

5  ^  =  ?'(y)u,  où  <p'(y)  désigne  la  dérivée  dfi  y, 

itégrale  complète  de  la  foripe  u  =  A~  +  3~, 

da         do 

soit  la  fonction  <p. 

\es  SUT  la  théorie  des  perturbations  qw  les  comètes  peuvent 
Vaction  des  planètes,  tome  X,  page  65,  du  Recueil  des 
igers. 


—  368  - 

3.  Nous  avons  dit  que  Lagrange  a  déduit  de  son  théo- 
rème uoe  méthode  d'approximation.  Gela  est  aisé  à  com- 
I»«ndre.  Supposons  en  effet  qu'ayant  intégré  complètement 
Péquation 

(1)  Aa^,y,y',...,y^"0  =  o, 

on  veuille  passer  de  là  à  l'intégrale  approchée  de  l'équa- 
tion 

où  Q  désigne  une  fonction  de  x  dont  la  valeur  est  suppo- 
sée très- petite.  Il  suflBra  d'augmenter  la  valeur  de  y  four- 
nie par  l'équation  (1)  d'un  très-petit  terme  u,  vérifiant 
l'équation 

dy^^  dy'  dx^ ^  rfyf")  da:- "~  ^  • 

qui  est  linéaire  et  ne  diffère  de  l'équation  (2)  ci-dessus  qu'en 
ce  qu'elle  a  un  second  membre  Q,  fonction  connue  de  or;  en 
sorte  qu'on  en  trouvera  toujours  aisément  l'intégrale,  puisque 
l'équation  (2)  s'intègre.  On  fera  d'ailleurs,  si  l'on  veut,  une  se- 
conde^ une  troisième  approximation,  d'une  manière  analogue. 
Cette  méthode  s'applique  à  un  système  quelconque  d'équa- 
tions simultanées.  Elle  peut  servir,  par  exemple,  à  déterminer 
le  mouvement  troublé  d'une  planète  ou  d'une  comète,  en  pre- 
nait pour  point  de  départ  le  mouvement  elliptique  de  cet 
astre,  soit  autour  du  soleil ,  soit,  en  général,  autour  du  centre 
d'action  qui  prédomine. 


FIN. 
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